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Luku 1

Rakenteiden mekaniikan
sovellutuksia, kaavakokoelma, osa 1

1.1 Kerrostalo

Viaiantokeskio:

_leyi Zlyi B _Zafi—rxyi'i‘zyifyi '

Jos kaikille paarteille pétee

ZICCZ _leyi ] [ Ay ] o [ Zajllxz _Zyijxyi

Ixyizo, 1=1,...,n,

n n

Z xi]ﬂ%’ Z inyi
=1 =1

Ay = — o .
> I, > Iy,
i=1 1=1

Momenttien ja muodonmuutossuureiden véliset yhtalot

, Uy =

MZ/ Z Iyi Z Iacyi 0 ’UZ
M, | =E| -X1Ly -XIL, 0 |
B 0 0 _fw 4,0//
A Y
A—I' :Q) ' (3,Ys3)
(x037y03>/u:\
01 - -é---. * (az,ay)
(@1, 91) :(x017y01) N ,
(05, Y0,) 2
. 2 N (.Z'Q,yQ)
L

Kuva 1.1 Kerrostalon poikkileikkaus.
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n n n
I, = Z (z; — ax)QIxi + Z (yi — ay I, —2 Z —ay)(y; — ay)Ixyi + Z I,,.
2 i=1 i=1

Muodonmuutossuureet momenttien avulla lausuttuina

UC/C/ 1 lez leyz 0 My
1 - - Z Ifoi - Z I i 0 M 1 6
/U%/ ED _D T Y ( )

= L) 1) — O Iy, (1.7)

Paarteen ¢ normaalijannitys

o I Ty (B4 Sl B g
missi wi(z,y) = (y — yo,)(xi — az) — (x — x0,)(yi — ay) + wi(x,y). (1.9)
Jos Ly, =0, 7= o)~ - a) + fE (L0

Paarteiden taivutusmomentit

/ (v = vo,) (1.11)
M,, = —/Uzi(x — x9,) dA, (1.12)
A

(S Ly~ (S 1)

1,1, — Loy ) Loy,
M, o) i My, + (2 Ly L, D(E zy,) Wi 0,
(1.13)
+Ixi(33i —ag) — Loy, (yi — ay)B’
L,
M, = Q. Loy, _D(Z Loy ) Ly, M, + (22 Lay, ) Ly, D(ZI )1 i N
(1.14)
+Iyi(yi —ay) — Ixyi(l‘i - ax)B.
L,
Jos Iy, = 0, niin
M,, = oo, 4 i ) (1.15)
T; lei T Iw 5 .
I, I, (y; — ay)
My, = =% M, + Y2V B 1.16
I .
B; = %B. (1.17)
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Leikkausvoimien momentti vaintokeskion suhteen
n n n
M5 :ZQyi(l’i_ax)_ZQxi(yi_ay)‘FZBz{y (1.18)
i=1 i=1 i=1
B; = —FEI,;0". (1.19)
Tasapainoehdot
Qy, = M;i, Qqz;, = —M;i, M., = B'. (1.20)
Kokonaisviantomomentti
Mz = Mzs + sz; (121)
Momenttien tasapainoyhtalot
M) = —p,, Mz/// =Pz, M. =—m, (1.22)
Péddakseliston tasapainoyhtalot
n
O EL )Y = p,, (1.23)
i=1
n
O _EL )Y =p, (1.24)
i=1
EIWQOM) _ GI_uSO(2) =m, (1.25)
B n
I, =) I (1.26)
i=1
Véaannon differentiaaliyhtilo
oW — E2p@ = —, (1.27)
w
- G1I,
k= = (1.28)
El,
Bimomentin avulla
B® _?B=—m (1.29)
Vaannén DY:n ratkaisu
¢(2) = C + Coz + Cysinh kz 4+ Cy cosh kz + . (1.30)
Viaidntokulman differentiaaliyhtilon ratkaisu
Differentiaaliyhtélon
d*o d%p GI
i A A2l B2 ==Y 1.31
T T2 =), BL (1.31)
ratkaisu on
©(z) = C1 + Caz + C3sinh kz + Cy cosh kz + g (1.32)
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b
- ™
L
y h/2
5 T_,
e h/2

Kuva 1.2 U-poikkileikkaus.

eli
©(2) = @n(z) + po(2).

Resultantit

M, = 6% —qr, <02 + Csk cosh kz + Cyk sinh kz + %) ,

dz

z

2 1 d?
B = —EIwZTf =—-GI, <C:3 sinh kz + Cycosh kz + 52 dd;!;0>
B 1 d®
M, = - = -GI, <C3k cosh kz + Cyk sinh kz + 72 d;’é”()) J
dg&o 1 d3800
M, = M, + M, = GI, <C2+E_? dz3

U-poikkileikkaus
Kuvan 1.2 poikkileikkaukselle

b

h’
2 —
+3b

e= L, =L, + Lt(b—3e)h?b*t, I, = / y2dA.
A
Erditad yksityisratkaisuja
1. Tasaisen kuorman (kuva 1.3a), m(z) = my, yksityisratkaisu on

= —— z°.
70 2 G1,

2. Lineaarisesti jakautuneelle kuormalle (kuva 1.3b) m(z) = mO%

6L G

(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)

(1.37)

(1.38)

(1.39)

(1.40)
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My
—o o - —a | 1100 =
— —
- - — Mo ;\\BO
Ha—ﬂ H—aﬂ
Kuva 1.3 Kuormitustapauksia.

3. Pistemiinen vidntomomentti My kohdassa z = a (kuva 1.3¢):

wo =0, kun z < aq, (1.41)

0= LG,

[sinhk(z —a) — k(z —a)], kun z > a. (1.42)
4. Pistemdinen bimomentti kohdassa z = a (kuva 1.3d):
wo =0, kun z < a, (1.43)

B
Yo = G; [coshk(z —a) — 1], kun z > a. (1.44)

1.2 Jaykistetty sauva

Siteen leikkausvoiman Xj; = 1 siirtyméero J;; kohdassa i

Poikkisiteen taipumasta siteeseen k

a 1 a\3 ¢ a . a’ aC
Ok =2 [3EIS (5) * GA. (§>] = 2L T GA. (1.45)

siirtyméakerroin suorakaiteelle ¢ = 1.2. Poikkisiteessd vaikuttavan kuorman X = 1 bimo-

mentti vaikutuskohdassa:
Bpy =) Pwi=—1w; + lwy = wy — w1 = 200, (1.46)
Pistebimomentin By staattisesti médratyn perusmuodon siirtyméero
(531€ =wy —wy = —(wo — w1)PR(2) = —2Q¢5(2). (1.47)

Vapaasti tuetun sauvan tapauksessa

,  (20)? cosh(kz;) cosh[k(L — z)] ,
g L -1 k < 14
%= Tar, \* sinh kL o kmrsh (1.48)

,  (20)2 cosh[k(L — z;)] cosh(kzy) ,
e L -1 k > 14
Oik K smh kL k@2, (1.49)
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Kuva 1.4

Kuva 1.5

 —
)/AS,IS

Poikkisiteen taipuma kuormasta Xz = 1.

1.2.1 Ekvivalentti levyjaykiste

P
| N | z
| [ —
A\ .
< l L |
[ =1
\j y
Bimomentti kohdassa zj.
GI,
k= . 1.50
Siirtyméero siteen aukileikkauskohdassa
Sit, = 0% + 6%, (1.51)
=0, jos i#k. (1.52)
Yhteensopivuusehdot siteiden kohdalla muodossa
N
> 6X;+060=0, kun i=1,...,N. (1.53)
j=1
Keskiméariinen jakautunut bimomentti
B; X; X;
b= Zz L = QQTZ, (1.54)

missd [ on siteiden vélimatka.

Véaannon differentiaaliyhtalo

ELe®W — GLy" =m. + b =m, +2Q4¢ (2). (1.55)
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Kuva 1.6 Ekvivalentin levyn leikkausvuo.

Leikkausvuota ¢(z) vastaava vidntomomentti

M7 =2Qq(z). (1.56)
Yhteensopivuusehto
5q(z) = 29/, (1.57)
ds
= ¢ ——. 1.58
Gt(s) (1.58)
Leikkausvuo 0 ar
2 / v,/
= — = 1.
402
o= = 1.
0= (1.60)
Véaidnnon differentiaaliyhtilo
ELeW — G(I,)¢" = m.(z), (1.61)
I,=1,+10. (1.62)

Védntomomentti M, (Saint Venantin va&nto)

My(2) = G(I, + I9)¢" (2). (1.63)

1.2.2 Energiamenetelmi

Komplementaarisen energian minimin periaate

Vaantojaykkyys
M, (o) M?
Gl, = —=— = z__ 1.64
! 0 2W (o) (1.64)
W = W (o) on luvallisesta jénnitystilasta riippuva jénnitysenergia. Ortogonaaliset janni-
tystilat
0, i#k,
Wios,01) = (1.65)
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C

| —— As = tob

2 __.---"iScosa/Ay_~a f

== ‘—> — o, =~ f
bM.

}

“d
- - <—<—<—<—/ Al—tlb
qz
~
~ —  — — —»TZQ

Kuva 1.7 Ristikolla jaykistetty U-profiili.

vaantojiykkyyden alaraja-arvio

n n n

= ZGIW. (1.66)

i=1

Gl =

i=1 i=1 2W (1)
Ristikolla jaykistetyn sauvan vadntomomentti Bredt’in kaavan mukaan
M, =2Qq(z) (1.67)

Sauvan komplementaarinen energia pituusyksikkod kohti
l l
=1 S%a Ay [ o? Ay [ o2 72
=— |4+ — | = — | = — . 1.
W — + /Edz+ ;i /Edz+7{ t(s)ds (1.68)
0 0

Ortogonaaliset jannitystilat:
e tila 1 : U-profiilin vé&ntojannitykset,

e tila 2 : poikkisiteiden sauvavoimista aiheutuvat jannitykset.

Potentiaalienergian minimin periaatte

&
S

Gl = —Z2 = , (1.69)

missd M, on annettu viaintomomentti.
Kinemaattisesti luvallisten siirtymaétilojen yhdistelmé

u=u; +u+ -+ Up, (1.70)
jota vastaa muodonmuutostila € ja vadntyma 0. Ortogonaaliset muodonmuutostilat &;

0, ik,
Wieisex) = (1.71)
W(Ei), 1= k‘,



1.3. Kerrospalkki 9

- -
A
d AS) Is
Y
— o
Au
Kuva 1.8 Poikkisitein liitetyt sauvat.
vaantojaykkyyden yldraja-arvio
M 1 1
Glye = = = — = : (1.72)
Z Hi Z 91’ E 1
! 7 2W (g;) 7 GILy(s)
1.3 Kerrospalkki
Liitoksen liukuman ja leikkausvuon ¢(z) yhteys
q(z) = KAu(x), (1.73)
12E17
K = - : (1.74)

ld3

E (h\?
”*5(3)]

missd (s = 1.2 on suorakaidepoikkileikkaukselle, F ja G' ovat poikkisiteen kimmokerroin ja
liukumoduuli ja h on poikkisiteen korkeus. Paarteen normaalivoiman differentiaaliyhtélo

d4N1(l‘) B 2d2N1(x)

T Q' = —Pp(z), (1.75)
=i (4 B (1.76)
B Ely  EA,)’ '
FEAy=FA, + FAs, EAp =FA; - EFA,, (177)
Kc
B = B’ Ely = EI, + EL. (1.78)

Paarteen normaalivoiman differentiaaliyhtilé taipuman w(z) avulla

d*w(z) o d*w(z) o M(x) 1 d*M(x)
— = — 1.
dr* " Tde> "% TEI T Ely da? (1.79)

— EAP 2
Bl = Ely+ pte. (1.80)
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(z) lP
—— tryvey 1 — i e
T, U d ¢
e ] > Co
2 .
- T -
Vo p(x)
N, Qi YYYYVYYVYVYVYVYVVYY Ny + dN,
M, <_¢ ) ¢_> M, + dM;
Q1 +dQ
— - - - -
M QT - < - - <+ = <1 Q+dQl>M+dM
Q2 Ny + dN;
My = 2 — My + dM,
? Q2 + dQ-
[ !
[l 1
dx
Kuva 1.9 Kerrospalkin voimasuureet.
1.3.1 Tasapainoyhtilon ratkaisu
Differentiaaliyht&lon
Fu@)  dw@) @) 1 )
_ - _ 1.81
dzs " da? “EI T El do? (1.81)
ratkaisu
w(z) = wa(2) + wp(a), (1.82)
wy,(z) = Oy sinh ax + Cy cosh ar + Cyz® 4 Cyx? + Csz + C, (1.83)
1 EI & |
wp(z) = =] / [azp(s) - E—Iodci‘(;)] {a(x —5)+ 6043(1: — 5)% — sinh[a(z — s)]} ds.
0
(1.84)
1.3.2 Reunaehdot
1. Nivelreuna
w(0) = M;(0) = N1(0) =w(L) = M;(L) = N1 (L) =0, i=1,2 (1.85)
. 2(0) _ dhw(0) _ p(0)
d“w(0 d*w(0 p(0
pr— pr— —_ = 1.
w(0) da? dx?t EI, 0 (1.86)
d*w(L) d*w(L) p(L)
w(l) dz? dz? El, 0 (1.87)

Edella N1 = —NQ.
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2. Jaykka tuki pisteessid x = a:
w(a) = d?fli:a) = Au(a) =0, (1.88)
joista kolmas voidaan muuntaa muotoon
d®w(a) a2 (1o Ely\ d3w(a) _ 1 dp(a). (1.89)
dxd EI da3 Ely dx
3. Vapaa reuna on kohdassa x = a:
M;(a) = N1(a) = Q(a) =0, i=1,2. (1.90)
Taipuman avulla
d*w(a)
=0 1.91
) o, (1.91)
d*w(a) _ p(a)
= 1.92
dx? EIO7 ( ) )
d®w(a) o d3w(a) 1 dp(a)
_ = 1.93
dw5 ¢ Tda® T El, da (1.93)
1.3.3 Voimasuureet
M(xz) =M, (x) + Ms(x) — cNi(x)
1.94
_EI d*w(r) B EIdZw(a:) __EI () (1.94)
a2 dot dx? oﬂEIop ’
dM (x
Q@) = Qi(a) + Qola) = 22 (1.95)
1 d>w(x
dN dN-
a(z) = kAu(z) = — 4@ _ dNa(@) (1.97)
dx dx
dw(z)
M;(x) = —FEI; promti 1,2, (1.98)
dM;
Qi(x) = dMi(z) +cig(x), i=1,2. (1.99)
dx
1.3.4 Awukollinen tukiseina
Paarteen normaalivoiman DY
d*Ny (2) 2
2 @ Ni(z) = M (z). (1.100)

Paarteen normaalivoima 17" = N;
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d
q
T fy
1h ty
T Il H
A57is ? ‘
» ) t
I Iy L ty
a T A t
t
P t
A
t
y v il
L[ |
C
Kuva 1.10 Aukollinen tukiseina.
dT ()
= _ 1.101
) — —ga), (1.101)
paarteen normaalivoiman DY myos
d°T
di(f) — a*T(z) = BM (2), (1.102)
2
2 C EAO
=K|—+— 1.1
a <E10+EAP)’ (1.103)
Kc
= —. 1.104
By (1.104)
Tasaisen kuorman, p = vakio, tapauksessa
1
M(z) = —5p(L - )2, (1.105)
T'(x) = Cysinhax 4+ Cy cosh ax + T)(z), (1.106)
1 D? D4
d
D=—. 1.1
T (1.108)
Ulokkeen reunaehdot
d dT
wO _o g0y=0, TO _o =0 (1.109)
dx dx
Paarteiden momentit
I; .
M;(z) = T [M(z)+cT(z)], i=12. (1.110)
0
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Taipuman differentiaaliyhtalo

d*w(z) B g dPw(z) o2 M(z) 1 d*M ()

drt Y a2 EI  El, d22

Ely = EL + EI,

1 1 2
2 :K
@ A, EA, T EIL

EA, ' Ely
Ke
P Bl
0
EAy = EA, + EAy, EA,=EA,-EA,,
EA
EI = EI P2,
0o+ EAOC

Taipuman neljinnen kertaluvun differentiaaliyhtdlon ratkaisu
w(x) = C1 + Cax + C3 cosh az + Cy sinh az + wy(x),

yksityisratkaisu

() 1 1 N 1 N D? N D* N d*M(x) 5 EIy
Wpl\L) = 77 |75+ +—F+—F 1+ -«
P o?Ely |D?2 a2 o  af dz? EI

Ulokepalkin reunaehdot

Pw(l)  ydw(L) o 1 dM(L)'

hahel S S B ¥/ _
s Y Tdr  EI / ©d — 514
0

(1.111)

(1.112)

(1.113)

(1.114)
(1.115)

(1.116)

(1.117)

(1.118)

(1.119)

(1.120)
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Luku 2

Rakenteiden mekaniikan
sovellutuksia, kaavakokoelma, osa 2

2.1 Ympyrilaatta

Sylinterikoordinaatit (r, ¢, z) ja suorakulmaiset koordinaatit (z,y, 2):

T =rcosy, Yy=rsingy, (2.1)
r? =2 +y? = arctan (Q) , (2.2)
x
0 0
G =y S Go= =g, (2:3)
Op __y _ swy v T _cosp (2.4)
Oz r2 r oy  r? r

Laplacen operaattori

0%(e)  0%(e)
2 _
v (.) - 81’2 + ayg ’ (25)
Pw(r,)  10w(r,e) 1 0%w(r,¢)
2 . Y - Y s 9
Viw(z,y) = o2 i ar TR dp? (26)
Laatan taipuman differentiaaliyht&lo
V2 [V2w(z,y)] = 2 (gy) (2.7)
9 10 19\ [Pulry)  1duwlry)  10%w(re)] _ plr 2 (2
or2  ror  r2op? or? r  Or r2  0p? D
En?
D — m- (2.9)
Kéayristyméat
0*w(r, ¢)
Ry = —T7 (210)
1 ow(r,e) 1 O?w(r, p)
e e A VR (211)

15
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_ 1 ow(r,p) _18210(7“,@) 0 [10uw(r,¢) (2.12)
fire = 2 A r drde  Or|r  dp ) ’

Muodonmuutokset

er(r, 0, 2) = 2kr(1,0), €u(r,0,2) = 28,(1, ), Yrp(T, 0, 2) = 22K,4(T, ). (2.13)

Taivutusmomentit
h/2 h/2 h/2
M, = / zopdz, M, = / zo,dz, My, = / 2Ty dz. (2.14)
—h)2 —h/2 —h/2
Tasojannitystilassa
JT = m(gr + VEQO)? (2.15)
Op = m(@; + vey), (2.16)
E
=G G=———. 2.17
T [%2) ’Yﬂpa 2(1 + V) ( )

Momenttien ja kiyristymien viliset kaavat

M, = D(k, 4+ vKy), (2.18)
M, = D(ky + VEr), (2.19)
My, = D(1 = v)kyy, (2-20)
Pu(rp)  [Low(re) 1 Puw(rg)
- 1 L 2.21
At Rt SR =
Low(r,p) 1 0%w(r, @) 0*w(r, ¢)
_ _p|towlrne) 1 2.2
Mg b [7“ or * r2  Op? v or? ' (2:22)
1 ow(r,o) 10%w(r,¢)
Mrp = [_2 T ordy
(2.23)
0 [10w(r,¢)
——D(l—v)— |- — 2|
=3, [ Iy ]
Tasapainoyhtilot
8 r a
(Qrr) + Qo + p(r,@)r =0, (2.24)
or Oy
a(MT’I”) 8M4p7‘
—M,—Q,r =0, 2.2
o + 9 o —Qrr=0 (2.25)
OM, (M)
M,, — =0, 2.2
% + By + My —Qor =0 (2.26)
2 2 2]\4'

Or? r orde or +; 0p?
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Kuva 2.1 Laatan alkion tasapaino.
oM, 1 10M,, 1
o Tt ~ M, 2.2
@ or r * ) r ¥ (2:28)
10M, OM,, 2
— - e I, 2.2
@y r O0p + or + ro ¥ (2.29)
9 [*w(r,) 10w(r,e) 1 %w(r,p) OAw(r, p)
p=—D— - = = _pZ=h¥) 2.30
@ or [ or? * r or + 2 Jy? or (2:30)
10 [0*w(r,e) 10w(r,p) 1 0%w(r,p) 1 0Aw(r, ¢)
- _ D~ Z — =-D-— "7 2.31
@ r oy [ or? r  or r2 02 ] r  dp (2:31)
Laplace A(e) = V*(e). (2.32)
Korvikeleikkausvoima reunalla » = vakio ja reunalla ¢ = vakio
1 0M,
Vr :Qr + - 4
r Oy
(2.33)
0 1—v 0 [10%w(r,e) 1 0w(r,)
- pl= 2 e ) - )
{87“ [Viw(r o)) + r o Oy [7“ Ardp r2 Oy ’
OM,
Ve =Qp + Orw
, (2.34)
10 0 [10%w(r,e) 1 dw(r,v)
5 Bl v 1—)— |= A ’ .
{7“ O [Viw(r )l + (1 =) or [7“ ordy r2  dp
Kimmoisen laatan jénnityskomponentit
12M, 12M, 12M,
Or = g% Op = g L2y Trp = Twz. (2.35)
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2.1.1 Pyo6ridhdyssymmetrinen taivutus

o () [0 o
M,(r) = —D [d2$§“> %m;?(ﬂr)] : (2.37)
My(r) = —D [%dqfh(f) udzﬁy)} , (2.38)

i o[t 125
_pd (L[ o)) o

~ ar \rar | ar |f°
A [di;;;) ;d@;ﬂ | (2.40)
oplr.2) = = iQ P [%di}zy) + ”dixy)] . (2.41)

Identiteetti
Tu(r) :degr) Lduw(r)
i dw;) o (2.42)
rdr [T dr ]

T ) R

w(r) = / % / r / % / Tplg'”) dr dr dr dr. (2.44)
0 0 0 0

Tasaisen kuorman, p(r) = pg, tapauksessa

w(r) =wn(r) + wy(r)

(2.45)
- 2y 4 Car? 4 Gy 1 PO
—Cl IHT+CQT nr 3 4 64D.
2.2 Energiamenetelmé
2.2.1 Virtuaalisen tyon periaate
Ohuen laatan teoriassa
u = —za—w, v= —za—w, w=w(x,y), (2.46)
ox dy
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0w 0w 0w
Ex = _ZW7 Ey = —Za—yZ, Yoy = _2281‘—8y7 (247)
€z = Yoz = VTyz = 0. (2.48)
Virtuaaliset muodonmuutokset
0y = 20Ky, 0y = 20Ky, 0Vpy = 220K4y. (2.49)
Sisdisen virtuaalisen tyon lauseke
W = [ox0ey + oydey + Taydyay| AV
\%4
(2.50)
= [[My0ky + Mydky + 2Myy 0k, dA,
A
M, h/2 Oz
M, | = / z| oy | dz, (2.51)
Mxy —h/2 Txy
0w 0w 0w
Ry = — 02’ by = — oy?’ Koy = _8xay' (2.52)
Laatan ulkoinen virtuaalinen tyo
h/2
oW = — /p($, y)ow(z,y) dA — / / (tzdu + t,6v +t,6w)dz ds, (2.53)
A S1 —h/2

missd p(z,y) on kohtisuoraan laatan tasoa vastaan vaikuttavan jakautuneen kuorman in-
tensiteetti, ¢, t, ja t, ovat laatan reunan osalla S; X h annetut (jakautuneet) kuormat.
Reunanviivan osalla So = S — 57 tunnetaan siirtymét.

2.2.2 Potentiaalienergian minimin periaate

Muodonmuutosenergia

1 B2
U :51{ hf/ (02z + Oyey + ToyYay) dAdz
—h/2
(2.54)
1
:51{(M$/% + Myky + 2Myykyy)dA,
9w 9w
Ve =D (G + v )
9w 9w
9*w

May =-D{-v) 0xo0z’



20 LUKU 2. Rakenteiden mekaniikan sovellutuksia, kaavakokoelma, osa 2

1 2w\’ 2w\ > 0?w 0w Pw \?
(2.56)

1 0w 9*w Pw \?

=-D Aw)? —2(1 — = A.
2 1{{( w) (1-v) [6;1:2 0y? <8m8y> } d
Muodonmuutosenergian lausekkeen osa
0w O*w Pw \’
1=2 -
1{ [6;1:2 0y? <8m8y) ] de dy

(2.57)

_f O_w 62_w+la_w +8_w _82w+18_w ds
g lon \9s2  pon Js onds  p Os '
misséd p on reunaviivan kaarevuusside.

Jaykasti kiinnitetylld laatalla I = 0. Vapaasti tuetulla laatalla, jonka reuna koostuu
suorista osista, I = 0. Néissé tapauksissa muodonmuutosenergia on

U= %D / (Aw)2dA. (2.58)
A

Ulkoisten kuormien potentiaali on

V=- /p(m,y)w(x,y) dx dy — / <—Mng—: + Vnw> ds, (2.59)
A S1
_ . OM,,
Vo= Qut s (2.60)
H=U+V. (2.61)

Potentiaalienergian minimin periaatteen mukaan todellinen taipuma antaa potentiaa-
lienergialle minimiarvon tasapainotilassa hyviksyttavien taipumafunktioiden joukossa. Hy-
vaksyttavi taipumafunktio on kahdesti jatkuvasti derivoituva ja toteuttaa kinemaattiset
(geometriset) reunaehdot reunalla Sy

ow 0w

w = w, =

= I reunalla Ss. (2.62)

2.2.3 Komplementaarisen energian minimin periaate

Laatan muodonmuutosenergia momenttien avulla

U= m /[(Mw + My)2 = 2(1 + v)(Mz M, — MIQZI)] dA. (2.63)
A

Laatan ulkoinen komplementaarinen energia

_ _ ow
V= /(U)Vn — a—nMn) ds, (2.64)
Sa
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viiva taipuman ja kaltevuuskulman péilld tarkoittaa reunalla Sy annettua (tunnettua)

arvoa. Komplementaarinen kokonaisenergia
H=U+V. (2.65)

Todelliset momentit antavat komplementaariselle energialle minimiarvon hyviksyttivien
(staattisesti luvallisten) momenttien joukossa, jonka jésenet toteuttavat laatan tasapai-
noehdon

0*M, 282 My,  9*M,

=0 2.66
52 T 20y + % + p(z,y) (2.66)
ja mekaaniset reunaehdot reunalla S eli
OMs
V= Qn+ = (2.68)
2.3 Levy
Hooken laki tasojénnitystilassa
E
Oy = m(% +vey), (2.69)
E
O'y = m(é—y + 1/513), (270)
Toy = GVay- (2.71)
Tasapainoyhtilot tasossa
0oy OTyy
or Ty T (2.72)
doy  OTyy
7y =0. 2.73
ay py + fy (2.73)
Jannityskomponentit Airyn jannitysfunktion avulla
*® *® 0*®
= ’ - L Tpy = — . 2.74
o ay2+V o ag;z*V Try 920y (2.74)
Yhteensopivuusehto
0%e, 825y 82%y
= 2.75
Oy? + ox?  Oxdy (2.75)
= AAD + (1 —v)AV =0, (2.76)
9%(s) | 0%(e)
Laplace A(e) = 57 + TR (2.77)
Tapauksessa f, = f, = vakio, eli AV =0
0? 0? 0? 0?
—+t—||l==+==]2 =0 2.78
<8$2 + ayQ) <a$2 + ay2> (xvy) ) ( )
o'® o'e 9@
+2 =0. (2.79)

Oxt 0x2 02 * oy*
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Tasomuodonmuutostila

Tasomuodonmuutostilassa (z,y)-tasossa

Toy = GVay-
Voimamenetelmén biharmoninen differentiaaliyhtlo

AAD + 11_ 2V AV — 0.

— UV

Reunaehdot

Reuna-alkion tasapainoehdot
by = 04 COS QU+ Tpy SIN Q= 0Ny + ToyNy,

by = Tay COSQ + Ty SIN QO = TypyNg + OyNy,
dy . dx
Ny =CoSQ = ——, Ny =s8na=——

ds ds

ovat reunakiyrian normaalivektorin komponentit. Merkitsemalld

S

Qx:/tx(s)ds ja B:8_<I> ,
dy
0 s=0
r , 0b
Qy:/ty(s)ds Ja AZE 07
0 5=

S

@:/[Qy (—dx>+Qx%] ds + Ax + By + C.

ds
0
Asettamalla A=B=C=0

o = /(Qy sin o + Qg cos a) dss.
0

Jannitysfunktion derivaatta normaalin suuntaan

de 0P dr 9P dy

T = e dn +8_y% = —Qycosa+ Qgsina.

Kehdanalogia

Kehiksi ajatellun reunakéyréin normaalivoima, leikkausvoima ja momentti

dd dd
_:N7 _:Qv @(S)ZM(S)
dn ds

(2.80)

(2.81)

(2.82)

(2.83)

(2.84)
(2.85)

(2.86)

(2.87)

(2.88)

(2.89)

(2.90)

(2.91)

(2.92)
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Siirtymien mairittiminen

ou 1

% = E&x = E(O’;B — VO'y), (293)
ov 1

3y = = 50— vow) (294
ou  Ov 1

B I = T 2.
oy Tox v T g (2.95)

x

Bu=F [ eoda+ fi(y) = [(0, — vo,) do + Fiy)

s

(2.96)
2 9*P oD
=[S -0 4
y
Ev _Efsydy+f2 = [(oy — voy)dy + fo(x)
b
(2.97)
Y0 <I> 0P
— dy — v— + fa(x).
ou Ov 2P
= — 2.
=C <8y 8x> 0x0y - (2.98)
/83‘1’dx+/83‘1’d 2% 0N b _po i me) (209)
oy a8 VY oxdy  dy dw V¥ 2D '
b
Fy(z) + % =—-F(y) — % = vakio = ¢, (2.100)
T Y
fola) == [ @ds et do, f) = [ B@dytod, (2101
a b
¢, di ja do ratkaistaan reunaehdoista.
2.4 Fourier-sarjaratkaisut
Jaksollisen funktion Fourier-sarja valilld (—L, L)
nm
= —ao + Z an, cos a: + by, sin fx] (2.102)
. L
an =7 /f(a:) cos %xdl‘, n=0,1,23,..., (2.103)
~L
. L
by, = T /f(a:)sm%xdx n=123.... (2.104)
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Parillisen funktion Fourier—sarja

|
©

L
/f cos 2L da:, n=0,1,2,..., b,
0

hlw

L
/f sin—da: n=12,..., ap,=0.
0

2.4.1 Puolitaso, jaksollinen reunakuorma

nm
x) = g Ay, COS QpT, Oy = —.

L
Jannitysfunktio
= Z Y, (y) cos apz,
n=1
0*e 0*e e
AAD = +2 =0
0:1 Voo T o
ji ) — 2« 2d2Y( )+d4Yn(y) cos apx = 0
n=1 Tl dy dy4 " ’
Yo(y) = (A + Bhany)e®? + (Cn, + Dpany)e Y,
dyy, N .
o (A + B+ Baa)e™ + (~Co + Dy = Dy,
d?Y,

= O‘i[(An + 2B, + Bpagy)e®? + (Cp — 2Dy, + Dpagy)e™ Y],
dy?

tai Y, (y) = (A, + Brany) cosh apy + (Cp, + Dypay) sinh o, y.

v,

a0y = an|(An + Dy, + Bpayy) sinh a,y + (Cy, + By, + Dyouy) cosh agyl.

a?Y,
dy?

Jannityskomponentit

Py Pe(ry) 0°0(z,y)
v oz2 7 oy oxdy

A2 [(An + 2Dy, + Bpayny) cosh ay + (Cp, + 2B, 4+ Dyoy) sinh ayy).

(2.105)

(2.106)

(2.107)

(2.108)

(2.109)

(2.110)

(2.111)

(2.112)

(2.113)

(2.114)

(2.115)
(2.116)

(2.117)

(2.118)

(2.119)
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2.4.2 Levykaista, jaksollinen reunakuorma

(0.0
nm
x) = g Ay COS QU T, Qi = ——.

L

Jannitysfunktio

o0
1
D(x,y) Z —[(A,, + Brany) cosh ay + (Cy, + Dyany) sinh i, y] cos .

2
n=1 A
Jannitykset
[o¢]
oy(z,y) = — Z[(A” + Bpayy) cosh any + (Cy, + Dyayy) sinh ay,y] cos apx,
n=1
(0.0

(2.120)

(2.121)

(2.122)

ox(x,y) = Z[(A” + 2D, + Bpany) cosh ay + (Cy, + 2B, + Dyany) sinh ay,y| cos o, x,

n=1

o0

(2.123)

Tay(2,y) = Z[(An—i—Dn—l—Bnozny) sinh a, y+(Ch+ B+ Dyany) cosh apy] sin az, (2.124)

n=1

2.5 Fourier-muunnos -ratkaisut

Parittoman funktion, f(z) = —f(—x) Fourier-sinimuunnos ja kiddnteismuunnos
o¢]
2 2
— )sinaédg, f(x)=1/— ) sin ax dov.
"o "o
Parillisen funktion f(—x) = f(z) kosinimuunnos

oo

2 o0
\/j ) cos o dE, (x) = \/i/ ) cos ax do.
0

0

\)

Yleisen tapauksen Fourier-muunnos

Fla) = \/—/f e de f(x) \/—/f o2 g,

Kaksiulotteisessa tapauksessa funktion f(z,y) kosinimuunnos

f(a,y):\/g/f(ac,y)cosaxdx, f(x,y):\/g/f(a,y)cosaa:da.
0 0

Funktion f toisen ja 4. derivaatan muunnos
_ 2 oo
fza(0,y) :\/; [ faz(z,y) cos ax dx
0
5 /2% -
——a?\/2 [ f(a,y) cosaw de = —a(a,y),
7o

_ 47
f,$$$$:a f

(2.125)

(2.126)

(2.127)

(2.128)

(2.129)

(2.130)
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Do
A\ AAAAAAAAAAL z
Z -
a a
|
Y

Kuva 2.2 Leimakuorma.

2.5.1 Puolitason reunalla symmetrinen kuorma p(x)
‘e Lo 0o N Foak'?
Ox* 0x20y?  Oy*

2 % 2 % 2P 1P
\/;JAACD cos ar dx :\/;({ [a‘l@(a:,y) - 20428 82/1; y) + 0 ag;’y) cos ar dx

=0, (2.131)

(2.132)
. d®(o,y) | d'®(a,y)
4 2 ) ) _
=a*P(a,y) — 2« 2 + P 0.
Jannitysfunktion ja jinnityskomponenttien muunnokset
®(a,y) = (A+ Bay)e ™ + (C + Day)e™, (2.133)
d®
% — —a(A— B+ Bay)e ™ + o(C + D + Day)e™, (2.134)
Y
d*®
% = a*(A — 2B + Bay)e ™ + o*(C + 2D + Day)e®, (2.135)
Y
y) = —a’®(a,y), (2.136)
62@ d®
Toy(0,y) \/7/ 920y (z,y)sinaxdr = a%. (2.137)
Kéanteismuunnoksella -
2 [
O(x,y) = \/j/q)(a,y) cos ax dov. (2.138)
T
0
2.5.2 Erikoistapaus leimakuorma
Integraalien laskeminen
[1 .
/ —sinaa(l — ay)e”* cos ax da = [I) — o), (2.139)
a

0

o0

1
I = / —sinaa e cos ax da, (2.140)
a
0
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[e.e]
I, = /sin aaye”* cos ax da,
0

sin aa cos ax = 5 sina(x + a) — 3 sina(z — a),

l\.')lr—t
Q
l\Dl'—‘

I I
/— sina(z +a)e” Y da — /— sina(r —a)e” Y do.
0 0

Q

Soveltamalla integraalin laskemiseen liitteen 3 kaavaa

¥ 1
x
/ —e Ydo = arctan —
« Y
0

1 T —
— — arctan ,
(0 2 Yy

o
/smaa:—a “Yda,
0

I; = — arctan
D)

l\.')lr—t

[o¢]
/smax—i—a “Ydo —
0

N =

[ee]
x
“ Wi do = ———, (Ry >0),
/e in ax do PR (Ry > 0)
0
I 1 T+a r—a
TP @oaP g
Do ¢ T+ a ¢ Tr—a rT+a T —a
0y = — 4 arctan — arctan — — ,
T y v Neralry? @—aP+ P
Po T+ a Tr—a r+a Tr—a
oy = — { arctan — arctan +y 5 5 — 5 51 (>
T y Yy (x+a)+y*> (x—a)+y

. . 1 1
sinaasinaz = | 7 cos alr —a) — 5 cos alx + a)

(e}
—ay o Yy
e cosaxrdo = —5—,
e +y
0

(2.141)

(2.142)

(2.143)

(2.144)

(2.145)

(2.146)

(2.147)

(2.148)

(2.149)

(2.150)

(2.151)

(2.152)

(2.153)
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a a
Po
AAAAAAAAAAAAA .
7 7
|
62 0o 01 :
I
|
r I
|
|
””””””” (z,y)
\ y
Kuva 2.3 Kulma 6.
2.5.3 Pistekuorma F' puolitason reunalla
o = 2F cos 0o sin? 6y _ Esin@cos%z)’ (2.154)
0 r 0 r
2F cos®fy  2F sin®
Uy:_cos 0 _ 2Fsin (p’ (2.155)
T T T T
oy = ECOSQQOSH]QO _ Esin%pcosgo. (2.156)
m r m r
Siirtymalld napakoordinaatistoon tulee kaavojen
0p = 0, 08% o + 0, sin? p + 27, sin @ cos ¢, (2.157)
O, =0y sin? o + oy cos? ¢ — 27,y sin @ cos @, (2.158)
Tay = (0 — 04) sin @ cos ¢ + Ty, (cos? p — sin? @) (2.159)
avulla
2F sin
r = — 5 = 0’ r = 0 2160
o T Op Tro ( )
R-sidteiselld ympyralla
F
= —. 2.161
or TR ( )
Ottamalla huomioon
2F si 2F 1 F
2Rsin90:7“:>ar:—81mp:————. (2.162)

T T 7 2R 7R
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A
%
x
) > 2R \
P
Toy «—
. F
T Or = —F
Y F TR
O
- r
Nr r
Tre
Vy
_ 2F'sing
r ™ r
Kuva 2.4 Jannityskomponenttien muunnoksia.

2.5.4 Puolitason reunalla y—akselin suhteen symmetrinen leikkauskuor-
ma q(z)

Jannitysfunktio ®(x,y) antisymmetrinen y—akselin suhteen. Sinimuunnoksella

Io(z,y) | 0'®(z,y)  0'®(z,y)] .
\/7f[ o 28x28y2 + By }smazcdfc

4
\/7f [ —2a? 8 (gf;;’y) + 0 (ggjiy)] sin az dx (2.163)
= d®(a,y)  d'®(a,y)
_ 4 9.2 ) Y)
=a"P(a,y) — 2 e + ay 0,
®(a,y) = (A + Bay)e ™ + (C + Day)e” (2.164)
(,y) = —« \/7/ ®(x,y)sin ax dr = —a*®(a, y), (2.165)
82<I> d® (o, y)
Toy(, ) \/7/ 920y (z,y) cos ax dx = aTy, (2.166)

_ \/g / ¢() cos az de, (2.167)
0

/\q(x)l dz <0, (2.168)



30 LUKU 2. Rakenteiden mekaniikan sovellutuksia, kaavakokoelma, osa 2

Po
a a ' Yy y!
p02a
Po
AAAAAAAAAAAAA 4.//
x
7 72 Z A
0
2 0o 01 2a
.
Af
\ y
Kuva 2.5 Pistekuorma puolitason reunalla.

A

- - - - — -4 — 44— 44—
7

V..

Kuva 2.6 Symmetrinen leikkauskuorma.

2 [
O(x,y) = \/;/q)(a,y) sin ax da.
0

2.5.5 Erikoistapaus ¢ = ¢y, kun |z |[< a

o = 20, (l’+a)2+?/2_y2 1 _ 1
oo (z —a)? + 4?2 (x—a)?+y? (z+a)+y2] [’

qo0 1 1
-2 i )

™ l(z—a)P+y* (z+a)*+y?
qo{ ) r+a ton £ ¢ [ r+a T —a }}
Tey = — { arctan — arctan = = )
VT y vy et T oo

2.5.6 Pistekuorma () puolitason reunalla

2Qsin® 6y 2Q cos® ¢
g = — = — ;
* T o T

2Q cos? fpsinfy  2Q sin? pcos @
o, = = - s
Voor r ™ r

wa

(2.169)

(2.170)

(2.171)

(2.172)

(2.173)

(2.174)
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a a
do
A o
|
62 0o 01 :
I
O\
|
|
””””””” (z,y)
\ y
Kuva 2.7 Tasainen leikkauskuorma.
e .
7 -
Y
Kuva 2.8 Pistemaiinen leikkauskuorma.
oy = 2Q cos b sin? 6 _ @sin@cos%z)' (2.175)
T r ™ r
Kaavojen
0p = 0, c08% p + 0, sin? p + 27, sin @ cos p, (2.176)
Oy =0y sin? ¢ + oy cos? ¢ — 27,y sin @ cos @, (2.177)
Tuy = (0 — 04) sin ¢ cos  + Ty, (cos® ¢ — sin? ) (2.178)
avulla 20
COS ¢
Or = Op = 0, 7rp=0. (2.179)
2.6 Levy polaarikoordinaatistossa
Po(r,)  10®(r,@) 1 0*°®(r, )
V2®(z,y) = ’ - ’ — Ry 2.180
(@,y) or? + r Or r2  0p? ( )
0?2 10 1 62 O?®(r,p)  10®(r,p) 1 9*®(r, )
S T ! - ! — . =0 2.181
<87“2 +7“8'r 72 8¢2> [ or? +7“ or +7“2 0p? ' ( )
10®(r,@) 1 0%®(r, )
or(r,p) = r or r2 D2 +V(r,¢), (2.182)
0%®(r,
ool = T20D Ly, (2153)

or2
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32
L
Je o 29
Y r
Toy o« Q<— -
Tay Si r
Ox
- r
\{r
Tre
Vy
Kuva 2.9 Vaakasuuntaisen pistevoiman @ aiheuttama jannitystila ympyréaviivalla
r = vakio.
C109(r,p) 1 02P(r, )
Tre(1 ) 2 dp 1 Ordp
(2.184)
0 [192(r,¢)
or|r Oy ’
Muodonmuutokset
u=u(r,p), v=u(re), (2.185)
ou uw 10v
_Jv e R 2.186
T T ETE oo’ ( )
10u  Ov w
=—— 4+ ——-. 2.187
Tre = dp Or r ( )
Tasojannitystilassa
o :m(sr +vey),
o :m(% + vey), (2.188)
E
Tro —G'an, G = m
Tasapainoyhtilot
do, 101, o0 —0y
T4z =0 2.189
or r Oy r /=0, ( )
10 0 2
ey Tlre | Zler 4 ¢ 0, (2.190)
r

r Op or
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Pyorihdyssymmetrinen jinnitystila

2 1d\ [E2(r)  1de(r)
1y — [ 2 Z
vie= < > [ @z T ar

-4 -0
dr2 = rdr ’

d'e 24 12°d°®  1%dd

. Sy

drt  rdr3  r dr? r dr ’
1do d*®(r)
o= e = g

Identiteetti

2 T r T
) - 220, L0801 [

jannitysfunktion differentiaaliyhtalo

() -

®(r) = Alnr + Br?lnr + Cr? + D,

A
or =3 + B(1+2Inr) + 2C,

A
o,=——+B(3+2Inr)+2C.
r

Siirtymamenetelmi pyorihdyssymmetrisessi muodonmuutostilassa

__F (v u
T2\ T )

B FE u+ du
Tem 12\ ")

do, o, — o0y
dr

d?u  1du U 1—12

+fr:0

Tz tva 2t TE 0
d [1d(ru) 1—v?
- |~ 7‘:07
dr[r dr }—i_ E 4

fr on tilavuusvoiman komponentti, esim. keskipakoisvoima

Ympyrirengas

Sade a
v 10v 1 ou Ov v

%(a) = a + E%’ %@(a) = 5% + Da
Pyorahdyssymmetrisessa tapauksessa

U
gpla) = = er =0, vy, =0.

(2.191)

(2.192)

(2.193)

(2.194)

(2.195)

(2.196)

(2.197)

(2.198)

(2.199)

(2.200)

(2.201)

(2.202)

(2.203)

(2.204)

(2.205)

(2.206)
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2.7 Kuori

2.7.1 Kuoren geometria
Kaarialkion nelio

= |dr|* = dr - dr = Edo® + 2Fdadf + GdB?,
Or Or Ox0dx Oyody 0z 0z

E:E)_a'aa 8aaa+8aaa+8_a8_a’
_Or Or 0Ox0x 0Oyody 0z0z
K =9a 95" 9a0p T 9005 T 0005
G_@‘g_%:@m 8y8y 0z 0z
T 08 98 0pop " 9B08 86 GER
Tangenttivektorit
_or _or
gOl - aa7 g,@ - 8/87
Jr Or
= 90 95 =g, gg_@cosx.

ds® = ds?, + dsj = A’da” + B*dj3°,
A=VE ja B=VG.

Pinnan normaalivektori

_ Baxgg _ 1 <8r 8r)

lga x sl ap
81' or or||or
. TG si
H= 85 % EM siny = VEGsiny,
siny = /1 —cos? y = -
=V EG — F2.

Pinnan toinen neliémuoto

dr - dn = Lda?® + 2MdadB + Ndj?,

0?x 0%y 0%z

2 2 2

I—n 82r_18r><8r o’r 1 %0343 %013 86?2
=N o =g Xoaia g = o o o= |,
O da 00 O« % % %

o 9B 9B

0%x 0%y 0%z
o6  0dad
o*r 10r Or O°r 1 8%aﬂ 8% p % p

M=n- = — X — . = — _.’L' _y _Z s
dad Hoa 08 0adB H g% gg gg

o o5 3

(2.207)

(2.208)

(2.209)

(2.210)

(2.211)

(2.212)

(2.213)
(2.214)

(2.215)

(2.216)

(2.217)

(2.218)

(2.219)

(2.220)

(2.221)
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9%r 1 9r Or 0%

Px 0?2

A

N=n e =~ Hoe o5 o7 H % g
€ Yy
a3 ap

8n_FM—GL8r FL —EM Or
da H? da H?2  9p’
8n_FN—GM8r FM — EN Or
B mE oo @ o5

Kaarevuusviivojen suunnat:

do

da

(EM — FL) <—>2 +(EN —GL)— + (FN — GM) = 0.

g B

Padkaarevuudet:
(kE — L)(kG — N) — (kF — M)* =0,

0%z

%2

(&%
z

ap

(2.222)

(2.223)

(2.224)

(2.225)

(2.226)

juuret ki ja ko ovat pddkaarevuudet. Jos a— ja [—viivat ovat kaarevuusviivat, niin F =

M =0 ja
b 1 L L
'""R T E AT
o L_N_N
"R G B
Téassa tapauksessa ovat voimassa Gaussin-Godazzin kaavat
0 0B 0 0A
Z(koB) = k122 Lk A) = ko
ga k2B =hge, gpkid) =k,
0 (10B 0 (10A
— | == — | == | = —k1koAB.
9o <A8a>+86 <Baﬂ> 1
Pinnan Gaussin kaarevuus
kg = kiko = L
G 1~h2 R1R27
pinnan keskikaarevuus
1 1/ 1 1
km==ki+k)==—+—).
2(1-i- 2) 2<R1+R2>
2.7.2 Kalvotilan tasapainoyhtilot
0 0B 0 0A
—(BNy) — —Ng + — (AN, —N, ABfq =0,
0 0A 0 0B
—(ANg) — =—= N, + — (BN, —N, ABfz =0,
No Ng
o Ry n — 07
R, + Rg /

(2.227)

(2.228)

(2.229)

(2.230)

(2.231)

(2.232)

(2.233)
(2.234)

(2.235)

(2.236)
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Az
A
91
r(z)
n
,
Kuva 2.10 Pyorahdyskuori.
2.7.3 Pyoridhdyskuoren kalvotila
r=r(z), (2.237)
x=r(z)cosfB, y=r(z)sinp, (2.238)
r = r(z)cos fi+ r(z)sin Gj + 2k, (2.239)
or  or(z) . .. 0Or(z) .
%~ 5s sin £i 4 95 cos Bj + k, (2.240)
Or e .
Fii —r(z)sin Bi + r(z) cos fj. (2.241)
Pinnan 1. neliomuodon kertoimet
or or  [(or\® or\” or\”
2 _or or _[(Or 2 or 2 _ or
A =35, 9, (82) cos ﬁ—i—(az) sin“ 3+ 1 1+<8z> ) (2.242)
Or Or
2 _Or Or 5.2 2..245_ 2
B =35 98 resin® 6+ r“ cos® B = r°, (2.243)
or\> ar\?
A= 1+<§>, B=r, H=AB=r 1+<§>, (2.244)
oL (2.245)
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i j k
. 8r or . 1 or or X
35 = F &COSﬂ &smﬂ 1
—rsinf  rcosf 0 (2.246)
r . . . oOr
—E(cos Bi+ sin 5j + &k),
O’r  0%*r(z) 0%r(2)
52 9.2 cos Bi + 5.2 sin ], (2.247)
ﬁ—— (z) cos Bi — r(z) sin ) (2.248)
o r(z r(z) sin (j. .
Pinnan toisen neliémuodon kertoimet L, N, ja M
0’r 0?r 0?r 1 82
L:—n.@: (82008 ﬁ—i— 5 sin ﬁ) 752 (2.249)
N——n-a—ﬁQ—ﬁ(r cos” 3+ r*sin ﬁ)_ﬁ’ (2.250)
2
M=-n- ;z(;ﬁ =0, (2.251)
0?r
1 L 92 1 N 1
== e T (2.252)
“ or\?|? 7 or\?|?
1+ <—> r |1+ <—>
0z z
Tasapainoyhtalot
d 87“ ar\?
N,) N 1 — 1 — = 2.2
Oz(r B+ + (8,2 * <8z> foa =0, (2253)
or\*oNg 10 , o\,
1+< > a5 +r82( Nag) + 1+<—Z) fa =0, (2.254)
_ 7322 sNo+ Ny — 71+ <8—Z> fn=0. (2.255)
r
1 il
()
Homogeenisen probleeman
Ja=Jfp=/n=0 (2.256)
ratkaisu A 0D RSP 5 /%
1 T
=77 = — " No,g=——|(=]. 2.2
*T 2o AT rA92op P az< > (2:257)

Télléin ensimméinen ja kolmas tasapainoyhtéld toteutuvat ilman muuta, ja toisesta tasa-

9P 182 oAt
e Rt (@ + 8—62> =0, (2.258)

jonka ratkaisu on homogeenisen pyordhdyskuoren ratkaisu kalvotilassa.

painoehdosta seuraa
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% A?

<

R,do

Ny + dN,

Kuva 2.11 Pyorahdyskuoren geometria parametrin o avulla.

Pyorihdyssymmetrinen kuormitus

f3=10, Nyg=0, (2.259)
d d ar\>
52 (rNa) - 8—2]\@ 14 <8—2) fo =0, (2.260)
- a,gj SNo+ Ng—ry/1+ (8—Z> fo =0, (2.261)
1t <a—>
ratkaisut
2 z
Na:% 1+<%> C+/r<%fn—fa> dz| | (2.262)
20
Téﬂr 5
9.2 0
Nj = % Ny + 741+ <a—z> . (2.263)
1t (8—)
2.7.4 Pyoridhdyskuoren kalvotila II, r = r(«)
.

Ry =R,, Ry=Rz= (2.264)

sina’
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dsq = Ada = Rydo,  dsg = Bdp = rdp, (2.265)
A=R,, B=r. (2.266)
B
dr = Rodacosa = dr_dB _ R, cos a. (2.267)
da  do
Tasapainoyhtalot
ON, .
i(Rﬁ sinaN,) — R cos aNg + Ra—ﬁ + RoRgsinaf, =0, (2.268)
Oa ap
ON 10, 5 .
Rq 93 + R sina%(Rﬁ sin® aN,g) + RoRgsinafz = 0, (2.269)
No Ng
— 4+ — - =0. 2.270
o (2.270)
Pyordhdyssymmetrisessé tapauksessa fz = 0, Nog =0
d . .
d—(Rg sinalNy) — Rq cos alNg + RoRgsinaf, = 0, (2.271)
e
No Ng
e T A gy 2.272
Sl Tl (2.212)
1 7
Ny = ———I[C +/RaRg sin a( fp cosa — fusina) dal, (2.273)
Rgsin® «
[e5]
R
Nj = Rafy — R—ﬁNa. (2.274)
Leikkauksen z = vakio yldpuolella olevan osan pystysuora tasapainoehto
Q.+ 2mrNysina = 0, (2.275)
Q: Nq
Ny=—""— Ng= n—— . 2.276
277 sin «v o =T/ R, ( )
Sylinteri- ja kartiokuori
r=ai+y(B)j+ z(B)k. (2.277)
ay\>  [92)\°
A=1, B= —= — F=0. 2.278
| \/<aﬂ> ! <86> | 2218
1 [0y 0%z 0z 0%y
L=0, M=0 === ==, 2.279
’ ’ B <8ﬂ op% 0B 9p? ( )
Oy 0%z 0z 0%y
1 1 080832 9B032
ki=—=0, ko=—= 0B OB 0B B T (2.280)
1 2

(@) ()]
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Kuva 2.12 Sylinterikuori.

Ay Ay

asin 6 cos 3

asinfsin
Z_ x
z
Kuva 2.13 Kartiokuori.
Kartiopinta
r = acosfi+ «sin 6 sin 5j + asin 6 cos FK, (2.281)
0 =0(B) (2.282)
o =2 + % 4 22, Y — tan B. (2.283)
z
Kartiokuori
- a0\ *
A=1 B=ay/sin*0+|— |, F=0, (2.284)
op
2 2 2
L=0, M=0, N-= —% cos 0sin® 0 + 2 <%> cos ) — g—ﬁZsinﬁl , (2.285)
1
ey = — =0, (2.286)
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2 2
cosfsin’ @ + 2 <%> cos 6 — ﬂsin@

2
by = — — — 98 L (2.287)
Ry 272
00
a |sin? 0 + <%> ]
Tasapainoyhtalot
0 0B ONag B
W + Ea—a(B Nag) + Bfs =0, (2.289)
Ng
Rg
1 1 [ [O(Rsfn)
__ 1790 [AB) LB) 19 (0B, .
N, = Bafl 95 [ 37 do+ 5 T Baf1 8aRﬁfn Bf, | da

(2.292)

1 @ 9 1 ¢ a(Rﬁfn)
+Ea1 % {ﬁa{B [78ﬂ —i—Bfg} da} dao,

f1 ja fo ovat integroimisvakioita (riippuvat kuitenkin koordinaatista (3), ay on vakio.

2.7.5 Pyoridhdyskuoren siirtymaét kalvotilassa

1 du w u cos & + wsin «

= __ -4 — = 2.293
= Roda Ry, r ’ (2.293)
. 1
r = Rgsina = eg = R—(u cot o + w). (2.294)
B
du
i ucot @ = Roeq — Rpeg, (2.295)
a
(5z)
sin a% = Roeq — Rpep, (2.296)
. 1
= u =sina [/(Raea - Rﬁgﬂ)m do+C|. (2.297)
Normaalin suntainen siirtymé
w = —ucot o + Rgeg. (2.298)

Kuoren reunan kiertymaé

1 d
=7 <u _ _“’) — —cotafeg —eq) — —2—L. (2.299)
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Au+ (Ro + w)Aa

QI
w + Aw

U CoS o + w sin «v

kq r
B
X
Kuva 2.14 Pyorahdyskuoren kalvotilan siirtymat.
2.8 Yleinen kuoriteoria
2.8.1 Tasapainoyhtalot
8 8B 8 8A AB
BN, N ANgo) + =— N, — ABf, =0, 2.300
0 0A 0 0B AB
— (AN, — N, + — (BN, — Ngo + — ABfgz =0, 2.301
AB AB 0 0
———No— —Ng+ —(BQ,) +=—(A ABf, =0. 2.302
7 Vo = G No 55 (BQu) + 55(4Q0) + ABS =0 (2:302
Momenttien tasapainoehdot
0 0B 0 0A
— 2) — — —(AM, — M, ABQ, = 2.
0 0A 0 0B
— ——M,+—(BM, —M ABQg = 2.304
Mys Mg,
N.o— N — =0. 2.305
aﬁ /805 + Ra R/@ 0 ( )
Eliminoimalla leikkausvoimat kolme tasapainoyhtaloa
0 0B 0 0A
BN, —Np ANg,) + =—N,
g BNe) = 5 No + 55(ANsa) + G5 Nas
(2.306)
1 [0 0B 0 0A
— | == (BM,) — =M AM3g,, M, ABf, =0,
TR |90 PMa) = 5o Mo+ 55(AMsa) + 5 Mas | + ABJa =
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N.BdB + 9(BNa)

80&/% 6
b dBdo
O(BN,p) N
NopBdg + 5a dadf3 dwﬁ\
) I(ANg)
D NgAdo + 5 dBda
Kuva 2.15 Jannitysresultantit.
0 0A 0 0B
—(ANg) — —N, — (BN, —N
aﬂ( ﬁ) aﬂ Oé—l—aa( aﬁ)—i_ 80[ Ba
(2.307)
1 0 0A 0 0B
— | —(AMpg) — — M, —(BM, —M, ABfg =
N, &
R, Rg
1 0 1[0 0B 0 0A
AT % L1 o6 PMe) ~ G Ma+ g(AMaa) + 53V | (2:305)
1 0 1[0 0A 0 0B
Jos
Na@ = N@a, Ma@ = Mﬁa = (2.309)
0 0B 0
8_a(BN°‘) - a—aNﬁ Z%(A Nag)
(2.310)
1 0 190, 5 0
0 0A 1 0 9
%(ANB) - %Na + Ea_(B Nag)
(2.311)
0 1 0 0A
— | —(AM, ——(B*M,3) — —
o | a5 AMS) + 5 (B M)
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I(BM.)
Ou
(Bﬂ4aﬁ)

0
MopBdj + TW
-7 dwa

Qupis + 202
(0%

M,Bdp +

dodp

dadf

\ 23
D QpAda + wg—;?mdﬂda

Kuva 2.16 Kuorialkion taivutusmomentit, vidntomomentit ja leikkausvoimat.

No Ng 1 0 [1]0 10 0B
2P~ !~ | 2 (BM,) + ——=(A’M_,g) — — M
e R,ngABaa{A [8a( )+ Ao Mas) ~ 54 4}
(2.312)
1 0 ((1]0 10 0A
—— = |—(AM ——(B*M,p) — == M, n=0.
+ABE)E{B[8B( ) o B Mas) =~ 55 ]}+f
2.8.2 Kuoren muodonmuutokset
Yksikkotangenttivektorit
1 Or 1 Or
= = — 2.31
= A0’ T Bog (2:313)
Kaarialkion nelio keskipinnalla
ds®* = A*(da)? + B*(dB)?, (2.314)
A ja B Lamén parametrit. Keskipinnan yksikkénormaalivektori
n=e, X eg, (2.315)
I 0 1 0A A T
B op R,
9| 1oa 0 0 Ea (2.316)
da | ° | 7| BB o '
n A 0 0 n
L Ra i
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Kuva 2.17 Kuoren siirtymat.
_ 1 9B ;
o L9B
o | 10B AS)O‘ €q
a3 e | = | " Aoa _R_g es (2.317)
n B n
0 — 0
i R |
0’n 0’n
= 2.31
9003 0800 (2.318)
Codazzin kaavat 5 /B 1 8B 5 /A 1 94
= )=—1=  Z[=)=_— 2.319
O (Ra> R, 0a’  0f (Rg) Rz 0B’ ( )
2 2 82 62
0€a _0€q  J€s  O0es (2.320)
Oadp  0B0a’  Oadf  0B0«
Gaussin yhtalo
Jd (10B 0 (10A AB
R - === = 2.321
o <A8a>+8ﬂ <B&B>+RaRg (2.321)
u = ue, + veg + wn, (2.322)
U=Ue,+Veg+ Wn. (2.323)
U=u+ (n" —n)(, (2.324)
n" =e, x e, (2.325)
r" =r+u=r+ue, + veg+ wn, (2.326)
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o= L0 _ 1O 0 e+ ves+un)
*T A 9o A |a | o e TUEB T
. Jor* oOr”
A= da  Oa’
81‘* A 1 i% L% _|_£ + @_i% + a_w_i
da Ada  ABo3 "R, ) T \8a B9g") T \0a  RY)™
2.3
or* |2 10u 1 04  w)\?
A*)? = ~ A% 14+ - — —
A" =134 <+A8 T aBap" R)’
. _18u 1 0A w
A NA(1+€a), EO‘_Z£+ABOﬁ R_
T A 00 T\ 480 ABog")° Ada  R,)™
Samalla tavalla
e*_iﬁr* 1 or 8(e+e+n)
5= B o8 9 " gp e TV T
. E)I""‘ﬁr*:>
“\os op
01‘* %_ia_B e _|_B 1+i@+ia_B _|_l ez + a_w_ﬁ
o8 ~\op " 4a0a") % BoB  ABoa ' R;)PT\9p R; )"
(B*)? = o (14 L0, L OB, +1 2
Tlap| T~ Bdf ' ABda ' Rz) '
1 ov 1 0B w
B* ~ B(1 e i Rl
Wtes) e=555 " apoa ' Ry
=B op "\ BoB ABda BB Ry
=n" :eaxeﬁ%n—i—goea—l—l/)eﬁ,
__low uw
YT " 40a Ry
1 ow )
¢__Ea_ﬂ+R_g

normaalivektorin n kiertymét tangenttivektoreiden eg ja e, ympéri

= U =u+ ((pe, + vep),

U=u+Cp, V=v+», W=uw.
Viiva—alkion ds, venyma
_dsh —ds,  A'da — Ada
fo = dsq, N Ado ’

(2.327)

(2.328)

(2.333)

(2.334)

(2.335)
(2.336)

(2.337)

(2.338)
(2.339)

(2.340)

(2.341)

(2.342)

(2.343)

(2.344)
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Kuva 2.18 Kuoren keskipinnan kiertymaét.

1 o0u 1 0A

= Za_a + E%U + (2.345)

Ca

w
R,’
1 ov 1 0B w

Keskipinnan leikkausmuodonmuutos

wr e - el (2.347)
B O /v A0 /u
“= 50 (5) " 595 (1) (2:348)
Etéaisyydella ¢ kuoren keskipinnalta
R, =Ra+(, Ry=Rg+, (2.349)
dsS, = A <1 + Ri) = ASda, (2.350)
s = B (1+-2) = Bap (2.351)
B Rs )
olaf1+ S
! 1 ouU 1 Rq, W
€y = W + R R a5 V+R v (2.352)
Al1+2>2)9 aB(1+>)(1+=> at s
R, R, R,@
o [ A 1 9A
I i 2.
ap (Rﬁ> Rg 0p - (2.353)

PO oo () 06y e

Rg) 95’

1 10U 1 0A w
¢ - - (=, - Z= -
S . (A8Q+AB%V+RQ), (2.355)
14+ =
Rq
1 1
€, = c (6o + CKa), Egzig(ég—i-cl‘ﬁﬁ), (2.356)
14 - 1+ =
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1dp 104, 10y 108
"o = doa T aB93Y " T B3 T AB9a’

Leikkausmuodonmuutos keskipinnan suuntaisella pinnalla

W6 = <1+C>1<1+ C) {<1+%>w+2[1+<%&+}%> g] cnaﬁ}, (2.358)

(2.357)

R R;
1 (B9 (v A0 /o
Fag =5 {Za_a (E) T B3 (A)}' (2.359)
Ohuen kuoren tapauksessa,
¢ ¢
-— <1, =<1, 2.360
. < 1, R < ( )
€5 Ea
ey | =1 s (2.361)
wS w 2/<cag
1 8u 1 8A w
R : 2.362
= A%a " AB03" " R. (2.362)
1 0v 1 0B w
2.
= Bos " ABoa" Ry (2.363)
B 0 /v A0 su
_BOo vy, A0 (u 9.364
“= A%a ( >+Baﬂ(A>’ (2.364)
10 1 ow U 1 0A 1 ow v
= -2 (=2 s 2.
Fo Aaa< A0a "R > AB&B( BB R[;) (2:365)
10 1 ow 1 0B 1 8w U
e = 2.366
B B@ﬁ( BaﬁJrRﬁ) ABaa< Ada " a>’ (2.366)
B 0 1 ow v A0 1 ow U
Wiy = — —- 29 (97 . 2.367
o A8a< B285+BRﬁ>+B85< A28a+ARa> (2:367)
2.8.3 Pyoriahdyskuori
r=r(a), Ri=Ra Ry=Rz= Siga. (2.368)
dsq = Ada = Ryda,  dsg = Bdf = rdp, (2.369)
A=R,, B=r=Rgsinq, 2.370
&
dr dB
dr = Rodacosa = o R, cos a. (2.371)
Pyoréhdyssymmetrinen kuormitus
f3=0, Naop=Qp=Myp=0, (2.372)

UV =¢€up = Rap = 0. (2373)
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Kuva 2.19 Pyorahdyskuori.

Tasapainoyhtalot

d
(RgsinaNy) — Ry cosaNg + RgsinaQq, + RoRgsinaf, =0,

(e}

d
d—(Rg sinaQq.) — RgsinalN, — Ry sinalNg + RoRgsinaf, =0,
o

d ) .

— (RgsinaM,) — Ry cosaMg — Ry RgsinaQ, = 0.

o
Muodonmuutosten kaavat
1 du n w
€a=——+—

*  Ryda R’

1 % cos & + w sin «
eg = —(ucota+w) = ,
Rg T

oo Lde 1afl f dw
*  Ry,da  Ryda | R, da )|’

1 d(Rgsina) [ 1 dw cot a dw
kg = - — u———| = u——",
RyRgsin« do R, do R.Rg do

kiertymé reunalla o = vakio

(2.374)

(2.375)

(2.376)

(2.377)

(2.378)

(2.379)

(2.380)

(2.381)
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|

Kuva 2.20 Pyorahdyskuoren reunan siirtymét ja kiertyma.

Eliminoimalla siirtymé w

du
o ucot o = Roeq — Rgegp, (2.382)
*(5na)
sina% — Roco — Raes, (2.383)
1
= u =sina |:/(Ra€a - Rﬁgﬁ)m do + . (2384)

Normaalin suntainen siirtymé

w = —ucot a + Rgeg. (2.385)
Kuoren reunan kiertymé
1 dw\ Rg deg
o= 7 <u da> = —cotafeg — €q) R do (2.386)

Reunan (« = ag) pysty— ja vaakasiirtymét oy ja dg

0y = usina — = - R 2.387
v =usina—weosa = —— 3E3 COS v, ( )
dp =ucosa+wsina = Rgegsina = reg. (2.388)
2.8.4 Reunaehdot
1. Siirtymé& u = 0 reunalla o = «p,
Rgd
w= Rgeg, ¢ =—cotag(eg—cq)— R_Z% (2.389)
2. Siirtymé& dy = 0 on reunalla,
Rgd
oy =reg, @ =—cotag(eg —eq) — s (2.390)

R, da
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|

Kuva 2.21 Pyorahdyskuoren reunan siirtymien reunaehdot.

Hooken lain mukaan

Eh Eh
Ny = m(&‘a +veg), Npg= m(fﬁ + vea),
En? En?
My=——— Mg= ——
[e}% 12(1 o V2) (HO( + Z/Hﬁ)? ﬁ 12(1 _ 1/2) (Hﬁ + VHOZ)?
Eh En?
= 0 D = —
¢ 1—v2’ 12(1 — v2)
Yleistetystd Hooken laista kddntamaélla
1
Ea:E—h(Na—l/Nﬁ), Eﬁ:E—h(Nﬁ—VNa),
kiertymé
1+v Rsg 1 d
= —cot Ng — N,) — =——=—(Ng — vN,).
2.9 Pyorahdyskuoren reunahéiirio
r
= Ry =R Ry = Rg = .
r=r(a), 1 as 2 5% S

dsq = Ada = Rydo,  dsg = Bdf = rdp,

A=R,, B=r=Rgsinq,

dr = Rydacos a = ;l—T = B

— = R, cosa.
o do

Pyoriahdyssymmetrinen kuormitus
f8=0, Nag=Qp= M =0,

UZEaﬁ:IiaﬁZO.

(2.391)

(2.392)

(2.393)

(2.394)

(2.395)

(2.396)

(2.397)
(2.398)

(2.399)

(2.400)

(2.401)
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A*

r(a) /

n
fn
Qa
Mo

=,
A

/ .
Y

K

z

B
X
Kuva 2.22 Pyorahdyskuori.
Tasapainoyhtalot
d
— (RpgsinalN,) — Ry cosalNg + Ry sinaQ, + Ry Rgsinaf, =0, 2.402
G 5 6
d . . . .
%(Rﬁ sinaQq.) — RgsinalN, — RosinalNg + Ry Rgsinaf, =0, (2.403)
di(Rﬁ sinaM,) — Ry cos Mg — RoRgsinaQq = 0 (2.404)
o
tal g
d—(rNa) — Ry cosaNg +1Qq + Rarfo =0, (2.405)
o
d
@(rQa) — 1Ny — RysinaNg + Ryrfr, =0, (2.406)
d
E(TMQ) — Ry cosaMg — RarQq = 0. (2.407)

1. Méaritetdan kalvotilan ratkaisu kuormista f, ja f, eli

NE, N (2.408)

(63
2. Ratkaistaan homogeeniset tasapainoyhtélot ja saadaan taivutustilan ratkaisu

Ngu Ng7 QOH Mon M,@y (2409)

Lopullinen ratkaisu on osien 1 ja 2 summa. Erdissd tapauksissa osan 2 ratkaisu reunahéi-
riotehtéavana. Oletukset:
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1. Koordinaatin « suuntainen siirtymé on pieni taipuman rinnalla eli

lu] < |w). (2.410)

2. Suureet muuttuvat jyrkisti koordinaatin « suunnassa.

Tasapainoyhtaloista
Rgd
Na = cotaQa, Nj~ R—j%, (2.411)
1 dM, Rg d* M,
~ Ny~ =8 2.412
Qo™ p g N RZ da?’ (2412)
w 1 dw
N g 2.413
SRy Y7 R, da (2.413)
1 d*w cot o dw
N~ ~ — -, 2.414
fe ¥ TR da? "7 TR.Rsda (2.414)
Ng> N, = eg =~ 1N = Nz~ Eh ~ Eh (2.415)
8 o gﬁNEh Jé] B~ EgNRﬁ’u}. .
Momentit Dd
p
M, ~ ——. Mg=~uvhM, 2.41
«a R, do’ 6 ViVig, ( 6)
Rsd®M, Rg d®> (D d*w\ Eh
~ L B (2 + 2w =0 2.417
PR A T Rda2 \R2da?) T R;" (2417)
RsDd'w  Eh Rs\* d*w A
e —0= ([2B) Y yRhy =0 2.418
Rl ot T R," (a dat T =0 (2.418)

5
41 3(1 — v?)R?
K= % = V31— ”2)\/% (2.419)

Kulman « sijasta muuttujaksi kaarenpituus s: ds = R,da

d*w K\*
—+4 | = =0. 2.42
7o + < Rg) w =20 (2.420)
Reunahéiriodifferentiaaliyhtélon ratkaisu

K

w = e (C} cos As + Cysin As) 4 e (C3cos As + Cysin \s), A = o (2.421)
B
dw _ .
o =Me ¥[(—C1 + C3) cos As + (—Cy — C1) sin As)]
5 (2.422)
+e*[(C3 + Cy) cos As + (Cy — C3) sin \s]},
2
CCZZ—ZU =2)\%{e7[~Cy cos As + O sin \s]
5 (2.423)

+e*[Cy cos As — O3 sin As},
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|

Wo

2]

Qo

Kuva 2.23 Koordinaatti ¢ ja reunan kiertymé ja siirtyma.

% =2)3{e7[(C1 + C3) cos As + (—C1 + Cy) sin \s)]
(2.424)
+e*[(Cy — C3) cos As + (—C5 — Cy) sin As]}.
Reunahéiriosuuret B .
N = Y P T (2.425)
Mo = —D%7 Qa = ¢D%, (2.426)

valitaan + merkki, jos koordinaattien s ja « suunnat ovat samat ja — merkki, jos koor-
dinaattien s ja a suunnat ovat vastakkaiset. Lausumalla taipuma voiman Ng avulla eli

R
w = E—ZNg ja ottamalla huomioon, ettd

DRy i®Ng _ DR} ?Q,

M, ~ — - 2.427
“ EhR2 do? EhR2 da?’ ( )
1 dM, 1 d*Q. K\*
oA — il 4= o = 2.42
R T ) T (Rg) @a=0 (2.428)
d*Qq 4 K
AN Qo =0, N=—. 2.42
= 75t + Q 0 R ( 9)
Reunahiirio alueessa o < a, uusi muuttuja v = ap — a:
d*w Ro\* d*w
AR [ 2o — 4yt = 2.4
» G+ () w0 i eanta o 20
w = e "Y(C} cos 1 + Cysinyrh) + ¥ (Cs cos y1p + Cy siny1)), (2.431)
KR,
= . 2.432
"R, (2.432)

Hairiot riittavan kaukana toisistaan:

w = e " (C} cosyy + Cy siny1h), (2.433)
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d d
aw 4w fye*'ﬂ/’[(Cl — () cos v + (Cy + Cy) siny)], (2.434)
do dy
de de 2 .
G0 = diE 22”7 (—Cy cos v + Cy sinyy)), (2.435)
d3w d3w .
e T = 2736_7¢[—(Cl + C3) cos vy + (C — Cy) sinyy)]. (2.436)

Taivutusmomentti ja leikkausvoima

1 d%w D dw D dw
T a Qo = = (2.437)

M, =-D _Paw Ddw
@ A3 dad A3 dyB

Reunaehdot reunalla 1) = 0:
1. Taipuma ja kiertymé on annettu eli
w=wpy, P =P, (2.438)
wy = w(0) = C1, (2.439)

1 dw iwldw 1 dw

A VT N VT T

(2.440)
0% K
=——(C1 —Cy) = ——(C] — Cy),
Ra( 1— () Rg( 1 —Ca)
R
Cy =wy, Co= f%o + wy. (2.441)
2. Reunalla o = g on annettu momentti ja leikkausvoima
My =My, Qa = Qo, (2.442)
2DK? 2DK3
My = —202, Qo = —(Cl + CQ), (2.443)
R R3
B B
R R} R?
=— Mo+ ——= = —"=Mj. 2.444
Ch DR 0+2DK3QO’ Co 5p 2 Mo ( )
Vaikutuskertoimet tai joustokertoimet
1 (Rpg\® 2RgK
= [Z22) = 2.445
711 5D <K> Eh ( )
1 (Rp\> 2K?
—_— (Z£) = == 2.44
V12 5 < K Y21 Eh’ ( 6)
1 (Rg A4K3
— ([ = == 2.44
Y22 D (K) EhRg’ ( 7)
wo = 111Q0 — 112 Mo, (2.448)

©o = —712Q0 + 22 Mo. (2.449)
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Az Az
wo Qo

©0 My

() @0

Kuva 2.24 Reunan voima- ja siirtymésuureet.

| wWo I
Qo
H
ag
|,
v
Qg
Kuva 2.25 Reunan vaaka— ja pystysiirtymaé.
Jaykkyyskertoimet:
I'yy=4D K’ 'y =2D K 2—F oo =2D K (2.450)
1= Rs) 12 = R;) ~ 21, la22 = Rs) :
Qo = '1wo + T2¢o, (2.451)
Moy = Ta1wo + I'a2¢p0- (2.452)
Vaaka- ja pystykomponenttien avulla
S = (y118in? ag) H — (712 sin ag) Mo, (2.453)
po = — (Y21 8inag) H + 22 Mo, (2.454)
missé on kiytetty yhteyksid dy = wg sin ag + ug cos g & wq sin g, N, = cot aQy ja
H = Qo/sin oy, (2.455)

r r
H:<.211 >5H+<,12><p0, (2.456)
S~ & S111 (Y
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o7

T
My = < = > 0m + I'aogp.

sin ay

Kuoren reunan ldheisyydessé reunahdiriotehtavin avulla lasketut suureet

o) = (@0 K30 v K ]

P(1h) = Y127 7Y [(-Qo + 2%]\%) cos v — Qo Sin’ﬂb} )
My(¢) = e 1Y [Mo cos Y — <%Qo - Mo) Siﬂ’ﬂb} ;

Qa(t) = e ¥ [QO cos Yy + <—Qo + 2%]\4@) sinm/)} .

Reunasiirtymien avulla

w(tp) = e 1 [wo cos Yy + (wo + %900) Sin’ﬂ/)} ;

o) =e Y [@o cos Ytp — <2R£ﬁwo + 900> sin'ﬂ/)} ,

R
My () = —Type ¥ [— <wo + fﬁg)o) €os YY + wy sin 71/1] ,

Qa(¥) = Ty1e 7Y Kwo + fis ) cos Yy + ﬁ@o sin 71/1] ,

2K 7" 5K
w Eh
e N -
Eﬂ Rﬁ7 B Rﬁw
2.9.1 Kalvotilan siirtymaét
Rg de
wig = Rgeg, ¢r = —cotap(eg —eq) — R_ﬁd—j’
R
WK = E_Z(Nﬁ —VNa),
t+v 1 Rg (dNg dN,,
YK cot ag——(Ng ) Eh R, <—da v
Erikoistapauksia
1. Sylinterikuori
Rg=a ii d
7 ’ Ra da da:’
= L (N = UND) = = (afn — VN,)
wK_Eh p VI_Ehan ViNg ),

_a ng_Vde _a %_Vde
YK = dx dv ) adaz dx

reunalla © = xg.

(2.457)

(2.458)

(2.459)

(2.460)

(2.461)

(2.462)

(2.463)

(2.464)

(2.465)

(2.466)

(2.467)
(2.468)

(2.469)

(2.470)

(2.471)

(2.472)
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Kuva 2.26 Kartio- pallo- ja lieriokuoren koordinaatistot.

2. Kartion reunalla s = s

tan 6
Wi = > ;Z (N5 — vN,), (2.473)
1+v stan® (dNg dN
= — Ng — Ng) — — . 2.474
e = —tan b= (N = No) — =5 (ds ”ds> (2.474)
3. Pallokalotin (R, = Rg) reunalla o = ayg
wie = %(Nﬁ — uN,), (2.475)
1+v 1 ng dN,
— — ot Ny Np)— - (s S (24
ox = —cotan LNy - o) - g (G ). (2am
2.9.2 Yhteensopivuusyhtilot
wr + W = Wy, (2.477)
YT + YK = Pr, (2.478)
111Q0 — M12Mo + wi = wy, (2.479)
—Y21Q0 + Y22 Mo + K = ¥r, (2.480)
wy ja @, tuen siirtymd ja kiertymaé.
2.10 Sylinterikuori
Tasapainoehdot, ( muuttujanvaihdos s = a3, ds = adf3)
ON, ON,
z T +af, =0, (2.481)

ox 0s
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99

Kuva 2.27 Sylinterikuoren koordinaatisto.

ON, ON, 1
AT Is+aQﬁ+fs:07

s ox
a;i‘” + 8(% - %Nﬁ + fn =0,
351)\58 . 02\?5 0. =0
Ohuen sylinterikuoren muodonmuutokset
€ =¢go + (K,

keskipinnan muodonmuutosvektori ja kéyristyméavektori

Ou [ _Pw |
a9 Ox?
8vamw Pw 10w
Ep = — 4+ — , K= _W—’_ 8_
% s £
o b P 1o
dz ~ Os L 0x0s aldx |

Yleistetty Hooken laki, kalvovoimat ja momentit

NIZC(EI+V€S):C[%+V<%+%>:|7
NSZC(ES—FVEQC):C(%-F%"‘V%)y
Moo= 25200 =150 (o + 52).

M, = D(k; + vks) = D [—%Jru% <—g—f g
MS:D(H5+VH$):D|:% (‘% +§) —ug%’

(2.482)
(2.483)
(2.484)

(2.485)

(2.486)

(2.487)

(2.488)

(2.489)

(2.490)

(2.491)

(2.492)
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Mys = (1 — 1) Dty = (1 — V)Da% (—86—7“8” + i) : (2.493)
c:f_i:ﬂ, D:%. (2.494)
Eliminoimalla leikkausvoimat
aa]i z 82&“’” +af, =0, (2.495)
88125 - aggfs - %aé\fs - %82?8 +fs =0, (2.496)
—%Ns + 8;]{ + 26;% + 8;2\243 + fn=0. (2.497)

Lausumalla jannitysresultantit siirtymien avulla

Pu 1—-vdu 1+v 0% low 1
gu -vdu, 1ty SO = 2.4
Ox? + 2 0s? + 2 0x0s + Va Ox + C’fiB 0, (2.498)

1+v 0%u h? —vdtv 0% ow h? 0 _, 1
Tax85+<1+12—2>< > axﬁ@)* <—‘——W>+—fs—0’

ds 120s C
(2.499)
vou ov  h? 0 _, 1 h% 1y 1
ver oY - = 2.
aor a (85 12957 >+ 2" 128v /=0 (2:500)
V2(e) = 0y(0) +og(e), V() = V2(e)V2(s) (2.501)
Ox? 0s2" ' '
Pyorihdyssymmetrinen kuormitus
fs =0, Qs=Nygs=M;s=v=0, (2502)
tasapainoyhtalot
d*u 1 dw 1
il - 2.
ot 5l =0, (2.503)
du w R d*w  a
bl W S e 2.504
da:+ +a12d3:4 Cfn 0 (2:504)
Tapauksessa f, =0
d
ﬁ + Vw = vakio = C5. (2.505)
Hooken laki p p )
u v 1 u vN, v
4 Zw=-_N - = E— 2.
dx + a c* Vda: C a (2.506)
d*w 4 1 v . 31 -1v%
= G HN = 5 (- ONa) N =S (2.507)
ratkaisu
w = e N (Cy cos Az 4 Co sin Ax) + e (C3 cos \x + Cysin A\z) + w, (), (2.508)

T

w=Cg+ Csz — g /wda;. (2.509)
0
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Kuva 2.28 Pédstd kuormitettu puoliddretdn putki.

Lyhyelle sylinterille

w(z) = Cq sin Az sinh Ax 4+ Cy sin Az cosh Ax 4+ C3 cos Az sinh Az + Cy cos Az cosh Az.

(2.510)
Taipuma ja kiertymé reunan z = 0 leikkausvoimasta ja momentista
1
0) =——=5= AM 2.5011
w(0) 2/\3D(Q0+ 0); ( )
dw(0) 1
= — =— 2AMy). 2.512
©(0) T 2)\2D(Q0+ AMp) (2.512)
2.11 Taitekuori
2.11.1 Kuormituksen jakaminen sirmille
cos «
pL=—F——pp, (2.513)
sin(a — ag)
cos «
pr= ————pp. (2.514)
sin(a; — ag)
Palkin (levyn AB), kuva 2.31, ala— ja ylareunan venymét
My 4 2
=——— —T4— —T, 2.51
ATEW EAYT EAD (2:515)
My 2 4
EB = ——EW + ﬂTA + ﬂTBa (2516)
Ab? db?
I=— A=0bd = — 2.51
127 » W 6’ (2517)
b on levyn leveys ja d on levyn paksuus. Yhteensopivusehto, kolmen leikkausvoiman yhtalo
2 4 4 2 My | My
—T —+— | T To = 2.51
EA, A+<EA1+EA2) BYEA, ¢ T Ew, T EW (2.518)

indeksit 1 ja 2 viittaavat levyihin.
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Q1= qa

Q2 = qa2

\AARARARAAARARAAA

3Q1+3Q2=ps

a a2

Kuva 2.29 Kuormien jakaminen sidrmille.

PB
FYYVYYYY tp Tg :fothdx
B<—T<—<—<—<—<—
b/2 M
| x N
O | -
b2
A y —
e — — — — — — T
TAZf tadx
ta 0
Yyvvyvyy
y pa

Kuva 2.30 Taitekuoren osalevy.

A

Kuva 2.31 Levyjen ja sdrmien numerointi.



Luku 3

Fourier-muunnos

Parittoman funktion f(z) = — f(—xz) Fourier-sinimuunnos ja kdénteismuunnos ovat

\/7 f (&) sin g dE,

(3.1)
\/7 ) sin ax dov.
Muunnoksen edellytyksené on, etté
1. f(z) on paloittain jatkuva jokaisella &irelliselld vélilla,
2. f(x) on absoluuttisesti integroituva eli
(e}
/ F(2)]dz < M < oo. (3.2)
—00
Parillisen funktion f(—z) = f(z) kosinimuunnos on vastaavasti
\/7 [ f(&) cos g dg,
(3.3)
@ =2 1
— do.
- of ) cos ax do
Symmetrisen funktion f toisen derivaatan muunnos on
fax(a) = —a?f(a). (3.4)

63
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LUKU 3. Fourier-muunnos

Taulukko 3.1

Fourier-sinimuunnoksia

f(x)

f=1 0<z<a,
=0, a<zr<o

1

T
x

PR el Ry >0
2xy

7(962 IEITE Ry >0

arctan E, Ry >0
Y

1 —cos aa
«
e~
ae” Y
—ay

=P+ (c+apP+y?

Ry >0, c+iygR

1

—sinfz, >0
T

T ok

—e " k>0
5¢

%(2 —kx)e k. k>0

%%e*’”, k>0

w1 —kx
1

gﬁ(l —ek), k>0

2 a? + k2
a2 1 k2)2
a2 1 k2)2

\/f;
2 a(a? + k‘2)2

a(a? 4+ k2)

Q
+
=l

«

«
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Taulukko 3.2

Fourier-kosinimuunnoksia

f(x)

fla)

f=1 0<z<a,
=0, a<zr<o

Y
——— Ry>0
$2+y2 Y
2 2
Yy —x
7(3324_3/2)2, Ry >0
1 x? + 22
—In|———/, >0, 2z>0
2 . 2 + 92 y “
c—x n c+x
(c—z)?+y*  (c+z)*+y?
Yy Yy

_|_
=P Ty? " cHa+y

1
E—e””, k>0

2k
ot K
1 —kx

T sin aa
2 «
oy
2

™

—ae” Y

2

gl (efay efaz)
o

V2me~%sinae, Ry > |S¢

V2me~ cosac, Ry > |S¢|

T 1
2 a2 + k2

™ 0[2

2 (a2 + 12)?

T 1
2 (a? + k2)2

w1 .
——e “sina

2«




