Luku9
Palkkielementteja

Téama luku toimii johdatuksena laattaelementteihin, silld ne ongelmat joihin
laattaelementtien kehittelyssé on tormétty esiintyvét yksinkertaistetussa muo-
dossa usein myos palkkielementtien yhteydessé. Yksidimensioisen rakenteen
késittelyn helppoudesta johtuen, ilmididen luonteen ymmértdminen onnistu-
nee tiaten joutuisammin. On kuitenkin syytd huomauttaa, ettd kaikkia laat-
tatehtaville ominaisia ongelmakohtia ei palkkimallissa voi luonnollisestikaan
esiintya.

9.1 Eulerin-Bernoullin palkkimalli

Yksinkertaisin palkin kiyttaytymistd kuvaava malli on ns. ohuen palkin malli. Sitd
kutsutaan myos kehittelijoidensi mukaan Eulerin-Bernoullin palkkimalliksi® ja sen
perusotaksumat ovat:

1. palkin akselin normaalit sdilyvat suorina,
2. palkin akselin normaalit eivit veny ja
3. poikittainen leikkausmuodonmuutos on merkitykseton.

Kaksi ensimmaista otaksumaa voidaan toteuttaa valitsemalla siirtymille u ja v lausek-
keet (ks. kuva 9.1)

u(z,y) = wuc(zr) —ysinb(z), (9.1a)
v(z,y) = ve(x)—y(l—cosb(x)), (9.1b)

1Ohuen palkin mallista olisi oikeutettua kiyttis nimes Bernoulli-Euler-Parent, silld vasta Pa-
rent (1666-1716) méadritti oikein palkin neutraaliakselin paikan (julkaisu 1713) ja sita kautta palkin
taivutusjaykkyydelle saadaan oikea arvo. Jacob Bernoulli (1654-1705) tutki palkin taipumaviivan
madritystd. Han padtteli taivutusmomentin olevan suoraan verrannollinen taipumaviivan kaare-
vuuteen, mikd on oikein, mutta ei saanut oikeaa arvoa palkin taivutusjiaykkyydelle. Daniel Ber-
noulli (1700-1782) esitti ensimméisend prismaattisen palkin poikittaisten virdhtelyjen differentiaa-
liyhtalon. Leonard Euler (1707-1783) julkaisi 1744 kirjan variaatiolaskennasta ja joka sisélsi myds
ensimmaisen systemaattisen esityksen elastisten palkkien analyysisté.
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172 LUKU 9. Palkkielementteja

Kuva 9.1 Palkin deformaatio.

missé u. ja v. ovat keskipisteakselin pisteen x siirtymakomponentit ja 6 on palkin
akselin normaalin kiertyméakulma. Rajoittumalla pieniin siirtymiin, u/L,v/L,0 < 1,
saadaan likilausekkeet
u(z,y) = u(r) —yb(z), (9.2a)
v(z,y) = ve(x). (9.2b)

Otaksutaan palkin akseli kokoonpuristumattomaksi, jolloin aksiaalisen siirtymén
lauseke voidaan yksinkertaistaa muotoon

u(z,y) = —yb(x). (9.3)

Merkintojen yksinkertaistamiseksi jatetdan keskiakselia kuvaava alaindeksi ¢ pois
taipuman v lausekkeesta, joten siirtymien lausekkeet ovat:

u(z,y) = —yb(x), (9.4a)
v(z,y) = v(z). (9.4b)
Edella oleviin siirtyméaotaksumiin perustuvat muodonmuutoskomponenttien lausek-
keet ovat:
ou de
y = — = —y—, 9.5
‘ Ox Yiz (9.5)
ou Ov dv
oy = —+—=—-—0. 9.5b
Ty dy * Jxr dx ( )
Eulerin-Bernoullin palkkimallin otaksumasta 3 seuraa siten
dv dv
jolloin siirtyméotaksumat (9.4a) saavat muodon
u(zy) = —y'(2), (9.7a)
v(z,y) = v(x). (9.7b)
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9.1. Eulerin-Bernoullin palkkimalli 173

Eulerin-Bernoullin palkkimallin virtuaalisen tyon yhtalo on

L L
/ / 006, dAdr = / fovdz, (9.8)
0 Ja 0
jossa virtuaalinen venymé de, on
de, = —yol = —ydv”. (9.9)
Otaksumalla lineaarinen materiaalilaki (o, = Fe,), saadaan
/ / Ey?5v"v"dAdx = / fovdz, (9.10)
josta suorittamalla integrointi palkin poikkileikkauksen yli seuraa
L L
/ EIv"v"dx = / fovdz, (9.11)
0 0

jossa I on palkin poikkileikkauksen jayhyysmomentti. Tamé variaatiomuoto toimii
perustana elementtimenetelmén yhtéldiden muodostamiselle. Heikko muoto (9.11)
voidaan kirjoittaa myos taivutusmomentin M = Flx = —FIv” ja virtuaalisen

—dv" avulla muodossa

/Mc?&d:p—/ fovdzx.

Variaatiomuodosta (9.11) ndhdé&én, ettd taipuman v elementti-interpolaation on

kiyristymén ok =

(9.12)

oltava vahintdédn Cf-jatkuva, jotta lausekkeen ensimmaéinen integraali olisi &érel-
linen. Konstruoidaan yksinkertaisin mahdollinen C-jatkuva interpolaatio. On il-
meisté, ettd kaksisolmuisessa elementissé tuntemattomina solmusuureina olisi oltava
funktion ja sen derivaatan arvot. Téten interpolaatio elementin alueella on muotoa

dv dv
I +N3(x)vg + Ny(x)—

=N N.
v() 1(z)v1 + Na(z)—— 1 I
4 muodostamiseksi siirretadn tarkastelu luon-

(9.13)

2
Interpolaatiofunktioiden N;,7 =1, ...,
nolliseen £-koordinaatistoon, joka mééritelldén tavanomaiseen tapaan valilla (—1, 1).
Kirjoitetaan interpolaatio muodossa

Versio: kevit 2014

o(e) = H (O + L) | -+ (e + HLTE (9.1
Vaaditaan funktioilta Hy;, k = 0,1;j = 1,2 seuraavat ominaisuudet:
HL(-1) =1, %(—1) =0, HL(1)=0, %011@) =0, (9.15a)
H (1) =0, dglgl (-1)=1, H}(1)=0, diﬁ (1)=0,  (9.15b)
Hl(—1) =0, %(—1) =0, HL(1) =1, ddif?(l) 0,  (9.15¢)
Hl,(-1) =0, dff? (=1) =0, HL(1)=0, d§§2(1) 1,  (9.15d)
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Kuva 9.2 Hermiten kuubiset C-interpolaatiopolynomit.

Jokainen funktioista Hp,, ..., H], on siten kolmannen asteen polynomi, joka mériy-

tyy yksikasitteisesti neljasta ehdosta.
Funktioille H ,ij, k=0,1;7 = 1,2 saadaan lausekkeet

HYL(E) = Y1 —-€%2+¢) = (HY)X1+2HS,), (9.16a)
HL(E) = L(1—€7(1+6) = 2(H ) HY, (9.16b)
Hy(€) = j1+8%2-¢) = (HSQ) (1+ 2Hy,), (9.16¢)
Hy() = H1+&)%(&—1) =—2Hy (H)?, (9.16d)

jossa lineaarisia perusinterpolaatiofunktioita on merkitty H, = %(1 — &) ja HY =
5(1+ ). Funktiot H}, on piirretty kuvaan 9.2. Interpolaatiofunktioiksi (9.13) saa-
daan

Ni(z) = Hp(&(2)), Na(z) = 3h'9HY, (§(@)),
N3(z) = Hp(&(@)), Ni(x) = 3h' Hy(€(2)), (9.17)

Edella esitettyja polynomeja kutsutaan ensimmaéisen asteen Hermiten interpolaatio-
polynomeiksi (ks. liite 77).

Eulerin-Bernoullin palkkielementin jaykkyysmatriisin ja kuormavektorin alkioik-
si saadaan siten

d®N; d®N; 8 &N, d®N;
K9 = / EI I da /EI Id 9.18
ij . a2 dz2 T ples de2  de2 3 (9.18)
19 = 7 fe)Ni@)de = 1 / fe (9.19)
T1
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9.2. Timoshenkon palkkimalli 175

9.2 Timoshenkon palkkimalli

9.2.1 Virtuaalisen ty6n yhtalo

Palkin kinemaattisista otaksumista
u(r,y) = —yb(z), (9.20a)
v(z,y) = v(x) (9.20b)

voidaan paatya malliin, jossa palkin poikittainen leikkausmuodonmuutos tulee keski-
maéaaraisesti huomioonotetuksi. Timoshenkon palkkimallissa muodonmuutokset ovat

o w

“ = or - Yar
o

Yoy = oy  Oxr dx

ja virtuaalisen tyon yhtalé on muotoa

L L
/ / (cde + 107) dAdx = / fovdz, (9.22)
0o Ja 0

josta alaindeksit x ja zy on merkintojen yksinkertaistamiseksi jétetty pois. Sijoitta-

(9.21a)

(9.21b)

malla tdhdn muodonmuutosten lausekkeet (9.21a) seké lineaarisesti kimmoisa ma-
teriaalilaki 0 = Fe, 7 = Gy (G = E/2(1 + v) = leikkausmoduuli), saadaan lauseke

L L
/ [E10'60" + GA(V' — 0)(6v" — 60)] dx = / fovdz. (9.23)
0 0

Muodonmuutoksen lausekkeesta (9.21ab) havaitaan, ettéd liukuma on vakio koko
poikkileikkauksessa. Tamaé ei tietenkddn pida paikkaansa, vaan liukumalla on jokin
poikkileikkauksen muodosta riippuva jakauma. Leikkausmuodonmuutoksen poikit-
tainen jakauma voidaan kuitenkin keskimééraisesti ottaa huomioon modifioimalla
leikkausjdykkyyden lauseketta muotoon G A, missid A on leikkauspinta-ala (suora-
kaiteelle A, = %A ja L-profiilille Ay = Auume). Virtuaalisen tyon lauseke saadaan
siten muotoon

L L
/ [E16'60" + GA000 — GAL(v'60 + 06v") + GAW' 6| dx = / fovdz.  (9.24)
0 0

9.2.2 Yksinkertainen elementti

Variaatioyhtélon likiratkaisussa on nyt kaksi toisistaan riippumatonta suuretta: tai-
puma v ja palkin akselin normaalin kiertyméakulma 6. Havaitaan myos, ettd kum-
mallekin suureelle riittdd Cy-jatkuva elementti-interpolaatio. Yksinkertaisin mah-
dollinen Timoshenkon palkkimallin elementti saadaan valitsemalla sekd taipumalle
ettd kiertymalle lineaarinen interpolaatio:

(1—=&vi + 31+ vy = N, (9.25a)
(1—8)01 + 31+ &) = N»0. (9.25h)

= N1U1—|—N2U2:
= N1¢91+N2¢92:

M= N

Versio: kevit 2014
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Variaatioyhtdlon termien elementtiosuudet ovat, nyt N, = Ny = [Ny, Ny]:

/ " (EI0'60 + GA000)dz = 66TK )6« (9.26a)
- / Y GAsdr — 60T Ky, (9.26D)
1
- / Y QA0 = SuOTK OO, (9.26c)
1
/12 GAL' W dr = dvOTKv®), (9.26d)
1
/12 fovdr = 5v(e)Tf(e). (9.26¢)

Osamatriisien K ((fﬁ) lausekkeet ovat:

. 2 [ pe !
K§ = o [ BN Ng+ T [ GANTNe, 0270
-1 -1
1
Ky = - / GANIN'de, (9.27b)
-1
1
K'Y = — / GA,N'T Nyde, (9.27¢)
-1
2 [ T
KO = 2 / GAN'"N' de. (9.27d)
-1

Elementin jaykkyysmatriisi on koottu edelld esitetyista lohkoista seuraavasti:

o_ | Ki) KLY
K9 K96

(2

Otaksumalla taivutusjaykkyys EI ja leikkausjiaykkyys G A, vakioiksi saadaan
lineaarista interpolaatiota kiytettiessd matriisit:

EI 1 -1 GAL® [ 2 1
(0 _ 5
K h<e>[_1 1% : {1 2}, (9.290)
e GAS 1 -1 e e)T
K¢ = ; [1 _1}, K'Y =K\ (9.29b)
. GA, [ 1 -1
K9 = W[—1 1]. (9.29¢)

Mikali vapausasteet ryhmitelldéin elementin siirtymévektoriin «(®) seuraavasti
T
’U,(e) = [ V1 091 V2 092 } 5 (930)
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saadaan elementin jaykkyysmatriisi muotoon

GARE ™ 1GA, —GALE T LG A,
K _ EIROT 4+ 1GARO  —lga,  —EINOT' 4 1GARE
GAMO™ ~laa,
symim. EBIR© ™! + %GAsh(e)

(9.31)

Tutkitaan nyt tdméan yksinkertaisen elementin toimivuutta. Valitaan testita-
paukseksi ulokepalkki, jonka poikkileikkaus on suorakaide bxt (b=leveys, t=korkeus)
ja jota kuormittaa pistemomentti M palkin vapaassa paassa.

Kaytetdan vain yhta elementtié, jolloin yhtélosysteemiksi saadaan

1 1
{ GAL —2G4 ] { Uy } :{ 0 } (9.32)
_1GA, EILV+1GAL |\ 6 M,

Otaksutaan suppeamaluku v nollaksi, jolloin G = E/2 ja lisdksi otaksutaan Ay =
A = bt, jolloin yhtdlosysteemi muuntuu muotoon

Eut [ 2171 —1 Vo 0
4 { -1 2L+ ieL? } { 0, }_{ M; } (9.33)

Ottamalla kiytt66n dimensioton siirtyma ve/L ja jakamalla alempi yhtaloista L:114,

T o [ =1 b 834

missé on merkitty a = t/L. Ratkaisu on

UQ/L . 12 ML . 1 a2 MLL (9 35)
0 f 24 J EbtL(1+2a2) | 2 J 1+4+2a EI" '

Ulokkeen paén taipuman palkkimallin mukainen tarkka ratkaisuon v/L = M L/(2E1T),

saadaan

joten likiratkaisun virhe on huomattava paksulla palkilla ja suorastaan poyristytta-
vé ohuella palkilla. Elementtiratkaisu lahestyy nollaa kun a = t/L — 0. [Imitta
kutsutaan lukkiutumiseksi. Elementtiratkaisun kukkiutuminen johtaa kelvottomiin
ratkaisuihin ohuissa palkeissa, vaikka elementtijakoa kohtuullisesti tihennettaisiin.
Verkkoa tihennettéessa ratkaisu lahestyy hyvin hitaasti kohti palkkimallin tarkkaa
ratkaisua. Lukkiutumisesta padstadn eroon vasta kun palkin korkeus on likimain ele-
mentin pituuden luokkaa (katso kuva 9.3), jolloin virheen pienenemisnopeus lahestyy
elementin teoreettista asymptoottista suppenemisnopeutta.

Lukkiutumisen syy on leikkausmuodonmuutoksessa, joita muodostuu vaikka ky-
seessé on puhdas taivutus, silla

) a2 g T
o) = V)= 0@) = 2~ 6T
x a> ML

= () e (9.36a)
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178 LUKU 9. Palkkielementteja

Kuva 9.3 Suhteellinen virhe ulokepalkin paén taipuman arvossa verkontihey-
den funktiona kiytettdessa lineaarista Timoshenkon elementtia eri-
laisilla suhteellisen paksuuden arvoilla.

Havaitaan, ettd leikkausmuodonmuutos hévida elementin keskipisteesséd, joten se
pystyy kuvaamaan ohuen palkin Eulerin-Bernoullin otaksumaa keskiméaraisesti oi-
kein. Yleisesti, elementin leikkausmuodonmuutoksen lauseke on

16 = 20— [H0- 90+ 31+ )6)
= Uzh?e)m B %(01 +0y) — %(92 —6,)¢, (9.37)

josta heti havaitaan, ettd liukuma voi olla identtisesti nolla vain, kun v; = vy =
0y = 6, = 0 tai kun 6, = 0y = 6 ja vy = vy + R0, Jalkimmaéinen siirtymatila
ei kuitenkaan kuvaa taivutustilaa vaan jaykédn kappaleen liikettd, joten ratkaisun
lukkiutuminen on ilmeista.

Tarkastellaan vield lukkiutumista tutkimalla muodonmuutosenergian lauseketta.
Variaatioyhtdlosta (9.24) voidaan muodostaa Timoshenkon palkin potentiaaliener-
gian lauseke, joka on

(v, 0) = %/OL [EI(0') + GA (v — 0)*] do — /OL fudz. (9.38)

Otetaan kiyttoon merkinnit I = Ar?, jossa r on poikkileikkauksen jayhyysside ja
A, = kA, jossa k on poikkileikkauksen leikkauskorjauskerroin. Potentiaalienergian
lauseke voidaan tdten saattaa muotoon

k 1

(v,0) = 3 /OL EI [(0’)2 + mﬁ(v' — 0)2] dx — /OL fudz. (9.39)
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Siirtymaélld dimensiottomiin suureisiin ¢ = v/L ja £ = x/L, saadaan

VEL | [/do\? k L\? [ d9 2 1
oo =4[ 5| (8) + it (5) (G -o) s [ srm

B Lpr |, k L\ , Lo

Potentiaalienergian lausekkeesta havaitaan, ettd leikkausenergiassa oleva kerroin
(L/r)? suurenee kun palkki hoikkenee. Titen pienikin virhe leikkausmuodonmuu-
toksen laskennassa aiheuttaa suuren virheen muodonmuutosenergiassa.

9.2.3 Parannettu elementti

Yhteenvetona (sekd hieman yleistden) voidaan todeta, ettd samanasteinen approk-
simaatio seké taipumalle v etté kiertymaélle 6 ei voi koskaan mahdollistaa leikkaus-
muodonmuutoksen hévidmistd koko elementin alueella muutoin kuin tapauksessa
v = 0 = 0. Yksinkertainen parannusehdotus on kiyttda taipumalle astetta kor-
keampaa interpolaatiota kuin kiertymaélle. Lisatdan taipuman lineaariseen perusin-
terpolaatioon kvadraattinen kuplamuoto, jolloin siirtyméakentéan interpolaatio voi-
daan kirjoittaa muodossa

v(&) = Ni(§)vr+ No(&)va + N3(§)Av
= 11=Qui+ 11+ + (& - 1)Av, (9.41a)
0(6) = Ni(€)01+ No(£)0y = 5(1 = £)61 + 5(1 4 £)bs (9.41Db)
Elementin jaykkyysmatriisia johdettaessa voidaan kiyttaa hyvéksi jo johdettuja
lineaarisen elementin jaykkyysmatriisin lohkoja. Tarkastellaan koko rakenteen glo-

baaleja tasapainoyhtéloité, jotka on koottu elementtikohtaisista osista. Néin saadaan
lohkotussa muodossa seuraava yhtéloryhma

K, K, Ky v fo
KAv KAA KA@ Av = fA . (942)
Ky, Koo Ky 7] 0

Uusia osia ovat vain K a,, Kag, Kaa ja f . Ratkaistaan hierarkisten vapausastei-
den arvot ylla olevasta yhtaloryhmaésté, jolloin saadaan

Av = K\ (fa — Kayv — Kp0). (9.43)

Sijoitetaan kondensoidut hierarkiset vapausasteet takaisin yhtélosysteemiin, jolloin
saadaan kondensoitu yhtaloryhmaé

K’U’U_KUAKglAKA’U KUG_K’UAKglAKAG } { v }
Ko, — KonK 3 Kn, Koo — Koa K WK ao 0

fo— KinK nfa }
{ —KopnK M\ fa (9-44)
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Koska hierarkiset vapausasteet ovat vain kunkin elementin siséisia vapausastei-
ta, voidaan ne kondensoida jo elementtitasolla. Yksittaisen elementin kondensoiduksi
jaykkyysmatriisiksi saadaan globaalisessa tasapainoyhtélossi (9.44) esiintyvén ker-
roinmatriisin kaltainen elementtimatriisi kuten my6s vastaavasti elementin voima-
vektorillekin. Elementtiosuudet, jotka muodostavat matriisit K a,, K g, K aa Ovat
K (Aez), K (Ae;, K (AG)A. Mikali kaytetadn hierarkista kantaa, joka on derivaattojen suhteen
ortogonaalinen, kuten taipuman interpolaatiossa (9.41a), on matriisi K 1(2 nollamat-
riisi, joten kondensoidun elementin jaykkyysmatriisiksi ja kuormavektoriksi saadaan

(e) () (e)
K" = K?:) (©) {e{f@ O | F9= { o }
K, Ky — K Ky Ky —KoanK A f A
(9.45)
Osuudet K (Ae)A ja K ((fA) ovat (mikali leikkausjdykkyys on vakio) seuraavanlaiset:
2GA, (' [d ? 16GA
() _ (e) _ il (2 _ ML
Ky = Kja = G /1 {df(g 1)] dg SV (9.46a)
111
H1—¢) 1
K\ = —GAS/ [ ) } 26de = 2GA, [ } . 9.46h
0A 1 %(1 +§) g 5 3 1 ( )
Elementin jaykkyysmatriisin uudeksi #6-lohkoksi saadaan
e e e)—1 e
Ky — K KO KL
_ BT -1 GALI T2 17 GALI T 1 -1
@ -1 1 6 1 2 12 -1 1
EIT 1 -1 GALO [1 1
= — . 9.47
h<e>{—1 1}+ 4 [1 1] (9.47)
Leikkausmuodonmuutoksen lauseke on télla elementilld muotoa
Vg — v Av
V) = = —5(01 +02) + | 5(00 — 02) + 4= &, (9.48)
h(e) h(e)
josta ndhdéaan, etta leikkausmuodonmuutos voi havitéa identtisesti, mik&li
Vg = V] + %h(e)(ﬁl + 02), (949&)
Av = %h(e)<92 —91> (949b)

Yll& esitetty elementti toimii hyvin. Yhden elementin taivutusesimerkissa se an-
taa tarkan ratkaisun, silla ratkaisuyhtalo on

GASLil —%GAS V2 _ 0 (950)
—%GAS EIL! + iGAsL 0 My, ’

joka saadaan muotoon

Tl U ey o
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2 2
3a

N N A

Elementissé on vield erds pieni kauneusvirhe. Kéyristyméan approksimaatio on

missé on merkitty a = t/L. Havaitaan, ettd kerroinmatriisin determinantti on
ja ratkaisu

elementin alueella vakio, kun taas leikkausmuodonmuutos on lineaarisesti muuttu-
va. Tdmé on kuitenkin yksinkertaisesti korjattavissa asettamalla rajoite (9.49ab)
leikkausmuodonmuutosta laskettaessa, eli asettamalla pysyvasti

Av = L1n9 (0, — ). (9.53)

1
8
Tama el tietenkdén vaikuta elementin jaykkyysmatriisin lausekkeisiin.

Edella esitetty konstruktio tuottaa mahdollisimman yksinkertaisen hyvin toimi-
van palkkielementin. Elementin kayttaytymistd voidaan vield parantaa tempulla,
joka selitetdén luvussa 9.2.5.

9.2.4 Numeerinen ali-integrointi

Edellisen perusteella on lineaarisesti interpoloidun Timoshenkon palkkielementin
harmia tuottava osa identifioitavissa #6-lohkon leikkausmuodonmuutososaan
! GAh© { 2 1 }

K =1GAn© / NTNyde = Y

- : (9.54)

joka parabolisen hierarkisen taipumamuodon kondensoinnin jalkeen muuttuu muo-
toon

ARl
GART [ bl } | (9.55)

4 11

Lineaarisen interpolaation tapauksessa lohkon K S;)e tarkka integrointi edellyttad

kahden pisteen Gaussin-Legendren kaavaa. Mikali elementin jaykkyysmatriisi, ja eri-
tyisesti sen osa

1
1GA / 1N9T N ydé
o e ! l<1 _g)
= %GASh()/l { §(1+£) } [3(1—-¢) 3(1+4¢) ]de
_ o [(]101-6? 11-€)
_ %GASh()/l { ey fisep } d¢ (9.56)

integroidaan vain yhden pisteen kvadratuurilla, saadaan tulokseksi tédsmaélleen mat-
riisi (9.55). Muut jaykkyysmatriisin integroitavat osat ovat vakioita tai lineaarisesti
muuttuvia lausekkeita, joten yhden pisteen kaava integroi ne tarkasti. Nédin on saatu
hyvin kayttaytyva elementti, joka on vield numeerisesti edullinen muodostaa.
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9.2.5 Leikkausjaykkyyden redusointi
9.2.5.1 MacNealin menettely

Kahdessa edellisessé luvussa esitetyn yksinkertaisen elementin kiyttaytymista voi-
daan vield entisestdénkin parantaa pienentdmaélld leikkausjaykkyyden G A, arvoa.
Potentiaalienergian lausekkeesta (9.40) ndhdé&én, ettd ohuilla palkeilla (L > r) leik-
kausenergiassa esiintyvé kerroin on suhteettoman suuri verrattuna vastaavaan tai-
vutusenergian lausekkeeseen. Tarkastellaan seuraavassa MacNealin [51] esittaméa
tapaa tasapainottaa taivutus- ja leikkausenergioiden suhdetta. Tarkastelun idea on
muodostaa sellainen leikkausjaykkyyden korjattu arvo, jolla lineaarisesti interpoloi-
dun ja ali-integroidun elementin muodonmuutosenegia on yhtasuuri vakioliukuma-
ja lineaarista kéyristymatilaa vastaavan tarkan ratkaisun muodonmuutosenergian
kanssa.

Elementin muodonmuutosenergian lauseke on

(e) 1

U =1 / (BIK* + GAn?)dr = / (EIK® + GAn*)ihl9de. (9.57)

2 (e) -1

Mikali leikkausmuodonmuutos on vakio elementin alueella, on taipuman tarkka lause-
ke esitettavisséd kolmannen asteen polynomina ja kiertyméan lauseke kvadraattisena
polynomina muodoissa?

v = ag+ a1§ + a2£2 + a3£3 + %h’}/of (958&)
2
6 = %(al + 2056 + 3az€?). (9.58b)

Néma lausekkeet johtavat lineaariseti muuttuvaan kéyristymééan x ja vakioleikkaus-
muodonmuutokseen 7:

4
k = -0 = —ﬁ(zaQ + 6a3§), (9.59a)
v = v —60=n. (9.59Db)

Interpoloidaan taipuman ja kiertymén tarkkoja lausekkeita (9.58a) lineaarisilla
polynomeilla v ja 6:

Ni(§)vr + Na(§va =
Ni(§)01 + Na(€)02 =

(9.60a)
(1 =801+ 3(1+&)bs. (9.60D)

N
|

™
|
M= N
—~
—_
I
mn
~—
=t
iy
+
No|
—~
[a—
+
mn
~—
<
)

Asetetaan interpolaatio yhtasuureksi solmupisteissa tarkan ratkaisun kanssa, jolloin

2Elementtiil osoittava yliindeksi (e) on mukavuussyisti jitetty merkitsemitti.
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solmupistevapausasteet vy, vy, 6, ja 0y voidaan ratkaista

Vi = agp—a;+as —as— %h%, (9.61a)

Vo = ag+a;+ as+ az+ %h%, (9.61b)
2

91 = E(al — 2&2 + 3(13), (961(3)
2

02 = E(al + 2&2 -+ 3&3). (961(31)

Téaten taipuman ja kiertymén interpolaatiot ovat

U = ag+as+ (a1 +az+ thy)E, (9.62a)
_ 1
0 = ﬁ (2(1,1 + 6&3 + 4&25) s (962b)

mistd voidaan derivoida kiyristymin ja leikkausmuodonmuutosten lausekkeet?

- = 1

R = —0 = —ESaQ, (9.63a)
~ 1

’3/ = QN)/ -0 = Yo — —(4a3 + 4(1,2&). (963b)

h

Lasketaan nyt elementin muodonmuutosenergia interpolaatiosta saaduilla arvoil-
la ja verrataan sitd tarkan ratkaisun antamaan arvoon. Muodonmuutosenergian tark-
ka arvo on

1
U = %/ (BEIK* + GA?)dx

1

EI
= 1 [ﬁ(:&zag +192a3) + GAhY] | . (9.64)

Vastaavasti lineaaristen interpolaatiofunktioiden tapauksessa muodonmuutosener-
gian arvo on

h
I

1
. / (BIR? + GAA)dx

1
EI 4 \?

missa leikkausmuodonmuutos on otettu vakiona elementin keskipisteessé, vastaten
siten jaykkyysmatriisin ali-integrointia yhden pisteen Gaussin kaavalla.
Tavoitteena on saada interpolaatioiden avulla laskettu muodonmuutosenergian
arvo yhtasuureksi tarkan arvon kanssa kaikilla parametrien vy:n ja asz:n arvoilla. Nyt
on huomattava, ettd tarkassa ratkaisussa (9.58a) parametrit o ja ag eivét voi olla

3Pilkku suureen oikeassa ylikulmassa merkitsee nyt derivointia x-koordinaatin suhteen.
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riippumattomia, vaan niité sitoo leikkausvoiman @) ja taivutusmomentin M valinen

tasapainoyhtalo
! : Vi E[
Q=M <ei GAy=-FEIf =  GAyy = —48ﬁa3, (9.66)
josta saadaan
GAR3
as = —M’YO (967)

Sijoittamalla tdmé yhtdsuuruus tarkan muodonmuutosenergian lausekkeeseen (9.64)
saadaan

B3 2 12E1

Merkitéén interpolaatiosta lasketun muodonmuutosenergian lausekkeessa (9.65) leik-

1 El A h?
Uep = 5 {32—@2 + (1 + ¢ ) GAshfyg} . (9.68)

kausjaykkyyden arvoa GA, symbolilla (GA,)* ja otetaan huomioon yhteys (9.67),
jolloin saadaan

21 2
U=1 32%(13 + (GA)*h (1 + (EE}; ) 731 : (9.69)
Havaitaan, ettd muodonmuutosenergiat (9.68) ja (9.69) ovat yhtésuuret mikali vali-
taan
Gar— G4 (9.70)
GAR?
+ 12E71

Leikkausjaykkyyden redusoidun lausekkeen (9.70) ovat esittdneet W.T. Russell
ja R.H. MacNeal jo 1953 palkkirakenteiden analogia-analyyseissd [54]. Elementtime-
netelmén yhteydessd MacNeal on johtanut lausekkeen (9.70) vuonna 1978 lihteessi
[51]. Idean leikkausjaykkyyden pienentdmiseen on esittanyt myos I. Fried 1973 [45],
ja héan tarkastelee jaykkyysmatriisia muodossa

2G /h\?>
K+ (Z) KS] , (9.71)

El
K:ﬁ

jossa K, ja K¢ ovat jaykkyysmatriisin taivutuksesta ja leikkauksesta syntyvét osat.
Fried esitti asian korjaamiseksi leikkaustermisséa esiintyvan palkin korkeuden muut-
tamista, eli korvaamista tekijalld h/c, jossa ¢ on madrddméton positiivinen vakio
(esimerkissimme arvo ¢ = /2 vastaa lauscketta 9.70). Menettely pienentiii myos
yhtélosysteemin hairicalttiutta, miké on tarkeédd ratkaistaessa tehtévia tietokoneella
aarelliselld laskentatarkkuudella. Sittemmin tdma strategia on saavuttanut suosion
matemaatikkojen keskuudessa formuloitaessa hyvin toimivia Reissnerin-Mindlinin
laattamalliin perustuvia elementtejéa. Usein tdmé esitetddn korvaamalla leikkaus-
jaykkyyden termissa ¢ lausekkeella t + ah kaavassa (9.71) ja jossa o on ns. stabiloin-
tivakio ja h tuttuun tapaan elementin karakteristinen mitta, joka palkkielementin
tapauksessa on elementin pituus.
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Menettelyn matemaattinen pohja nojaa huonosti asetettujen tehtévien regulari-
sointiteoriaan ja virheanalyysi sekaelementtimenetelmien teoriaan.

Esimerkki 9.1 Ratkaistaan jo tutuksi tullut ulokepalkki kuormitettuna nyt
vain poikittaisella pistekuormalla F palkin vapaassa pddssd. Otaksutaan nyt
kuitenkin hieman yleisempi tapaus, jossa palkin poikkileikkaussuureet on an-
nettu vain yleisessd muodossa I ja As.

Kaytetdan edelleen yhté elementtid, jolloin ratkaisuyhtdlo on luvun 9.2.4 ele-
mentin tapauksessa (siis lineaarinen interpolaatio ja leikkausjdykkyyden ali-

V2 F
()

integrointi)

GA,L™! —1G A,
—1GA, EIL'+1GA,L

joka saadaan dimensiottomaan muotoon

2 -1 vg/L F
EA 2
” 1 2 = , (9.73)
4““[—1 2 H4% { 62 } {0}
misséd on merkitty
Agr? r
= — i - —. 974
S=Tagrn @ 271 (974)
Palkin paén taipumaksi saadaan siten
2
(%) (1 a2) FL
—=(74+2%) —. 9.75
L <4 2% ET ( )
Timoshenkon palkkimallin mukainen taipuman tarkka ratkaisu on
Vg tarkka 1 FL? | F <1 a2> FL?
; _1 = (1490 ) — 9.76
L SEI TGa,  3TYF) E (9.76)

Virhe ulokkeen paan taipumassa on siten -25%.

Mikéli elementissd kiytetddn leikkausjaykkyyden redusointia (9.70) saadaan

yhdelld elementillé tarkka taipuman arvo.

My6s muille kuormitustapauksille saadaan solmupisteissé tarkat siirtyméan ar-
vot mikéli kuormitusvektoria integroitaessa kiytetddn taipumalle rajoitteen

(9.49a) mukaista kvadraattista interpolaatiota

v = N1v1 + Novg + N3Av = Nyjvy + Novg — éh(e)(eg — 91)N3. (9.77)

9.2.5.2 Redusoidun leikkausjdykkyyden vaihtoehtoinen johtotapa

Leikkausjaykkyyden korjauskertoimen lauseke (9.70) voidaan saada myos ilman ener-
giatarkastelua, operoiden pelkéstdan interpolaatiofunktioilla. Lahtokohtana on tasa-
painoyht&lon

Q- M =GA,(W —0)+ FEI0"=0 (9.78)
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keskiméarédinen toteutuminen elementin alueella. Jotta tasapainoyhtdlon testaami-
nen onnistuu on kiertymén interpolaatio oltava viéhintdén kvadraattinen. Yksin-
kertaisin mahdollinen interpolaatio on siten lineaarinen taipuma ja kvadraattinen

kiertymaé:
= N1U1+N2U2 = %(1 —g)Ul—F%(l—Fg)UQ, (979&)
N16; + Noby + NgA@
= 3(1=90 + 31+ 80 + (£ - 1)A0. (9.79h)

Tasapainoyhtélon (9.78) toteutuminen keskimééréisesti

h 1
’ /1 (GAL( — ) + EI6"] d¢ =0, (9.80)

mahdollistaa kiertymén hierarkista kuplamuotoa vastaavan parametrin eliminoimi-
sen, josta saadaan

3G A R? 1 1
AV = BT+ 2GAL {E(Ul —u) 50t 92)]
GAh? 1 1 1
_ Z (o — - , 81
SE[ GAShQ |:h(U1 UQ) + 9 (91 + 92):| (9 8 )
L+ 12F1

Elementin virtuaalisen tyon yhtélon termisséa

/Qéydw (9.82)
leikkausvoima lasketaan tasapainoyhtalon (9.78) avulla:
S8ET GA; 1
Q = —EIQH = —?AQ = W |:E(U2 - Ul) — %(81 + 02) . (983)

+ 12E1

Virtuaalinen muodonmuutos on tavalliseen tapaan
oy = ov' — 66 (9.84)

laskettuna elementin keskipisteessé, eli

5y = %(5712 ~ Su) — 160, + 665). (9.85)

Néin konstruoitu elementti on identtinen lineaarisen Timoshenkon palkkielementin
kanssa, joka integroidaan yhden pisteen kaavalla ja johon sovelletaan leikkausjayk-
kyyden redusointia (9.70). Taté ideaa voidaan soveltaa myos stabiloitujen Reissnerin-
Mindlinin laattaelementtien yhteydessa (ks. luku 10.8), mikéili stabilointiparamet-
rille @ halutaan fysikaalisesti mielekés arvo.
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9.2.6 Viisivapausasteinen elementti

Tarkastellaan vield lopuksi yhtd Timoshenkon palkkimallin elementtid. Mikéli taivu-
tusmomentille halutaan lineaarinen lauseke, on kiertymén oltava parabolinen. Tal-
16in, jotta elementilld olisi mahdollisuus toteuttaa Bernoullin otaksuma, on taipu-
man oltava kolmatta astetta oleva polynomi. Kéaytetdan hierarkisia muotoja nyt
kaikille ‘lisévapausasteille’, joten interpolaatioiksi valitaan lausekkeet

v = Njvi + Navy + N3Avy + NyAvs,
s(L=&or+ 5(1+&va + (62 = DAy + (€2 = §)Avy,  (9.86a)
0 = N0, + Noby + N3AG
= 11-90+ 11+ &b+ (& —1)A0. (9.86D)

Leikkausmuodonmuutoksen lausekkeeksi saadaan nyt

7= go + G1€ + 9267, (9.87)
jossa
1
Jgo = E('UQ — v — 2A0,) — %(92 +61) + A0, (9.88a)
4
g = EAvl + 5(60 — 62), (9.88b)
6A
g = hUQ — A, (9.88¢)

jossa elementin pituuden h symbolista on elementtid indikoiva merkintéd (e) jatet-
ty yksinkertaisuuden vuoksi pois. Kun taivutusmomentti on lineaarisesti muuttuva,
on leikkausvoima momentin derivaattana vakio. Téaten tuntuu luonnolliselta asettaa
vaatimus leikkausmuodonmuutoksen vakioisuudesta elementin alueella. Néin kol-
mesta lisdvapausasteesta Avy, Avy ja Af voidaan kaksi eliminoida rajoitteilla

4

G = Eml + 2(61 — 62) =0, (9.89a)
A

g = 2 hUQ — A =0. (9.89b)

Eliminoidaan taipuman hierarkiset muodot:

Avl = éh(@g—@l), (990&)
Av, = Lhae. (9.90b)

Elementin jda nyt viisi vapausastetta v, 07, v9, 65, Af. Kiertyméan hierarkinen va-
pausaste voidaan toki kondensoida elementtitasolla, joten elementin vapausasteiden
maara saadaan redusoitua neljaén.
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9.3 Diskreetti EB-palkkimallin elementti

9.3.1 Tapa 1: kuubinen taipuma, kvadraattinen kiertyma

Rajoittamalla leikkausmuodonmuutos kokonaan havidméén, saadaan Timoshenkon
palkkimallin avulla muodostettu Eulerin-Bernoullin palkkimallin elementti. Otaksu-
malla taipumalle ja kiertymaélle interpolaatio (9.86a) ja rajoittamalla leikkausmuo-
donmuutoksen lauseke (9.87) nollaksi saadaan ehtojen (9.89a) lisiksi myds rajoite

1
9o = E(W — 01 = 2A0) — (65 + 61) + A9 =0, (9.91)

josta seuraa kiertymaén hierarkiselle vapausasteelle arvo

V1 — V2

h

Ag=3 +3(01 + 65). (9.92)

Taipuman interpolaatiolle saadaan nyt lauseke

v o= Nl’Ul —+ NQ’UQ —+ N3%(¢92 — 91) —+ N4%hA9 (993)
= (Nl -+ iN4)U1 —+ %h<N4 — N3)91 -+ (N2 — iN4)U2 —+ %h(Ng -+ N4)192.

Kiertyméan interpolaatio on

9 = Nlel + N292 —|— N3A9 (994)
= (N1 + %Ng)@l + (N2 + %Ng)eg + %Ngvl ; ,UQ.

Koska leikkausmuodonmuutos héviaa, voidaan Timoshenkon palkkimallin virtu-
aalisen tyon yhtalosta jattda leikkausmuodonmuutosta vastaava termi pois, jolloin
saadaan yhtalo

L L
/ EI060'dx = / fudz, (9.95)
0 0

jonka perusteella elementin jaykkyysmatriisi ja kuormitusvektori voidaan johtaa.
Leikkausmuodonmuutosrajoitteet g9 = g1 = g2 = 0 voidaan toteuttaa myds

pisteittaisesti eli diskreetisti. Kolmen ehdon toteutumiseen vaaditaan tietenkin ra-

joitteen asettaminen kolmessa eri pisteessd. Valitaan néiksi pisteiksi Gaussin pisteet

E=+ %, 0. Rajoiteyhtalot ovat siten

ERYE) VPR PR} (9.96¢)

Rajoitteiden asettaminen voidaan ohjelmointiteknisesti toteuttaa suoraan siirtyma-
muodonmuutosmatriisiin B.
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9.3.2 Tapa 2: sekd taipuma ettd kiertyma kvadraattinen

Periaatteeseen (9.95) perustuvan elementin kiyristymé on interpolaation (9.94) ta-
pauksessa lineaarinen lauseke. Téaten elementin jaykkyysmatriisia muodostettaessa
joudutaan integroimaan toisen asteen polynomi, joka integroituisi tarkasti jo kahden
pisteen Gaussin kvadratuurilla. Otaksumalla taipumalle kvadraattinen interpolaatio

v = Nl’Ul + NQ’UQ -+ NgA’U (997)

kuubisen lausekkeen (9.86aa) sijaan, on eliminoitavana ainoastaan kaksi hierarkista
lisivapausastetta Av ja Af. Siitd huolimatta leikkausmuodonmuutoksen lauseke on
kvadraattinen, eli

v = go + G1€ + 9267, (9.98)
missé,
1
go = 7(va—v1)- (02 + 61) + A6, (9.99a)
4
g1 = ﬁAU + %(91 —0y), (9.99b)
g = —A0f. (9.99¢)

Mikéli leikkausmuodonmuutos (9.98) vaaditaan hévidméain Gaussin kahden pis-
teen kaavan integroimispisteissi £ = i%, on lineaarisen termin kertoimen g; héavit-
tava, eli

joten Aw saatiin eliminoitua. Jéaljelle jadnyt ainoa eliminoitava vapausaste A6, voi-
daan ratkaista ehdosta

YET5) = 9o+ 592 = 0, (9.101)
josta seuraa kiertymaén hierarkiselle vapausasteelle arvo
V1 — U2
AG =3 — 361+ 65), (9.102)

miké on identtinen ensimmaéiselld tavalla saadun arvon (9.92) kanssa. Téten myos
kiertymén interpolaatio on sama kummallakin tavalla muodostettaessa ja vastaavat
elementtien jaykkyysmatriisit ovat identtiset.

Kun elementtimatriisin alkiot integroidaan kahden pisteen Gaussin kvadratuuril-
la hévidvat leikkausmuodonmuutokseen liittyvit termit elementtimenetelmén kan-
nalta ‘identtisesti’, silld kaikki informaatio tulee integroimispisteista.

Esimerkki 9.2 Maddrita ns. diskreetin Eulerin-Bernoullin palkkielementin jayk-
kyysmatriisi otaksumalla taipumalle ja kiertymdlle kvadraattinen lauseke. Ota
Bernoullin otaksuma huomioon diskreetisti kahdessa Gaussin pisteessd ja suo-
rita elementtimatriisin integrointi numeerisesti kahden pisteen Gaussin kaa-

valla. Elementtimatriisin lauseke on

T2
K®© = / EINj N ,dz, (9.103)
1
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9.4

jossa Ng on kiertymdn 0 interpolaatiofunktiot sisdltdvd matriisi.

Kiertyméan interpolaatio on siten

0 = (N1+%N3)91—|—(N2_|_%N3)91+%N301;Ug
v v
= HE-DT+30-A2 13- ke - Do+ €+ ke - Do,

= val + N292 + ]\73’02 + N492 (9104)

Jaykkyysmatriisin muodostamista varten tarvitaan kiertymén derivaattaa

975 = NLgUl + N27§91 + ]\73,51}2 + N47§92, (9.105)
jossa siis
N = % Noe = 2(3¢—-1)
_1E B 24 2 ’ (9.106)
Nag = =%, Nag = 5(1+30)
Jaykkyysmatriisin alkio on muotoa
- 9 1 -
K = / BIN;:Njade = 5 / EIN; ¢N; de, (9.107)
-1

joten alkioiden lausekkeet ovat (otaksutaan taivutusjaykkyys vakioksi)

1 2 1

(0 _ 2 3¢\*  I8ET ', IBEI[/ [\ ()2
ai = e [ () = [ () ()

12B1
TR (9.108a)
(@_@/1%1 _ _@/1 2 e BEI
K = 5 [ piee-nde=S5 | 3¢ -gde= ", (9108h)
e 2FT (! 3£ 3¢ .
Ky = T/l (ﬁ) (‘g) de = ~K{} (9.108¢)

jne.. Havaitaan, ettd saatiin sama standardi Eulerin-Bernoullin palkkimallin
jaykkyysmatriisi jossa taipumalle kaytetddn Hermiten kuubisia polynomeja.

Harjoitustehtavia

1. Tutki ratkaisuyhtélon hairicalttiutta lineaarisesti interpoloidun Timoshenkon palk-

kielementin tapauksessa esimerkin ulokepalkille yhden elementin verkolla. Tutki ta-

paukset: (a) ali-integroitu elementti ja (b) stabiloitu eli leikkausjaykkyydeltddn re-

dusoitu ali-integroitu elementti. Symmetrisen positiivisesti definiitin matriisin K

héiricalttius Ca(K) voidaan laskea suhteena
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missé Ajpaz ja Admin Ovat matriisin K suurin ja pienin ominaisarvo. Piirrd kuvaajat
suhteen a = t/L funktiona vililli 1072 < a < 1 logaritmisella asteikolla. T#ll5in (a)

kohdan kuvaaja on suora, ja hairidalttiuden paksuusriippuvuus on siten muotoa
Cy(K) ~ ct?, (9.110)

missd ¢ on jokin positiivinen vakio ja p on kokonaisluku, mika? Entéd stabiloidun

elementin tapaus (c)? Mita johtopadtelmi elementtien kiyttokelpoisuudesta voidaan
tehda?

Oleta suorakaidepoikkileikkaus ja ettd A; = A, sekd v = 0.

2. Néyté, ettd interpolaatiofunktiot lausekkeessa (9.93) ovat samat kuin Hermiten kuu-
biset interpolaatiofunktiot (9.17).

3. Muodosta Eulerin-Bernoullin palkimalliin perustuvan nelivapausasteisen elementin
kiertymén 6 interpolaatiofunktiot ldhtien Timoshenkon palkkimallista, jossa taipu-
malla v ja kiertymalld 6 on erilliset Cy-interpolaatiot:

= Nivi+ Novo = (1 — &1 + 5(1 + &)va, (9.111a)
N1601 + Naoby + N3 AG
= (1 =801+ 3(1+8)b + (€2 — 1)A6. (9.111b)

Kiertymén interpolaation A# vapausaste eliminoidaan soveltamalla Bernoullin ra-
joitetta diskreetisti palkin keskipisteessd & = 0. Lopulliset vapausasteet ovat tieten-
kin vy, 01, v9, #5. Mikili vapausasteet numeroidaan edelld kirjoitetussa jarjestyksessa,
laske elementin jaykkyysmatriisin alkiot K;.

4. Kuten edellisessé tehtdvissd muodosta Eulerin-Bernoullin palkimalliin perustuvan
nelivapausasteisen elementin kiertymén 6 interpolaatiofunktiot ldhtien Timoshen-
kon palkkimallista. Taipumalle ja kiertymélle kiytetdan samoja interpolaatioita kuin
edellisessé tehtavassa. Kiertymén interpolaation A# vapausaste eliminoidaan sovel-
tamalla Bernoullin rajoitetta keskimddrdaisesti elementin alueella

(e)
2

x
/ ~ydx = 0. (9.112)
»(©)
1

Lopulliset vapausasteet ovat tietenkin vq, 61, v9, 05. Mikéli vapausasteet numeroidaan
edelld kirjoitetussa jarjestyksessd, laske elementin jaykkyysmatriisin alkiot K;;. Ver-

taa tulosta edellisen tehtavan ratkaisuun.

5. Timoshenkon palkkimallin tasapainoyhtilot ovat:
M-Q = 0, (9.113a)
-Q = f, (9.113b)

jotka voidaan kirjoittaa konstitutiivisen lain ja kinemaattisten relaatioiden avulla
muotoon (oletetaan ET ja GA, vakioiksi)

—FI10" — GA;,(v' —0) = 0, (9.114a)
—GA,(W" -0 = f. (9.114b)
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Systeemissd on siten kaksi tuntematonta funktiota: taipuma v ja poikkileikkausta-
son kiertymé . Timoshenkon palkkiprobleema voidaan myos formuloida kolmen tun-
temattoman avulla, lisddmaélla leikkausvoima primaarisesti ratkaistavien suureiden

joukkoon seuraavasti:

—EI0" —Q = 0, (9.115a)
-Q = f, (9.115b)
GA;(vV-0)—Q = 0, (9.115¢)

Néyté, ettd kertomalla ylla olevat yhtdlot painofunktioilla é, v ja Q ja integroimalla
palkin pituuden yli, pdddytaan lopulta seuraavanlaiseen variaatioyhtaléon (oletetaan
jaykasti tuetut reunaehdot):

EI/ Hde—i—/ Qe - /OLf@dx, (9.116a)

GA, / (v — 0)Qdx — / QQdx = 0. (9.116b)

0 0
Ylla oleva systeemi voidaan stabiloida lisdamalla elementtikohtaisesti méaéaritellyt

termit
Z ah? (EI0" + Q) 6"dx, (9.117a)
](e)
GA, .

Z ah? + Q) Qdx (9.117b)

e=1 E 1)

yhtéldiden (9.116a) oikealle puolelle. Néin péiéidytiiéin seuraavanlaiseen systeemiin:

EI/ Hde—i—/ Q' — 6 dm—/ fUdCC+Zah2 EIG”—FQ)@"dm,

I(e)

L . L . GA .
GA, "~ 0)Qd —/ dr = h2—s/ EI9" + dx.
| =0Gae - [ QGus ;a o [ B0+ Q) Qs

Yhtéaloissa esiintyvé stabilointiparametri o on positiivinen vakio. Miksi stabilointi-
termit (9.117a) voidaan lisdtd variaatiomuotoon (9.116a)? Néyté, ettéd stabiloitu sys-
teemi voidaan termien uudelleenjarjestelylla muuntaa symmetriseen muotoon. Néy-
ta lisdksi, ettd olettamalla leikkausvoiman elementtiapproksimaatio elementtirajo-
jen yli epédjatkuvaksi, saadusta symmetristd muodosta voidaan leikkausvoima @) ele-
menttikohtaisesti eliminoida, ja jolloin paadytaén siirtymamenetelmaan perustuvan
elementtimenetelmén perustaksi kelpaavaan heikkoon muotoon:

L N
EI / 00 dw — Z ahEl 0"0" dx+
0 I(e)

N
+) GA, / (' — 0 — ah?0")(t' — 0 — ah?0")dx
—1 1 + OéhQGAS/EI J(e)

L
:/ fodz. (9.118)
0

Versio: kevit 2014



9.4. Harjoitustehtdvid 193

6. Ratkaise molemmista paistddn vapaasti tuettu palkki elementtimenetelmalla, joka
perustuu edellisen tehtdvén stabiloituun formulaatioon (9.118). Kéyta yhtd element-
tid ja kvadraattista interpolaatiota seké v:lle ettéd 6:lle. Ota huomioon symmetria.

Kuormituksena on vakiokuorma f.

Tehtavan jaykkyysmatriisiin j&a riippuvuus stabilointiparametrista a. Koska taivu-

tusenergiaan liittyva termi

L N
EI / 0'6'de — > ah’ET / 0"0" dx: (9.119)
0 e=1 1(€)

on oltava positiivisesti definiitti, rajoittaa se stabilointiparametrin sallitut arvot vé-
lille:
0<a<CC. (9.120)

Maéérita C ja kiytéa tehtdvan ratkaisussa jotain positiivisuusehdon (9.120) toteutta-
vaa arvoa. Madritéd ja piirrd myos elementtiratkaisun leikkausvoimajakauma.
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Luku 10

| aattaelementteja

Téama luku noudattaa edellisen luvun, eli palkkimalleihin perustuvien element-
tien esittelyn, kaltaista jaottelua. Ensin selvitetdan ohuen laatan mallia, jota
kutsutaan my6s Kirchhoffin laattamalliksi,! jonka jélkeen esitelldin keskimé-
raiset poikittaiset leikkausmuodonmuutokset huomioonottavaa laattamallia,
jota kutsutaan kehittelijoidensé mukaan my6s Reissnerin-Mindlinin laattamal-
liksi. Lopuksi esitelldan diskreetti-Kirchhoff-tyyppisid elementtejé, joiden ldh-
tokohta on Reissnerin-Mindlinin malli? ja joista saadaan Kirchhoffin mallin
mukaisia sopivien rajoitteiden asettamisella.

10.1 Kirchhoffin laattamalli

10.1.1 Kinemaattiset otaksumat

Aivan vastaavasti kuin ohuen palkin tapauksessa, ohuen laatan mallin perusotaksu-

mat ovat:
1. laatan keskipinnan normaalit sédilyvét suorina deformaation aikana,
2. laatan keskipinnan normaalit eivit veny ja

3. poikittaiset leikkausmuodonmuutokset ovat merkityksettomia.

Otaksutaan nyt laatan keskipinnan tasoksi xry-taso. Kaksi ensimméista otaksumaa
voidaan toteuttaa valitsemalla siirtymille u, v ja w seuraavat lausekkeet:

u(z,y,z) = 20,(x,y), (10.1a)
v(z,y,z) = —z20,(z,y), (10.1b)
w(z,y,2) = we(z,y), (10.1c)

jossa akselien x ja y ympari kiertdvét rotaatiot ovat 6, ja 6, ks. kuva 10.1. Huo-
maa, ettd oheiset linearisoidut lausekkeet voidaan kirjoittaa vain, jos kiertymét 6,

LGustave Robert Kirchhoff (1824-1887) julkaisi 1850 artikkelin, jossa ohuen laatan ongelma

esitettiin ensimmaista kertaa téaydellisesti formuloituna.
2E. Reissner 1945 ja R.D. Mindlin 1951
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196 LUKU 10. Laattaelementteja

ja 0, ovat pienid. Merkintojen yksinkertaistamiseksi jatetddn jatkossa keskipintaa
osoittava alaindeksi ¢ pois laatan taipuman w lausekkeesta.

Laattateoriassa kiytetdan usein kiertymille toisenlaista merkintatapaa. Maari-
tellasin kiertymit, katso kuva 10.1, 3

Bz = =0y, By = 0,. (10.2)
Télloin kinemaattiset otaksumat (10.1a) voidaan kirjoittaa muodossa
u(z,y,z) = —zB:(2,9), (10.3a)
v(z,y,2) = —zBy(z,y), (10.3b)
w(z,y,z) = wx,y). (10.3c)

Edella esitettyihin siirtyméotaksumiin perustuvat muodonmuutoskomponentit ovat

€z = % - _Zﬁx,xa (104&)
X
€, = g—z = —2By, (10.4b)
Ju Ov
Yoy = a_y + 8_x = —Z (Bx,y + By,af) ) (1040)
ou Ow
- 2477 — 10.4
Yzz 9z + Oz W x 617 ( 0 d)
ov  Ow
- LT — 8. 104
Vzy G + ay wy — By (10.4e)

Kirchhoffin laattamallin otaksuman 3 perusteella poikittaiset leikkausmuodon-
muutokset 7., ja 7., hévidvit, joten

W = Bz, Wy = ﬁyu (1O5>

ja lopulliset kinemaattiset yhtéalot ovat muotoa

u(z,y,z) = —2w,, (10.6a)
v(x,y,2) = —zwy, (10.6b)
w(z,y,z) = w. (10.6¢)

Ainoat nollasta eroavat muodonmuutoskomponentit ovat

€x = —2Wgzy = 2Ky, (10.7a)
€y = —2Wyy = 2Ky, (10.7b)
Yoy = —22W 4y = Zhyy, (10.7¢)
missé k, ja k, ovat keskipinnan kiyristymié ja r,, on vddntymi.*
3 Joissain lihteissd médritellidn 8, = 0, ja By = —0,.
1T HssH esityksessd kiytetiin “vidntymélle” midritelmis ry, = —2w 4y
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10.1. Kirchhoffin laattamalli 197

9, YA
V4
Yy
X 09[: By \{GX
0
-UX
<O

Kuva 10.1 Laatan deformaatio ja kiertyméasuureiden méaaritelmét

10.1.2 Virtuaalisen tyon yhtalo

Kirchhoffin laattamallin virtuaalisen tyon yhtalé on

1/

= /fc?wdAJr/(Vnéw—Mnéw,n)ds, (10.8)
A Iy

missd ['; on tasoalueen A reunakiyrdn osa, jolla on annettu reunakuormituksena
korvikeleikkausvoima V,, ja momentti M,. Korvikeleikkausvoiman lauseke on V,, =
Qn + M, ;. Laatan reunan osalla S, tunnetaan siirtymaét, eli

N[+

(020€z + 0y0€y + Tyy07Vay) dzdA

DO |+

w = W, Wy = Wy

, (10.9)

Integroimalla laatan paksuuden yli, muuntuu virtuaalisen tyon yhtéalo muotoon

/A (My0ky + M0k, + Myydky,) dA

= /féwdA—i—/ (Vdw — M, 6w,,)ds, (10.10)
A Ty

jossa taivutusmomentit M, M, ja vadntomomentti M,, maaritellddn kaavoilla
t

t
M, = /t 2o,dz, M, :/t zoydz, My, :/t 2Ty dz. (10.11)
T2 T2 T2

~+
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198 LUKU 10. Laattaelementteja

Otaksutaan laatassa vallitsevan tasojénnitystilan, joten jénnitykset saadaan lineaa-
risesti kimmoisan isotrooppisen materiaalin tapauksessa yhtaloistéa

o p=1—=|v 1 0 & v (10.12)
Tay 0 0 %(1 —v) Yoy

Huomaa, ettd tasojdnnitystilaotaksuma on ristiriidassa otaksuman 2 kanssa, joka
edellyttaisi tasomuodonmuutostilaa. Mikali nain valittaisiin, tulisi laattamallista lii-
an jaykka. Voidaan kuitenkin osoittaa, ettd kyseinen laattamalli on oikea redusointi
yleisestd kolmidimensioisesta jannitys- ja muodonmuutostilasta, ja laattamalli kon-
vergoi tata kohti, kun laatan paksuus pienenee.

Sijoittamalla tasomuodonmuutostilan yhtélot ja kinemaattiset otaksumat mo-
menttien maarittely-yhtaloihin saadaan niille lausekkeet

M, = D(ky+ vky), (10.13a)
M, = D(ky+vKy,), (10.13b)
M,y = 1D(1 = v)kyy, (10.13c)
missd D on laatan taivutusjaykkyys
Et?
D=——. 10.14
12(1 — v?) ( )
Otetaan kiayttoon kidyristymien ja momenttien vektorit Kk ja m:
K= ke Ky Kuy] , m=[M M, My,] . (10.15)
Laatan jannitysresultanttien ja kdyristymien vélinen yhteys on
m = DK, (10.16)
missa
1 v 0
D,=D|v 1 0 : (10.17)
00 3(1-v)

Virtuaalisen ty6 lauseke (10.10) saadan kompaktiin muotoon
/ dk"mdA = / k" DyrdA = / f5wdA+/ (Vdw — M,0w,,)ds.  (10.18)
A A A So

Tama voidaan kirjoittaa mycs muodossa
T

—5’11]711 1 v 0 —W zx
/ —O0W 4y D|v 1 0 —W 4y dA
A —20w,, 00 i(1-v) 2
= / fowdA + / (Vdw — M, 0w,,)ds. (10.19)
A So

Versio: kevit 2014



10.1. Kirchhoffin laattamalli 199

Otaksumalla elementtimenetelmén mukainen interpolaatio taipumafunktiolle
w= Nw"®, (10.20)

missd, w'® pitds sisilldin elementin vapausasteet, saadaan elementin jaykkyysmat-
riisiksi tutunnékoinen lauseke

K© = / BT D,BdA, (10.21)
Ale)

missa siirtymaé-kayristymamatriisi B on

_N,J:at
B=| -N, |. (10.22)
—2N ,,
jonka avulla voidaan lausua kiyristyméavektori
Kk = Bw'®. (10.23)

10.1.3 Ohuen laatan elementin yhteensopivuus- ja taydellisyysvaatimukset

Elementin koon pienentyessa verkkoa tihennettéessd ldhestyy taipuma elementin
alueella tilaa, joka koostuu jaykdnkappaleen liikkeesté ja vakiokaarevuustilasta. Va-
kiokaarevuustila on yksinkertaisin taipumamuoto, joka aiheuttaa laattaan muodon-
muutoksia. Paatellaan, ettd elementin taipumainterpolaation on toteutettava seu-
raavat taydellisyysvaatimukset:

e w:n taytyy sisdltda jaykankappaleen liikettd kuvaavat termit,
e ja taipuman approksimaation tulee pystya esittdméan vakiokaarevuustilat.

Ensimmaisen vaatimuksen perusteella w:n lausekkeen tulee siséltda termit
w = a1 + asx + asy. (10.24)

Toisen ehdon toteuttamiseksi tarvitaan lisdksi vahintdan toisen asteen termit, eli
yhteensa
W= ay + T + azy + agr® + aszy + gy’ (10.25)

Kuten Eulerin-Bernoullin palkkimallin tapauksessakin, on virtuaalisen tyon lausek-
keessa taipuman toisia derivaattoja. Yhteensopivuusvaatimus johtaa siithen, etté in-
terpolaatiofunktioiden on oltava C}-jatkuvia, eli itse funktion ja sen derivaattojen
tulee olla jatkuvia elementista toiseen.

Taydellisyysvaatimukset ovat ehdottomia. Sensijaan jatkuvuusvaatimuksia voi-
daan lieventéd, jolloin elementisté tulee ei-yhteensopiva eli ei-konforminen. Elemen-
tin on oltava kuitenkin numeerisesti stabiili ja konsistentti, jotta tulokset suppenisi-
vat kohti oikeita arvoja. Alhaisasteisiin polynomeihin perustuvien laattaelementtien
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200 LUKU 10. Laattaelementteja

Kuva 10.2 12 vapausasteinen suorakaide-elementti (ACM).

kehittdminen on osoittautunut hyvin hankalaksi tehtavéksi. Useimmat ohuen laatan,
eli Kirchhoffin laattamallin, elementit ovat ei-konformisia.

Ei-konformisten elementtien suppenevuusominaisuuksien todistaminen on han-
kalaa ja se sivuutetaan tésséa esityksessé.

10.2 Laattaelementteja historian lehdilta

10.2.1 Suorakaide-elementti

Erds ensimmaéisia laattaelementtejd on 12 vapausasteinen suorakaidelaattaclementti,
jota kutsutaan myos ACM-elementiksi kehittelijéidensd A. Adini, R. Clough (1961)
ja R.J. Melosh (1963) mukaan. Vapausasteina solmuissa ovat taipuma ja sen de-
rivaatat w;, w; ., w;, tai taipuma ja kiertymét koordinaattiakseleiden ympéri eli
Wy, Uz, 0,3, katso kuva 10.2. Téten taipuman interpolaatiossa on 12 termid, ja se
voidaan esittad seuraavasti

w:[l x oy 22wy vy 2 2%y ay? P 23y xy3}a:Pa, (10.26)

missd vektori a sisdltdd 12 yleistettyd vapausastetta a;,7 = 1,2,...,12. Lauseke
toteuttaa taydellisyysvaatimukset, mutta elementti ei ole yhteensopiva.
Esimerkiksi reunalla x = vakio taipuma on muotoa

w = Al + Agy + A3y2 + A4y3, (1027)

ja
w, = Ay + 2A3y + 3A49°, (10.28)
missd Ay, ..., A4 ovat vakioita, jotka voidaan méarittad kiinnittdmalla taipuman w ja
sen derivaatan w, arvot sivun paatepisteissda. Taipuma on siten jatkuva elementin
reunan yli. Sensijaan derivaatta w, on epédjatkuva reunan x = vakio yli. Derivaatta
W, on
w, = By + Boy + B3y + Byy?, (10.29)
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missd By, ..., By ovat vakioita. Neljan vakion B; mé&arittdmiseksi on kaytettavissa
vain kaksi ehtoa eli derivaatan w , arvot sivun paatepisteissa.
Muodostamalla kaavan (10.26) avulla w,w, ja w, solmuissa 1,...,4 saadaan yh-
teys
w® =Aa, a=A"'w, (10.30)

josta saadaan
w=PA 'w® = Nw©. (10.31)

Interpolaatiofunktiomatriisi N on muotoa
N - [ N1 N2 N3 "'N12 ] y (1032)

missd solmuun ¢ liittyvéit interpolaatiopolynomit ovat

Nyig = g(L+&E)A+mn) 2+ && +nm — & =), (10.33a)
Niioy = —15a&(1+&€)* (1 — &1+ mim), (10.33b)
Nai = —35bm:(1+ &&)(1+min)*(1 — min)- (10.33¢)

Interpolaatiomatriisia vastaava vapausastejérjestely on

1" (10.34)

[
’w():[uh Wiy Wiy W Wy Wy -+ Wi Whg Way
10.2.2 Bikuubinen suorakaide-elementti

Eras yksinkertaisimmista hyvin toimivista laattaelementeistd on bikuubinen, eli
BFS-elementti (F.K. Bogner, R.L. Fox, L.A. Schmit 1965), jossa on 16 vapausas-
tetta, neljd vapausastetta w;, w; ., w;, ja w; 4, jokaisessa neljassa nurkkasolmussa.
Interpolaatiofunktioina kiytetdédn ensimmaéisen asteen Hermiten polynomeja kum-
massakin suunnassa tulomuodossa. BFS-elementin taipuma on

w(z,y)=[ Ny No -+ Ny | w', (10.35)
missd solmuun 1 liittyvéit interpolaatiopolynomit ovat

Nt = Hoa(§)Ho(n), Ny = 5aH(§)Ho(n),

10.36
Ny = %bH01(€)H11(77)7 Ny = iaan(f)Hn(T)), ( )

ja vastaavasti solmuun 2 liittyvét interpolaatiopolynomit ovat
Ny = Ho(©Hu(n), Ne = LaHu(€)Ho(n), (10.37)

N; = 3bHe(S)Hu(n), Ns = jabHya(§)Hu(n),

jne.. Ensimméisen asteen Hermiten interpolaatiofunktiot ovat (méériteltynéd luon-
nollisten koordinaattien £ ja n avulla valilla (—1, 1)) yht&lsilla (9.16a).

Elementti toteuttaa vaadittavat yhteensopivuusvaatimukset ja hieman enem-
ménkin, silld myos sekaderivaatat w ,, ovat solmupisteissa jatkuvat, jonka perus-
teella elementtié joissain léhteissé luonnehditaan Cf ;-jatkuvaksi.
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w3

ﬁnzl

Kuva 10.3 Morleyn vakiokaarevuuselementti.

10.2.3 Morleyn vakiokaarevuuselementti

L.S.D. Morley on esittényt 1971 kuvan 10.3 kolmiolaattaclementin, jonka taipumaa
interpoloidaan funktiolla

W= oy + @ + agy + aux® + asry + gy’ (10.38)

Lauseke (10.38) on yksinkertaisin taipuman muoto, joka toteuttaa taydellisyysvaa-
timukset. Taipuman toiset derivaatat ovat vakioita, mistd johtuen myos momentit
ovat vakioita elementin alueella.

Elementin vapausasteet ovat taipumat wq, ws ja ws sekd kiertymét S,4, Bns ja

Bne, missé,
ow
p on i ( )
ja n on reunan normaalin suuntainen koordinaatti.
Ketjusddnnon mukaan
0 0
Wy = Wy 4wy 22 (10.40)

w —_—
’ on Yon’

eli
W = Wy +Wyny, = (0 + 2047 + asy)n, + (a3 + a5 + 2a6y)ny,. (10.41)

Elementin reunasuoran yhtalé on

y=Cix+ Cs (10.42)
ja reunalla taipuma on
w= Ay + Ayx + Az2?, (10.43)
seka, 5
w
— =B +B 10.44
6n 1+ 20, ( )

missé Ay, Ag, A3, By ja By ovat vakioita.
Tietylla reunalla voidaan kiinnittdd paétypisteiden taipumien arvot ja reunan
keskipisteen kiertymén arvo, eli saadaan kolme ehtoa, jotka eivit kuitenkaan riita
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viiden vakion maarittamiseen yksikésitteisella tavalla. Padtelldan, etta sekd taipuma
w ettd deriaatta w,, eli 0 muuttuvat yleensa epajatkuvasti elementisté toiseen.

Morleyn elementti voidaan johtaa monella tavalla, ehké elegantein tapa on kéyt-
tad diskreetti-Kirchhoff kondensaatiota, katso harjoitustehtévia luvun lopussa.

10.2.4 Muita kolmioelementteja

Téaydellinen kolmannen asteen polynomi sisdltda 10 termié, joten 9-vapausasteisessa
kolmiolaattaelementtissi (taipuma ja kiertymét solmuissa) on jokin kolmannen as-
teen termeista jatettava pois.

Varhaisessa laattaelementtien kehitysvaiheessa kiytettiin mm. seuraavia lausek-
keita:

w=[1 2 y 2 y* 2* 2% 2y* ¥ |, (10.45)

ja

2 3

w:[l r oy 22 xy y? 2 2%y + xy? y?’}a. (10.46)
Ylemmasta kaavasta puuttuu termi zy ja elementti ei pysty esittdméaan vakiovaan-
totilaa kunnollisesti. Alempi yritelmaé ei ole koordinaattien suhteen isotrooppinen, ja
elementin konvegenssiominaisuudet ovat huonot. Myos tietyille elementin muodoille
yhtéléryhma

w® = Aa (10.47)

tulee singulaariseksi.
Geometrisesti isotrooppisia interpolaatioita saadaan alakoordinaattien avulla.
Zienkiewicz on esittédnyt seuraavanlaiset interpolaatiofunktiot (liittyen solmuun 1):

Ny = L+ L3Ly+ LiLy — L1 L — L L3, (10.48a)
Ny = —y1o(L2Ly + YLy LyLs) + ysy (LsL? + L1y Ly L), (10.48b)
N3 = —29(LiLy + L1 LyLs) + 213(LsLi + 1L, Ly Ly), (10.48c¢)
missa
Tij = Ty — Ty, Yij = Yi — Yj- (10.49)

Solmuihin 2 ja 3 liittyvat interpolaatiofunktiot muodostetaan samalla tavalla. Tai-
puman interpolaatio ei ole Cj-jatkuva silld normaaliderivaatta w, ei ole jatkuva,
joten elementti on epékonforminen.

Mikéli solmupisteparametreiksi sallitaan korkeampia derivaattoja kuin ensim-
méiset, on kiertyméyhteensopivuuden aikaansaaminen helpompaa. Mikéli kolmion
kédrkisolmujen vapausasteiksi valitaan

w dw dw Pw FPw Pw
"ox’ Oy’ 02’ dxdy’ Oy?’

(10.50)

saadaan elementti, jossa olisi 18 vapausastetta. Mikili elementtiin lisattaisiin kol-
me vapausastetta, esimerkiksi sivujen keskipisteiden normaaliderivaatat, saataisiin
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interpolaatioksi taydellinen viidennen asteen polynomi, joka sisaltaé 21 termia. Tal-
laiseen elementtiin paatyiviat vuoden 1968 tienoilla seuraavat elementtitutkijat: J.H.
Argyris, 1. Fried, D.W. Scharpf (1968), K. Bell (1969), W. Bosshard (1968), B.M.
Irons (1969) ja W. Wisser (1968).

Mikéli elementin taipuman normaaliderivaatan lauseke (neljattéd astetta) rajoi-
tetaan kuubiseksi saadaan kolme rajoitetta, jolloin elementtiin jia 18 vapausastetta,
eli kuusi jokaiseen solmuun.

Useita muita samankaltaisia konformisia elementtejé on esitetty, joiden vapausas-
teina on taipuman korkeampia derivaattoja kuin ensimmaiset. Télldiset elementit
ovat kuitenkin ‘epdmukavia’; silld reunaehtojen antaminen mutkistuu ja materiaa-
liominaisuuksien ja/tai paksuuden epédjatkuvuuden huomioonotto on hankalampaa.

10.3 Reissnerin-Mindlinin laattamalli

10.3.1 Elementin formulointi

Poikittaisilla leikkausmuodonmuutoksilla on merkitysta paitsi paksun homogeeni-
sen laatan tapauksessa myos esimerkiksi kerroslaatan tai sandwich-laatan tapauk-
sissa. Yksinkertaisin poikittaiset leikkausmuodonmuutokset huomioonottava laatta-
malli saadaan, kun otaksutaan laatan keskipinnan normaalien pysyvén suorina mut-
ta ei vilttaméatta kohtisuorassa deformoitunutta laatan keskipintaa vastaan. Tama
ns. Reissnerin-Mindlinin laattamalli on yksidimensioisen Timoshenkon palkkimal-
lin vastine laatoilla. Kinemaattisesta otaksumasta seuraa siirtymékomponenteille
lausekkeet (10.3a)

U(.T,y,Z) = —Zﬁm(fb’,y), (1051&)
v(x,y,2) = —zBy(z,y), (10.51b)
w(r,y,2) = wa,y). (10.51c)

Reissnerin-Mindlinin laattamallin nollasta eroavat muodonmuutoskomponentit ovat

€ = % = —2Ba (10.52a)
€ = g—z = —2ZByy; (10.52b)
Yoy = g—z + g—; = =2 (Bey + Bya) » (10.52¢)
Vow = g—z + g—: =Wy — ba, (10.52d)
Yoy = % + g—t; =wy — fy. (10.52¢)

Kéyristymévektori k£ maéaritellddn kuten Kirchhoffin laattamallin tapauksessa

"= [ =Bow —Buy —(Boy+Bua) " (10.53)

n:[mx Ky HKay
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Tamaén lisdksi tarvitaan myos keskiméaréisten poikittaisten leikkaumuodonmuutos-
ten vektori

S [P (10.54)

Momenttien ja kdyristymien valilla patee yhteys
m = Dyk, (10.55)

ja leikkausvoimien sekd keskiméaaraisten liukumien vélinen yhteys on

_ _ ) @ _ 10
q= Dy, q_{Qy}’ Ds_th{O 1}, (10.56)

missé k on leikkauskorjauskerroin. Leikkausjéannitysresultantit méaritellaan kaavoilla

N[+
-

0, — / CTedz, Q= / ez, (10.57)
) 2
Reissnerin-Mindlinin laattamallin virtuaalisen tyon yhtélé on
2
2
/A /_1 (020€z + 0y0€y + Tuy0Vay + Tuz0Vaz + Ty207y:) dzdA

2

= / fowdA + / (Qnéw — M5B, — M,,5683)ds. (10.58)

A So

Integroimalla laatan paksuuden yli muuntuu se muotoon
/ (chs'%x + Myé"{y + Mxyd"{'my + Qmavmz + Qyévyz) dA
A
= / fowdA + / (Qnéw — M08, — M,63,)ds. (10.59)
A So

Toisin kuin Kirchhoffin laattamallissa, on virtuaalisen tyon yhtélossa (10.59) vain
ensimmaisia derivaattoja. Téaten funktioille w, 3, ja B, riittda vain Cy-jatkuva inter-
polaatio, jotta yhteensopivuusvaatimukset toteutuisivat. Otaksutaan nyt, ettd seké
taipumaa etta kiertymié interpoloidaan samanasteisilla polynomeilla, eli n-solmuisen
elementin tapauksessa voidaan kirjoittaa

w = Z Nyw;, By = ZNzﬂm‘, By = Z NifByi. (10.60)
i=1 i=1 i=1
Elementin mielivaltaisen pisteen kdyristymévektori on
_Bx,x n 0 _Ni,a: 0 W;
k=9 By (=D_|0 0 Ny |{ B . (10.61)
—Boy = Bya =110 =Ny —Nig Byi
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eli .
k=Y Byw (10.62)
i=1
missa
e T

Poikittaiset leikkausmuodonmuutokset voidaan kirjoittaa muotoon

n W;
1

U},y — /By — NLy _Nz
¢ Byi
eli .
v=> B,w?. (10.65)
i=1
Elementin osuus sisédisen virtuaalisen tyon lausekkeessa voidaan kirjoittaa siten
muodossa L
e T e e e
> bw (Kz()]) + K(z) w', (10.66)
i=1 j=1

missé elementin jaykkyysmatriisin taivutuksesta ja leikkauksesta solmuihin 7 ja j
aiheutuvat termit ovat

K} = / B D,B,;dA, K'Y = / BT D,B,;dA. (10.67)
A A
Paksun laatan mallin tapauksessa on helppo muodostaa isoparametrinen ele-
mentti. Geometriaa voidaan interpoloida samoilla funktioilla kuin siirtymasuureita-
kin aivan vastaavaan tapaan kuin jo esitetyissid kaksidimensioisissa tehtévissa (lam-
monjohtuminen, levytehtévd). Osuudet (10.67) ovat siten laskettavissa kaavoilla

1 1 1 1
K} = /l/leTiDbBijdﬁdn, K'Y = /l/lBgDsstJdgdn, (10.68)

joissa siirtymé-muodonmuutosmatriiseissa olevat derivaatat globaalien suuntien suh-
teen lasketaan kaavoilla (4.165).

Sandwich-laattoja voidaan analysoida Reissnerin-Mindlinin laattamallilla. Line-
aarisesti kimmoisalle ohutkuoriselle isotrooppiselle sandwich-laatalle voidaan johtaa
matriisit:

0 Glte+t)2[1 0

0 , D,=—~“ 17~ [ } , (10.69)
1 te 0 1
5(1—v)

missd E, v ovat pintakerroksen kimmovakiot, G on ytimen leikkausmoduuli ja ty, %,

Ets(t.+t5)?
p, - Pl 2f)
2(1—1?)

o] =
O = ]

ovat pinta- ja ydinkerroksen paksuudet, katso kuva 10.4.
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z E. v
_Ltf
xay G :]:tc
ty
E. v t

Kuva 10.4 Ohutkuorinen sandwich-laatta.

10.3.2 Numeerinen integrointi

Integraalit kaavoissa (10.68) lasketaan numeerisesti Gaussin menetelmaélld. Alhaisas-
teisia interpolaatiofunktioita kiytettdessia tarkka integointi tuottaa elementin, joka
on liian jaykka ohuen laatan tapauksessa. Ilmictd nimitetddn leikkauslukkiutumi-
seksi ja se on aivan analoginen Timoshenkon palkkielementin lukkiutumisen kanssa.
Laatan ohentuessa jaykkyysmatriisin leikkaustermi toimii sakkofunktion tapaan ja
pakottaa poikittaiset leikkausmuodonmuutokset nollaan, jolloin taipuman ja kierty-
métermien samanasteisesta interpolaatiosta johtuen taipuman on myd6s havittéava.

Téaydelld integroinnilla, joka méaaritelménsa mukaan tuottaa tarkan tuloksen suo-
rakaiteen muotoisille sdédnnollisille elementeille, rajoitusehtoja poikittaiselle liuku-
malle tulee liian paljon ja elementtiverkko lukkiutuu. Taméan valttdmiseksi sovel-
letaan elementin leikkaustermiin redusoitua integrointia. Elementin kiyttaytymista
voidaan myos parantaa kiayttamalld uudelleen maariteltyja, korvaavia interpolaatio-
funktioita poikittaisille liukumille.

Redusoidun integroinnin ongelma on, ettd se tuottaa elementtiin nollaenergia-
muotoja, jotka voivat levitd elementisté toiseen ja tuhota ratkaisun. Témén vuoksi
sovelletaan ns. selektiivista eli valikoivaa ali-integrointia, jossa taivutuksen osuus
jaykkyysmatriisissa integoidaan tarkasti ja vain leikkaukseen liittyvat termit ali-
integroidaan. Selektiivinen menettely tuottaa stabiilimman jaykkyysmatriisin, jon-
ka rangi on suurempi kuin téysin ali-integroidun elementin.

Eriitd Lagrangen ja Serendip-tyyppisiin interpolaatiofunktioihin perustuvia ele-
menttejd on esitetty taulukossa 10.1. T.J.R. Hughes ja M. Cohen ovat esittineet
vuonna 1978 Heterosis-elementin, jossa taipumaa interpoloidaan 8-solmuisen ele-
mentin Serendip-muoto/-funk/-ti/-oilla ja kiertymille kdytetdén toisen asteen La-
grangen polynomeja, eli 9-solmuista interpolaatiota.

Bilineaarinen nelisolmuinen elementti toimii kunnollisesti puhtaassa taivutukses-
sa sekd redusoidulla, ettd selektiiviselld integroinnilla. Taydelld 2x2-integroinnilla
poikittaiset liukumat eivit mene nolliksi Gaussin pisteissd puhtaassa taivutuksessa.
Paksuuden t pienentyessa ldahes kaikki muodonmuutosenergia on virheellista leik-
kausenergiaa, taivutusmuodonmuutos lahestyy nollaa ja elementti lukkiutuu, katso
kuva 10.5.

Yhdeksédnsolmuinen elementti toimii oikein puhtaassa taivutuksessa integroimis-
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Taulukko 10.1 Reissnerin-Mindlinin laattamallin elementtejé.

Elementti integrointi liuvkuman mekanismien
tyyppi K, K, raj.ehdot lukuméara

bilineaarinen redus. 1x1 1x1 2 4
4 solmua selekt. 2x2 1x1 2 2
12 vap. ast. taysi  2x2  2x2 4 0
bikvadraatt. redus. 2x2 2x2 8 4
9 solmua selekt. 3x3 2x2 8 1
27 vap. ast. taysi  3x3 3x3 18 0
Serendip redus. 2x2 2x2 8 1
8 solmua selekt. 3x3 2x2 8 0
24 vap. ast. taysi  3x3 3x3 18 0
Heterosis
9 solmua selekt. 3x3 2x2 8 0
26 vap. ast.

1 x 1 integrointi 2 x 2 integrointi

Kuva 10.5 Bilineaarinen elementti puhtaassa taivutuksessa.

menetelmésta riippumatta. Koska taipuma w on toisen asteen polynomi, liukuman
.. asettaminen nollaksi pakottaa elementtiin puhtaan taivutuksen, kuva 10.6a. Ku-
van 10.6b elementissé taivutusmomentti muuttuu lineaarisesti x:n funktiona. Line-
aarisesti muuttuvaa momenttia vastaa ohuen palkin tai sylinteriméisesti taivutetun
ohuen laatan tapauksissa kolmannen asteen polynomin mukainen taipuma, jota kva-
draattinen elementti ei pysty esittdméin, vaan kuvan 10.6b tapauksessa w = 0 ja 3,
muuttuu parabolisesti. Yhdeksénsolmuinen Lagrangen elementti pystyy esittdméaén
tamén tilan kunnollisesti vain, jos jaykkyysmatriisin osa K, integroidaan redusoi-
dusti 2x2 Gaussin kaavalla.

Kahdeksansolmuinen elementti toimii luotettavasti vain pienilla laatan tukivélin
ja paksuuden suhteen L/t arvoilla.

Kuvassa 10.7 on esitetty tasaisesti kuormitetun ja jaykésti tuetun neliclaatan
keskipisteen taipuman arvoja Kirchhoffin laattamallin antamaan arvoon verrattu-
na suhteellisen paksuuden ¢/L funktiona. Tulokset on laskettu 10x10 verkolla kiy-
tettdessa bilineaarista interpolaatiota ja 5x5 verkolla bikvadraattisilla elementeilla
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zZ, W

Yox =0 zZwW

YZXZO

| \‘
4 —= (o)

Kuva 10.6 Kvadraattinen elementti: (a) puhdas taivutus ja (b) lineaarisesti
muuttuva talivutusmomentti.

1.6
1.4 -
1.2
We 1/ A o AN
e stab MITC4 A—
08 I Q4-F -—
‘ Q4-SRI =<—
Q8-F =
0.6 - Q8-SRI +—
Q9-F o—
Q9-SRI —+—
0.4 ' | !
10712 1079 1076 1073 1071
t/L

Kuva 10.7 Tasaisesti kuormitetty jaykasti tuettu laatta: tasajakoinen 10x10
(bilineaariset elementit) tai 5x5 verkko (bikvadraattiset elementit).
Elementtimenetelmén antama keskipisteen taipuma w, verrattuna
Kirchhoffin laattamallin keskipisteen taipumaan w,.. SRI= selektii-
vinen ali-integrointi ja F on téysi integrointi.

analysoituna.

Jotkut ratkaisut kuvassa (10.7) hajaantuvat pienilld suhteen t/L arvoilla. Ilmi6
atheutuu siitd, ettd matriisin K¢ termit tulevat numerollisesti paljon suuremmiksi
kuin matriisin K, alkiot suhteen t/L pienentyessd, jolloin luvun esitystarkkuudes-
ta riippuen K ,:n alkioiden merkitys K ;:n alkioiden rinnalla katoaa. Hajaantuminen
voidaan valttaa kayttamalla stabiloituja elementteja kuten Timoshenkon palkkimal-
lin yhteydessa. Télloin poikittainen liukuma tulee vaarin lasketuksi, mutta silld ei
ole muutoinkaan merkitystd ohuiden laattojen tapauksessa.

Viaaristyneen elementtiverkon vaikutus on esitetty kuvassa 10.8. Sisdsolmupistei-
den koordinaatit on siirretty 0.01L:n etdisyydelle ideaalista paikasta satunnaiseen
suuntaan. Standardi isoparametristen elementtien huono kiyttaytyminen on veildkin
dramaattisempaa kuin kuvassa 10.7.
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1.2
1.1}
1/ A
0.9 F \
W
< 08F
We
0.7  stab MITC4 A—
Q4-SRI <
0.6 Q8-SRI —+—
Q9-SRI —+—
0.5 L QQ—F >
0.4 ' ' '
10712 107? 1076 1073 101

Kuva 10.8 Tasaisesti kuormitetty jaykésti tuettu laatta: viéristetty 10x10 (bi-
lineaariset elementit) tai 5x5 verkko (bikvadraattiset elementit).
Elementtimenetelmén antama keskipisteen taipuma w, verrattuna
Kirchhoffin laattamallin keskipisteen taipumaan w.. SRI= selektii-
vinen ali-integrointi ja F on téysi integrointi.

10.3.3 Reissnerin-Mindlinin laattaelementtien mekanismit

Siirtymatilan kuvaamiseen on kiytetty samoja interpolaatiofunktioita kuin levye-
lementissd ja redusoidun integroinnin tuottamat nollaenergiamuodot ovat saman-
tapaisia kuin isoparametrisilla vastaavanlaisiin interpolaatiofunktioihin perustuvilla
levyelementeilld. Laatan tapauksessa voidaan nahda vastaavuus

u=—20; ja v =—z0,. (10.70)

Bilineaarisen laattaelementin redusoidun 1x1-integroinnin nollaenergiamuodot
on esitetty kuvassa 10.9. Selektiivisen integroinnin tapauksessa nollaenergiamuotoja
ovat kuvan 10.9 muodot (a) ja (b). Vaantoon liittyvd muoto (a) ei ole yhteenso-
piva naapurielementtien vastaavan muodon kanssa, joten se ei esiinny kahdesta tai
useammasta elementistd koostuvassa verkossa. Mekanismeja voidaan kontrolloida
numeerisesti samaan tapaan kuin levyelementeissa.

Kvadraattisten laattaelementtien redusoidun ja selektiivisen integroinnin tuot-
tamat mekanismit ovat samanlaisia kuin vastaavien levyelementtien nollaenergia-
muodot. Yhdeksansolmuisella elementilld on redusoidun integroinnin tapauksessa
kolme muuta mahdollista mekanismia, joista kaksi ovat samoja kuin levyelementin
mekanismit ja kolmas on maéritelty yhtalolla

u=v=20 ja w =3 — & —n?. (10.71)
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Kuva 10.9 Nelisolmuisen laattaelementin 1x1-integroinnin mekanismit.

Yy, v 3 , Yy, v 3 ,
1 W;
W,yi
w,:vi
2
zZ,w T, Uu

Kuva 10.10 Klassisen DKT-elementtikonstruktion alkuperéiset vapausasteet.

Tamé mekanismi ei ole mahdollinen Heterosis-elementissi, koska termid £2n? ei ole
taipuman w interpolaatiossa.

10.4 DK otaksumaan perustuvat elementit

Ohuen laatan elementin konstruoinnissa kohdattuja vaikeuksia voidaan kiertdé, jos
Kirchhoffin laattateorian otaksumista seuraavat rajoitusyhtalot

eli
Wy = Pa ja wy =0y, (10.73)

vaaditaan toteutumaan tietyissa pisteissé eli diskreetisti elementissd. Muodonmuu-
tokset méaaritelladn Reissnerin-Mindlinin laattamallin kaavoilla, jossa taipuma w ja
kiertymét (3, ja [, ovat toisistaan riippumattomia. Diskreettien rajoitusyhtaloiden
huomioonottamisen jilkeen ne tulevat toisistaan riippuviksi.

Idean Kirchhoffin rajoitteiden pisteittéisesté soveltamisesta ovat esittédneet G.A.
Wempner (1968), G.A. Wempner, J.T. Oden, D.K. Cross (1968), J.H. Stricklin, W.
Haisler, P. Tisdale, K. Gunderson (1969), G.S. Dhatt (1969).
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Yhdeksanvapausasteista diskreettiin Kirchhoffin otaksumaan perustuvaa element-
tid nimitetdan DKT-elementiksi (Discrete-Kirchhoff-Triangle).

DKT-elementin muodostamisvaiheet esitetdén lyhyesti seuraavassa. Olennainen
vaihe on poikittaisten leikkausmuodonmuutosten asettaminen nollaksi tietyissd pis-
teissd. Samalla periaattella muodostetaan muut diskteettiin Kirchhoffin otaksumaan
perustuvat elementit.

Kiertymié f, ja /3, (kuva 10.10) interpoloidaan kuten Reissnerin-Mindlinin teo-
riaan perustuvissa elementeissé taipumasta w riippumattomasti kaavoilla

6 6
Be = NiBui, By = NiByi, (10.74)
i=1 i=1

missa
Ny = Li(2L; - 1) Ny, = 414115
Ny = Ly(2Ly — 1) Ny = 4L5L5 (10.75)
N3 = L3(2L3—1) Ng = 4L314

ovat alakoordinaattien L; avulla lausutut kvadraattiset interpolaatiofunktiot. Kier-
tymévapausasteita on siten yhteensa 12. Taipuman w otaksutaan muuttuvan sivua
pitkin koordinaatin s suunnassa kolmannen asteen polynomin mukaisesti. Tamaén
perusteella voidaan laskea derivaatta w ;. Esimerkiksi sivulla 2-3

U)|523 = H01(8>’w2 —+ H11(8>’w752 -+ H()Q(S)U)g -+ ng(S)’w753, (1076)

missa H;;:t ovat Hermiten kuubiset interpolaatiopolynomit. Derivaatta w s solmussa
5(s=0) on

Wes = ——— W9 — iwﬂ + ng - iw7s3- (1077)
23

Samoin voidaan masrittadd w g4 ja w .

Muunnoskaavoilla

{ W, }: { Co?¢ singb]{ Wy }’ (10.78)
W e —sing cos @ W,y

missé ¢ on reunan normaalin ja x-akselin vilinen kulma (kuva 10.10), voidaan méaa-
rittdd w s derivaattojen w, ja w, avulla solmuissa 1,2 ja 3. Talloin derivaattojen
Woea, W g5 ja W 4 madrittelykaavojen oikeat puolet saadaan lausutuiksi solmujen 1,2
ja 3 vapausasteiden w, w , ja w, avulla. Rotaatioiden f3,, 8, interpolaatiokaavoissa ja
derivaattojen w s, w 5, W 4 kaavoissa on yhteensé 12-+9 = 21 vapausastetta: (5, 5)
solmuissa 1,...,6 ja (w, w ,, w,) solmuissa 1,2 ja 3. Elementin vapausasteiksi halutaan
taipuma w ja derivaatat w ,, w , nurkkasolmuissa. Kaksitoista vapausastetta (3, )

solmuissa 1,...,6 on sen tdhden lausuttava vapausasteiden (w,w,, w,);,7 = 1,2,3
avulla. Talloin sovelletaan seuraavia rajoitusyhtaloita:
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1. Poikittaiset leikkausmuodonmuutokset 7, ja v,. ovat nollia solmuissa 1,2, ja
3, eli
Bm‘ = w,m-, Byi = wm, 7= ]_, 2, 3 (1079)

2. Poikittainen leikkausmuodonmuutos 7,, on nolla solmuissa 4,5 ja 6, eli
Bsi = W i, i =4,5,6. (10.80)
Sovellettaessa kaavoja (10.80) tarvitaan muunnoskaavoja (10.78).
3. Kiertyméa £, muuttuu lineaarisesti elementin sivua pitkin s:n funktiona, eli
Bus = 5(Wn1 +Wa2),  Bus = 3(Wn2+Was),  Bus = 5(Wns+wp). (10.81)
Soveltamalla rajoitusehtoja (10.79), (10.80) ja (10.81) saadaan yhtdloryhma

[ Ber Byt Baz -+ DBye }T =T [ W1 Wz Wy Wz -+ Wys }T (10.82)

jonka avulla solmujen 1,...,6 kiertymét 3, ja 3, saadaan lausutuksi nurkkasolmujen

vapausasteiden w;, w ,; ja w,,; avulla.
Elementin jaykkyysmatriisin muodostamiseksi sovelletaan ensin Reissnerin-Mindlinin

laattamallin kaavoja

u=—20, ja v=—z0, (10.83)
" ( Ou )
€ - B
€y = a—y =—z By.y (10.84)
Yay du v By + Bya
( dy Oz )
josta
( Bt
€x Niz 0 Npyy 0 -+ Ngo O By
€ = —=2| 0 Ny 0 Ny -+ 0 Ngy Buz 3,
Vay Niy Niz Noy Nop --+ Ngy Neg :
( Bys )
e = —zBgw}). (10.85)

Matriisin B g muodostamisessa tarvitaan alakoordinaattien derivoimiskaavoja.
Virtuaalisen tyon yhtélon perusteella saadaan muodonmuutosenergian variaa-
tioksi (oletetaan kimmoinen materiaalilaki) elementille e:

SU® = de" DedV. (10.86)
v (e)
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Suorittamalla integrointi laatan paksuuden yli saadaan

T
SUC = dwl) K ws), (10.87)
missa
K3 = ()B%DbBﬁdA. (10.88)
Ae

Laatan kimmomatriisi D} on jo alemmin mééritelty kaavassa (10.17). Muunnoskaa-
van (10.82) perusteella saadaan DKT-elementin jaykkyysmatriisiksi

K©=T"KY'T. (10.89)

Talldinen menettely on suoraviivainen ja helppo ohjelmoida. Laskentatyon kannalta
on suotavaa suorittaa muunnos (10.82) jo muodonmuutos-siirtymé-matriisiin B,
jolloin

B = BT, e =—zBw'®, (10.90)

ja jaykkyysmatriisi muodostetaan operoimalla suoraan 3 x9-matriisilla B eikd 3x12-
matriisilla Bg.

DKT-elementti voidaan ajatella koostuvan péaillekkéin pinotuista kvadraattisis-
ta kolmiolevyelementeistd, joita sitovat toisiinsa jaykéit laatan paksuussuuntaiset
sauvat nurkissa ja liséiksi sidosehdot (10.80) ja (10.81).

Homogeenisen vakiopaksuuksisen laatan tapauksessa kolmen pisteen integroimis-
kaava antaa tarkan tuloksen jaykkyysmatriisin laskennassa. Jaykkyysmatriisin ter-
mien eksplisiittinen muodostaminen analyyttiselld integroinnilla on my6s mahdol-
lista. Kun siirtymésuureet on laskettu saadaan muodonmuutokset kaavasta (10.90)
ja jannitykset kimmomatriisin vélitykselld kaavasta o = De .

Koska taipuma on maééaritelty ainoastaan reunaviivoilla, aiheuttaa tdmé epésel-
vyyden konsistentin kuormavektorin muodostamisessa, kun elementin alueella on
jakautunut painekuorma. Kaytannossa riittévaksi on kuitenkin osoittautunut kuor-
man jako taipumavapausasteille lineaaristen interpolaatiofunktioiden avulla.

Samalla idealla voidaan muodostaa myos nelisolmuinen elementti DKQ (Disc-
rete Kirchhoff Quadrilateral). Sen kédyttdytyminen ei ole kuitenkaan osoittautunut
yhté hyvaksi kuin DKT-elementin. DK-elementteihin voidaan lukea myos sellaiset
elementit, joissa on integraalirajoitteita, esimerkiksi vaaditaan liukumien havidmi-
nen keskiméaaréisesti elementin alueelta. Maininnan arvoisia ovat B.M. Ironsin ja P.
Lyonsin kehittelemét elementit, joista kiinnostunut 16ytéaa seikkaperaiset kuvaukset
ldhteesta [6]

10.5 Toinen DK-elementtien johtotapa

DKT-elementin ekvivalentti vastine voidaan konstruoida hieman helpommin kéyt-
tden taipumalle w lineaarista interpolaatiota elementin alueella ja ottamalla leik-
kausmuodonmuutoksen rajoiteyhtdlo huomioon keskiméaraisesti elementin sivuilla.
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Talla tavoin voidaan késitelld my6s nelikulmioelementtia, joten johdetaan seuraa-
vassa analyyttiset lausekkeet kolmisolmuisen kolmioelementin ja nelisolmuisen ne-
likulmioelementin kiertymien interpolaatiofunktioiksi. Kutsutaan elementteja DKT
ja DKQ elementeiksi vaikka oikeammin ehké pitéisi kirjoittaa IKT ja IKQ (Integral
Kirchhoff Triangle/Quadrilateral).

Elementin taipumaa w interpoloidaan lineaarisilla (kolmio) tai bilineaarisilla (ne-
likulmio) funktioilla, kun taas kiertymille kiytetdan kvadraattista (kolmio) tai su-
pistettua bikvadraattista (nelikulmio) interpolaatiota, joka mukavuussyistd valitaan
hierarkiseksi. Interpolaatio voidaan siten kirjoittaa muodossa

w o= Y Nu (10.91a)
i=1

Be = > (NiBui+ NauvilABui), (10.91b)
i=1

By = Z(NiﬁymLNnHAﬁyi), (10.91¢)
i=1

jossa n on elementin solmujen lukumé&éréd (3/4) ja merkinté i+ tarkoittaa solmua i
seuraavaa solmua elementin reunaa pitkin positiiviseen kiertosuuntaan kierrettaessa.
Kolmioelementin tapauksessa kiytetaén siis funktioita

N; = L, (10.92a)
N3, = 4L;L;,, i=1,23. (10.92Db)
kun taas nelikulmioelementille

Ni = & +nm), (10.93a)
Nupi = 5(1=mi€" = &m”) (4 &g +mapim), i =1,...,4. (10.93b)
Huomaa, etta télla tavoin maéaritellyille hierarkisille muodoille N3 ;, Ny ; indeksin ¢
voidaan ajatella viittaavan myos elementin sivun numeroon. Téll6in sivu ¢ on solmus-
ta ¢ solmuun ¢+ oleva elementin reunan osa. Kuvaan 10.11 on piirretty elementtien

solmukonfiguraatiot ja solmujen seké sivujen numerointi.

Otetaan kayttoon merkinnét 7i; ja §;, jotka tarkoittavat elementin sivun ¢ nor-
maalin ja tangentin suuntaisia yksikkovektoreita, jotka voidaan maéaritelld lausek-
keilla

l; = cosdyi +sing;j, 8 = — sin¢yi + cos ¢iJ, (10.94)
jossa ¢; on r—akselin ja sivun normaalin 77; vélinen kulma. Kulman sini ja kosini

maaraytyvat solmujen aseman perusteella seuraavasti

sing, = - Lt (10.95a)

cosg, = T+ _Yi (10.95b)
(10.95¢)
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<Si
i+

Kuva 10.11 DK-elementtien solmukonfiguraatiot ja merkinnét.

jossa €; = \/(ziy — ;)2 + (yiy — y;)? on sivun ¢ pituus. Sivun normaalin ja tangentin
suuntaisille yksikkovektoreille kiytetadn myos merkintaé

| cos¢; o — sin ¢;
n; —{ in 6, }, S; —{ 05 }, (10.96)

samaten kuin S-kiertymista koostuvalle pystyvektorille

- (1-(2)

Huomaa, etté 3 ei ole fysikaalinen vektori, joten sitd ei merkitd ylanuolella. Mikéli
kayttaisimme todellisia kiertymia 6 voitaisiin kirjoittaa

0=0,i+0,]. (10.98)

Elementissé on nyt 5n vapausastetta, jotka pitdéd redusoida méaaraéan 3n, jolloin
elementin jokaisessa kérkisolmussa on kolme vapausastetta (w;, By, 3y,). Tarvitaan
siten 2n rajoiteyhtalod, eli kaksi rajoitetta sivua kohden, jotka ovat:

e sivun ¢ suuntainen leikkausmuodonmuutos v, haviaa keskiméaraisesti, eli

/( : Vsids =0, 1=1,...,n (10.99)
st

e kiertymi 8,; = 37 m; muuttuu lineaarisesti elementin sivua pitkin s:n funktio-
na, joten

AﬁiTnl- = c0s ¢; APy + sin ;ABy; = 0. (10.100)

Huomaa, ettd —f,; kuvaa todellista kiertyméa tangenttivektorin §; suunnassa, eli
Otetaan kayttoon lyhennysmerkinnéat C; = cos ¢; ja S; = sin ¢;. Leikkausmuo-
donmuutoksen ~v,; lauseke on

Vi = W, g5 — Bsi = W, s; — /BTSi- (10-101)
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Sivun normaalin suuntainen kiertymé [, on toisen asteen polynomi pitkin reuna-
viivaa 7, eli

5(1— ()B! si + s(1+ OBl s+ (1—C)AB s;
= 38/ (B;+ By +248) + 58] (8, — Biy)C — sT ABC?, (10.102)

jossa ¢ on sivua pitkin mééritelty luonnollinen koordinaatti ( = 2s/¢;. Taipuman
derivaatta sivun suunnassa on vakio

Wi = tuz%w (10.103)
Leikkausmuodonmuutoksen +,; lauseke on siten
Ysi = Goi + 91iC + g2iC>, (10.104)
missa
o — wi+£i— w; 1sT(B, + B, +248,), (10.105a)
g = —1s7(8,— B..) (10.103b)
g = s, AB;. (10.105¢)
Rajoitteesta (10.99) seuraa
/5(6) Vsids = 34 /11(90i + g1C + g2:CP)d¢C = 0 (10.106a)
= 90;+ 35921 =0, (10.106b)
= T gsl (8,4 By +248) + 35T AB =0, (10.106¢)
= SZTA@ = %710”&_ - %SzT</Bz +Bit)- (10.106d)
Rajoiteyhtdlot (10.99) ja (10.100) muodostavat téten yhtéloparin
ni AB; = 0, (10.107a)
sTAp, = 57 sl (Bt ) (10107b)

kutakin sivua kohden hierarkisten kiertymévapausasteiden eliminoimiseksi. Ratkai-
semalla esimerkiksi AfS,; yhtalostd (10.107aa) ja sijoittamalla se yhtdloén (10.107ab)
saadaan ratkaisuksi

%ﬁ(wwr —w;) + %Si [Ci(Byi + Byiv) — Si(Bai + Beiv)], (10.108a)

2

Aﬁm = -

|2

)

)
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joka voidaan kirjoittaa lyhyesti vektorimuodossa

A, = [ sl B (10.109)

Kiertymien interpolaatiofunktioiksi saadaan siten seuraavat lausekkeet:

n

Si
Be = z; {Nzﬂm‘ + Ny {_%Z(MH —w;) + 28, [Ci(Byi + Byiv) — Si( Bai + &H)]}}
= 32( _ Npsi — S_Z:Nn+i—) wi

n

_'_Z Nz_% 52 n+z+52 n+i— )] ﬁ:m

+5 Z (SiCiNpyi + Si-Ci- Npi) Byi (10.110)
i=1
By = Z {Nlﬂyi + Noyi {%g_(ww —w;) + %Si [Ci(Byi + Byir) — Si(Bui + &H)]}}

i=1
yge’ Ci_
= gz <£ nti T, Nn+i—) W;
+% (SiCiNpyi + Si—Ci_Npyi) Bai

i=1

+Z [N; = 3 (C?Npii + CZNpsin)] Byis (10.111)

jossa on kiytetty merkintdd i— tarkoittamaan solmua i edeltdvad solmua positiivi-
seen suuntaan kierrettéessa. Korostettakoon vield, ettd kiertymille johdetut lausek-
keet patevit sekéd kolmisolmuiselle kolmioelementille etté nelisolmuiselle nelikulmio-

elementille kunhan interpolaatiofunktioina N; ja N,.; kiytetdan joko lausekkeita
(10.92a) tai (10.93a).

10.6 Laatan reunaehdot

Laatan reuna voi olla jaykasti kiinnitetty, vapaa tai vapaasti tuettu. Tavallisesti tuen-
tatapa on erilainen laatan reunan eri osissa. On my0s syytda huomata, ettd reunaeh-
dot klassisen Kirchhoffin laattamallin ja keskimééraiset leikkausmuodonmuutokset
huomioonottavan Reissnerin-Mindlinin laattamallin vélilla ovat erilaiset. Kirchhof-
fin laattamallissa laatan jokaisella reunanosalla voidaan antaa tdsmalleen kaksi reu-
nachtoa, kun taas Reissnerin-Mindlinin mallissa niitd on kolme.

Laattamallien reunaehtotapaukset on koottu taulukkoon 10.2.
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Yy,v

X,u

Kuva 10.12 Laatan reuna: (a) siirtymésuureet, (b) voimasuureet.

Taulukko 10.2 Laatan reunachdot. Korvikeleikkausvoima V,, = @, + M, .

jaykka vapaa, vapaasti vapaasti
kiinnitys ~ reuna  tuettu (1) tuettu (2)

Kirchhoffin w =0 M, =0 w =
laattamalli 3, =0 V,=0 M, =0
Reissnerin- w=20 M, =0 w=20 w =20

Mindlinin 6,=0 M,s,=0 M,=0 M, =
laattamalli B, =0 Q.,=0 M,s =0 Bs=0

Taulukosta 10.2 havaitaan, ettd Reissnerin-Mindlinin mallilla on kaksi mahdolli-
suutta vapaasti tuetun reunanosan reunaehdoille. Ensimméista tapausta (1) kutsu-
taan pehmedksi- ja jalkimmaéisté (2) kovaksi reunaehdoksi.

Jaykka kiinnitys estaé kaiken liikkeen reunalla. Vapaalla reunalla solmuvapausas-
teet ovat madraaméattomia ja pysyvat osana tuntemattomia solmupistevapausastei-
ta. Reunaehdot vapaasti tuetulla laatanosalla ovat osoittautuneet mutkikkaammiksi
ja niitd selostetaan seuraavassa.

Klassisessa Kirchhoffin laattateoriassa ehto w = 0 pitkin reunaa implikoi valtta-
métta ehdon B, = 0, silla v, = 0. Téaten ohuelle vapaasti tuetulle laatalle voitaisiin
olettaa saatavan hyvid tuloksia kiytettdesséd klassisen laattamallin reunaehtoja (2)
riippumatta siitd onko elementin tyyppi Kirchhoff, diskreetti Kirchhoff tai Reissner-
Mindlin. Néin onkin asianlaita, mikéli laatan reunat ovat suoria ja eri reunanosat
kohtaavat toisensa suorassa kulmassa, kuten esimerkiksi suorakaidelaatassa.

Erityisesti, mikali kiyraviivaisia vapaasti tuettuja reunoja approksimoidaan suo-
rasivuisilla elementeilld, johtaa klassisen teorian vapaasti tuettu reunaehtototapaus
2 vaikeuksiin. Talléin reunaehdon s = w = 0 asettaminen elementtien reunasol-
muissa johtaa vilttdmatta myos ehtoon w, = 0. Taten elementtiverkkoa tihennet-
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// \\
— —
—_— —
—_— —=
—
= o = x
= 30 =
e =03 =
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Kuva 10.13 Vino laatta.

Taulukko 10.3 Laatan reunachdot elementtimenetelméassa.

jaykka vapaa vapaasti
kiinnitys  reuna  tuettu (pehmed)

w=20 M, =0 w =10
58:0 ano MnSZO

tdessd saadaan aikaan jaykasti tuettu reunaehtotapaus. Toisin sanoen, ratkaisuna
saadaan oikea tulos mutta vairalle ongelmalle.

Toisena esimerkkind mainittakoon kuvan 10.13 vinon laatan tapaus. Mallinnet-
taessa laatta tasaisella 14x14 elementtiverkolla saadaan keskipisteen taipumaksi
noin 20 % liian pieni arvo, kun reunaechtona kiytetadn klassista vapaan reunan eh-
toa (2). Mikdli reunachdot muutetaan vastaamaan vapaasti tuetun reunan ehtoja
(1), saadaan keskipisteen taipuma noin 3 % tarkkuudella.

Esimerkeistd voidaan siis paatella, ettd klassisen laattamallin vapaasti tuetun
reunan reunaehdot jaykistavat litkaa elementtimallia, kun mallin reunan sisdiset kul-
mat ylittdvéat arvon 7/2. Onkin suositeltavaa, etta elementtimenetelmén yhteydessa
kéytettaisiin taulukossa 10.3 esitettyja reunaehtoja laattaelementin tyypista riippu-
matta.

10.7 Esimerkkeja

Esimerkki 10.1 Reissnerin-Mindlinin laattamallin virtuaalisen tyon yhtdlo
on (jaykdsti tuettu laatta)

/ (Mméﬁx + Myéﬁy + Mxy(;’imy + Q:B&sz + Qyér}/zy) dA = / f(SU}dA,
A A
(10.112)
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missa

Vzy

— B,z M, = D(ky+vry),

—Byy; My, = D(ky+ vkyg),

_Bm,y - ,By,m, Mmy = %(1 - V)D”:vya
W e — ,8:1:, Q:v = Gtr)/zma
Wy — /Bya Qy = Gt'Yzya

(10.113)

ja missd D on laatan taivutusjiykkyys ja t laatan paksuus. Johda mallin Fu-

lerin yhtadlét.

Kirjoitetaan momenttien lausekkeet siirtymasuureiden ja materiaalivakioiden

avulla auki

/A {D [ (Bos + 1By.y) 5Bes + (Byuy + Boa) 5By

"’%(1 —v) (ﬁr,y + 5?;,:1:) (5/83:,3/ + 55@;,:1:)]

+Gt [ (wz

— Ba) (B — 682) + (wy — fy) (Bury — wy)] }dA ~ [ @oaan

Koska virtuaaliset muutokset dw, 63, ja 63, ovat mielivaltaisia, saadaan kolme

yhtaloa

/ et

— Bo) Sw g + (wy — By) Swy|dA = /A fowdA, (10.115a)

/A {D[(ﬂm +VByy)0B
+3(1 = 1) (Bay + By )6y
-Gt (w,m — Bz) 551}(1"4 = 0

/A {D [(&MJ + V/Bx,x)(sﬁyy
+%(1 - l/)(,@x,y + 5y,:v)6/8y,m]
~Gitluwy - 5.)38, a4 = 0.

(10.115b)

(10.115¢)

Sovelletaan vasemman puolen integraaleihin osittaisintegrointia ja Gaussin

lausetta
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/AGt (W — Be) 0w, + (wy — By) dw | dA

[ 6t 5 lwa = 860l + 3w, ~ 8, 0l b aa

_ / GE[(W 0 — Bon )W + (10,4 — By )] dA
j{Gt — Bz)ng + (w,y — By)ny] dwds

—/ Gt (W 2z + W gy — Boz — Byy) OWdA.
A

(10.116)
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Koska taipuma on annettu koko reunalla on taipuman variaation oltava nolla
reunakéyrilld, jolloin yhtdlostd (10.115aa) saadaan

/ (GH(V - B — Aw) — f]owdA =0, (10.117)
A

B:{ g: } (10.118)

ja V- on divergenssi- ja A Laplacen operaattori. Koska virtuaalinen siirtymé-

missé on merkitty

kenttd on mielivaltainen, on oltava

Gt (V-8 — Aw) = f. (10.119)

Vastaavalla tavalla késitellaan myos toinen ja kolmas yhtéald. Naytetdan mal-
liksi vain variaatiosta ¢, seuraavan yhtalon johto:

/A (D (B + vByy)5B00 + 31— 1) By + By )Bs]
CGl(wy — Be)6Bs YA
0 0
= [ D S B 4 98,0080 4 50 = ) (B + 08,0961 | d
A X
- / D [5@‘,@‘@‘ + V/Bywy + %(1 - V)(ﬁx,yy + ﬂy,xy)] 5/8di
/ Gt(w 5 — B)6BedA = 0

/ {D[AB: + 51+ v)(Bywy — Beyy)] — Gtwz — Bs) } 68,414 20)

Kysytyn Reissnerin-Mindlinin laattaprobleeman Eulerin yht&lot ovat siten

Gt(V-B—Aw) = f, (10.121a)
D[AB + 11+ 1) (Byay — Boy)] + Gtwy — B;) = 0, (10.121b)
D [ABy + 3(1+ 1) (Buwy — Byan)] + Gtwy — B,) = 0, (10.121c)

reunaehdoilla w = 8, = 8, = 0.

Huomaa, ettéd pyorittelyissd on otaksuttu laatan taivutusjaykkyyden vakioi-
suus.

Esimerkki 10.2 Fdellisen esimerkkitehtdvan Fulerin yhtdlot muodostavat kol

men yhtilon systeemin kolmen tuntemattoman funktion w, B, ja B, ratkaise-
miseksi. Eliminoi yhtdldistd rotaatioiden B, ja By, osuus, jolloin saadaan se-
paroitua yhtdlo jossa esiintyy ainoastaan taipuma w.
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Derivoidaan puolittain yht&lo (10.121ab) z:n suhteen, ja vastaavasti yht&lo
(10.121ac) y:m suhteen, josta seuraa

0
D [%Aﬂm + %(1 + V)(ﬂy,ya:a: - /Bx,xyy):| + Gt(w,xx - /Bx,x) = (mlea)

0
D | 88, 4 40+ 1) Bry ~ Byaes)| + Gl = By) = (1220
Lasketaan ylla olevat yht&lot puolittain yhteen
D (AByz+ AByy) + Gt(Aw -V - 3) =0, (10.123)

eli
DAV -3+ Gt(Aw -V -38) =0. (10.124)

Operoidaan yhtalo (10.121a) puolittain Laplace operaattorilla
Gt(AV - B — AAw) = Af, (10.125)

josta ratkaisemalla AV - 8 ja sijoittamalla yht&lo6n (10.124), samoin kuin
ratkaisemalla V - B yhtalosta (10.121aa) ja sijoittamalla tamé myos yhtaloon
(10.124) saadaan

DAAw = f — %Af. (10.126)

Huomaa, ettéd ylla oleva yhtalo ei riitd ratkaisemaan Reissnerin-Mindlinin laat-
taprobleemaa.

Esimerkki 10.3 Ratkaise oheinen laattatehtivi kayttden kuvan elementti-
verkkoa ja Reissnerin-Mindlinin laattamalliin perustuvaa bilineaarisesti inter-
poloitua elementtii (bilineaarinen interpolaatio sekd taipumalle ettd rotaatioil-
le). Integroi jaykkyysmatriisin taivutustermit 2 x 2 pisteen Gaussin kaavalla ja
leikkaustermit yhden pisteen Gaussin kaavalla. Kdytd hyviksesi symmetriaa.
Laatta on kaikilta sivwilta jaykdsti tuettu jo kuormituspaine on vakio koko laa-
tan alueella.

4 3 w; = Be1=By1 =0
wy = Bro =By =0
Wy = Bea = PBya =0
513:5y3:0
)
1 2
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Elementtimenetelmé pohjana oleva virtuaalisen tyon yhtélo on

/ (My0ky + Myoky + Myydkgy + Qz0Vz0 + Qydyzy) dA = / fowdA.
A A

(10.127)
Nyt on tukemistavasta, symmetriasta ja kiytetysta elementtijaosta aiheutuen
keskipinnan normaalin kiertymét nollia kaikkialla, eli

Bu =By =0. (10.128)

Téaten virtuaalisen tyon lauseke supistuu muotoon
Gt/ (W 20w g + w yow ,)dA = / fowdA. (10.129)
A A

Symmetrian nojalla riittdé tarkastella vain yhté elementtid. Ottaen reunaeh-
dot huomioon on taipuman interpolaation pelkéstdan

w = Ngwg, (10.130)
missa
Ny =11+&(1+n). (10.131)
Derivaattojen muunoskaavat ovat

0 20 0 20

g _=29 —Z -z ; A=1f2 10.132
or  Log gy Loy v dd=alidn, (10.132)

jolloin ratkaistavaksi yhtaloksi saadaan

1 1 1 1
Gt / / (N3¢ + N3, )dédnws = 5 fL* / / N3dédn, (10.133)
—-1J-1 —1J-1

eli
1,1 1,1
Gt [ [ dlaen?+ o dednus = sz [ [ aroandsan
(10.134)
Suorittamalla ‘ali-integrointi’ eli kiyttdmalld Gaussin yhden pisteen kaavaa
(paino w =22 =4,£ =n =0), saadaan

1Gtws = 1 fL? (10.135)
Josta ratkaisu on
—fL2 (10.136)
Wa = . .
PTGt

Havaitaan, ettéd kyseinen elementtiverkko on aivan liian harva kuvaamaan ky-
seisellé elementilla ja laattamallilla taivutustilaa. Momentit ovat tietenkin nol-
lia koko alueessa koska rotaatiot haviédvat, leikkausvoimat saadaan nyt lausek-

keista
Gt

2
Q: = Gtw,, = GtzN37§ = E(l +n)ws =1 fL(1+n), (10.137)
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ja vastaavasti

2
Qy = Gtw,y = Gt=N3, = %(1 + 8wy = L1 +E). (10.138)

Elementtien keskipisteissd saadaan siten arvot

Qs =Qy=3/L. (10.139)

10.8 Stabiileja Reissnerin-Mindlinin-laattamallin elementteja

10.8.1 Johdanto

Luvussa 10.3 esitetyt elementit ovat enemmén tai vihemmaén epaluotettavia. Vali-
koivasti ali-integroitu Lagrangen tyyppinen elementti on epéluotettava siiné esiinty-
van nollaenergiamuodon takia, Serendip- ja Heterosis- tyyppiset elementit lapaisevét
tdman minimivatimuksen, mutta eivit ole stabiileja. Tama stabiiliuden puute nékyy
erityisen selvasti leikkausvoiman heilahteluina epésdannollisten elementtiverkkojen
yvhteydessa. Naille elementeille ei voida osoittaa leikkausvoiman virheen suppene-
mista.

Tarkastellaan seuraavassa 1980-luvun puolivélin jalkeen laattaelementtien formu-
laatiossa tapahtunutta kehitysta. Talla hetkella on kiytettavissa joukko Reissnerin-
Mindlinin malliin perustuvia elementteja, jotka eiviat lukkiudu ohuen laatan rajata-
pauksessa, ja joille voidaan osoittaa optimaalinen konvergenssi kaikille siirtymé- ja
jannitysresultanttisuureille.

10.8.2 Arnoldin ja Falkin epdkonformi elementti

D.N. Arnold ja R.S. Falk [37] ovat esittaneet yksinkertaisen epdkonformin kol-
miolaattaelementin, jolle he myos osoittivat optimaaliset konvergenssiominaisuudet.
Téassé elementissd taipumaa kuvataan epédkonformilla lineaarisella interpolaatiolla
joka on jatkuva elementin sivujen keskipisteissa, eli

w = (Ll —+ L2 — L3)’UJ4 —+ (LQ —+ L3 — Ll)U}5 + (Lg + L1 — LQ)U}6, (10140)

missd L;:t ovat alakoordinaatit. Kiertymid f3,, 5, interpoloidaan lineaarisilla inter-
polaatioifunktioilla joita on tédydennetty kuubisella kuplamuodolla, joka tdssd on
otettu hierarkiseksi

Bi = L1Bi1 + Lafio + LsBis + 27L1 Lo LsAB7, (10.141)

missd ¢ = x tai y. Kiertymien interpolaatio on siten konformi. Elementin solmukon-
figuraatio ja vapausasteet on esitetty kuvassa 10.14.
Leikkausmuodonmuutos lasketaan elementin keskiméaréisten kiertymien avulla

Vir = w; — B, (10.142)
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(ﬁxa By)B (617 ﬁy)?;

We Ws

(gxaﬁy)l '11;4 (53&76@/)2 (ﬁvamﬁy)l 154 (B'xaﬁy)Q

Kuva 10.14 Stabiili RM-mallin epakonformi laattaelementti ja sen modifikaatio.

missa 1
B = —— dA. 10.143
/8 A(e) A(e) /B ( )
L. Franca ja R. Stenberg [43| ovat esitténeet elementistd muunnoksen, jossa kier-
tymien interpolaatiossa ei tarvita kuubista kuplamuotoa. Sen sijaan leikkausvoima

on laskettava stabilointitekijalla
1
1+a(h/t)?

kerrottuna, missd « on positiivinen vakio, h elementin karakteristinen mitta ja ¢

(10.144)

laatan paksuus, siis
kGt

@i=17 a(h/t)?

Téaten jaykkyysmatriisi voidaan integroida yhden pisteen kvadratuurilla, ja ndin saa-

(w; — Bi). (10.145)

vutetaan huomattava séasto jaykkyysmatriisin kokoamistyossa. Téassa nakyy myos
kiertymén kuplamuodon ja stabilointitekniikan tietynlainen ekvivalenttisuus, katso
kappaletta 9.2.5.

Elementilld tehtyjd numeerisia laskelmia on esitetty ldhteissé [42] (alkuperdinen
formulaatio) ja [?] (modifioitu versio).

10.8.3 Stabiloidut MITC-elementit

Konformien taipuman ja kiertymien suhteen tasa-asteisesti interpoloitujen Reissnerin-
Mindlinin laattaelementtien kehittdminen on osoittautunut hankalaksi. K.-J. Bathe
on 1980-luvun puolivélissa esittdnyt idean leikkausmuodonmuutosten laskemiseksi
[39], [40]. Tdm& kokonainen elementtiperhe tunnetaan lyhenteellda MITC, joka tulee
sanoista: Mixed Interpolated Tensorial Components.® Alkuperiinen elementti toimii
hyvin suorakaidegeometrioissa, mutta sen epastabiilius tulee esiin epasdannéllisessé
verkossa. Epéstabiilius voidaan kuitenkin poistaa stabilointitekniikalla, jolloin saa-
daan optimaalisesti suppenevat elementit.

5Nimen muodostumiseen lienee vaikuttanut professori Bathen toimipaikka: Massachusetts
Institute of Technology.
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Tarkastellaan seuraavassa vain elementtiperheen kahta alhaisasteisinta element-
tid, eli lineaarista kolmio- ja bilineaarista nelikulmioelementtia. Mikéli seurattaisiin
elementtien alkuperaistd formulointia, tarvittaisiin tensorianalyysin tietoja; tdma
ei ole kuitenkaan valttamatontéd, vaan seuraavassa esitetdéan télle ekvivalentti tapa
konstruoida alhaisasteisten elementtien modifioidut interpolaatiofunktiot.

MITC elementtiformulaation idea on laskea leikkausmuodonmuutos modifioi-
duista kiertymien interpolaatiofunktioista siten, ettéd leikkausmuodonmuutos v, ele-
mentin reunaviivalla on samanasteinen polynomi kuin taipuman gradientti tdssa
suunnassa. Lineaariselle ja bilineaariselle elementille tdméa merkitsee leikkausmuo-
donmuutoksen vakioisuutta. Tama vakiokomponentti asetetaan yhtasuureksi ele-
mentin reunan keskipisteesséa alkuperaisista interpolaatioista lasketun leikkausmuo-
donmuutoksen arvon kanssa.

MITC elementti konstruoidaan seuraavasti. Taipumalle ja kiertymille kdytetdan
tavanomaista interpolaatiota

w=Y Nawi,  B=> Nifui,  By=> Nify (10.146)
=1 =1 =1

Liséksi leikkausmuodonmuutoksen maéarittamiseen tarvittaville kiertymille otaksu-
taan oma interpolaatio ja merkitdén sitd yldindeksilla S (Huomaa: tété interpolaa-
tiota kiytetddn vain leikkausmuodonmuutosta laskettaessa) :

BE=N"NBE, BI =Y N (10.147)
i=1 =1

Yhtéloissd (10.146) ja (10.147) N;:t ovat lineaariset alakoordinaateissa lausutut tai
bilineaariset interpolaatiofunktiot ja n on elementin solmujen lukuméaéré (3 tai 4).
Uusi kiertymésuureiden interpolaatio (10.147) lisdéd elementin vapausasteita kuu-
della (kolmio) tai kahdeksalla (nelikulmio) eli kahdella vapausasteella sivua kohden.
Nama voidaan eliminoida kahdesta ehdosta:

e leikkausmuodonmuutos on vakio elementin reunalla ¢, eli
Yoi = W — 8B = vakio, (10.148)

e ja yhtédsuuri alkuperiisista interpolaatioista lasketun leikkausmuodonmuutok-
sen kanssa elementin reunan keskipisteessi, eli

w,—s1B° =w,— s B((=0). (10.149)
Tama ehto voidaan lausua myos integraalin avulla, eli

[ wasieyas = [ (we-sl)as

stvu 1 stvu 1

= /sZ (B°—=B)ds = 0. (10.150)

SiVU 1
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Sivun i tangentin suuntaista yksikkévektoria merkitidn s;:11d, s7 = [-S; C;], katso
lukua 10.5.

Ehto (10.150) voidaa kirjoittaa yleisemméssid muodossa

/ s? (B° — B) wds, (10.151)
stvu 1
missd w on elementin reunalla maéritelty painofunktio, joka on astetta al-
haisempi kuin taipuman ja rotaatioiden interpolaatiopolynomit. T&téa ehtoa
kéytetddin konstruoitaessa korkeampiasteisia MITC elementtejd. Koska tar-
kasteltavana on ollut vain lineaarinen/bilineaarinen elementti, painofunktio
on vakio, eli w = 1.

Leikkausmuodonmuutoksen lauseke reunalla ¢ on ennen rajoitteen (10.148) huo-
mioonottoa lineaarinen lauseke sivun suuntaisen dimensiottoman koordinaatin (
suhteen:

= w3 OB+ A~ 585+

+ [CiBy = Byiy) — Si(B — B2 Q} (10.152)

Leikkausmuodonmuutosta koskevat ehdot (10.148) ja (10.149) elementin sivulla ¢
ovat siten seuraavat:

—Si(B5y — Bo) + Ci(Byy — BS) = 0, (10.153a)

—Si(B5 + BS) + Ci(By +B5) = —Si(Buix + Bui) + Ci( Byis + Byi). (10.153b)

Yht#lot (10.153a) muodostavat systeemin 2n tuntemattoman 32; ja 5@ ratkaisemi-
seksi. Vahennetddn yhtédlo (10.153aa) yhtélostd (10.153ab), jolloin saadaan:

—SiB5 + CiBy, = 2 [CiByix + Byi) — Sil Brix + Bai)] - (10.154)

Yhtélon oikealla puolella on sivun ¢ keskipisteen kiertymaén fy; lauseke, joten voidaan

kirjoittaa
—S;85 + CiBs; = Byi(0), (10.155)
missé
B4i(0) = £ [Ci(Byiy + Byi) — Si(Baiv + Bui)] - (10.156)
Vastaavasti laskemalla yhtalot (10.153aa) ja (10.153ab) puolittain yhteen saadaan:
—SiBy + CiBlyy = Bai(0). (10.157)

Yhtalot (10.155) ja (10.157) ovat voimassa kaikilla sivuilla i, joten ne voidaan kir-
joittaa myts muodossa (sivujen i ja i— osalta)

—Siﬁfi+cz‘5i = B.i(0),
—S;_ B2 + Ci_ 5; = Bsi-(0).
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Yhtéloryhmén ratkaisu on

1
S - . i _ i i
i Dz [leﬁsz«)) Czﬁszf (0)]
= 2}), [Ci—Ci(Byix — Byiz) + CiSi—Buiz + DifBui — Ci—SiBy:+)(10.1584)
1
W= [5-8ui(0) = SiBi-(0)]
= 2})' [Si-Si(Brie = Briv) + Si-CiByir + DiByi — SiCi—B,i-](10.158b)

missa
D, =C;S;,_ — S;,C;_. (10.159)

Leikkausmuodonmuutoksen laskemiseen tarvittavien kiertymien interpolaatiot
ovat viimein

n
S E S
=1

1< Ci.S; Ci_S;_
- N N, — N ,

Ci——ci— Czcz-‘r
+ <TNZ_ — DH_ NH—) 6yi:|7 (10160&)

n
S _ E S
/By - NZ yi
=1

1 - SZ',,CZ', CZSZ
= 3 Z |:(Nz + N — +Ni+) Byi
i=1

D, D,
SitS; Si__S;_
N, — N;_ ) Bail. 10.160b
" ( o o ) 5 ] (10.160b)
Merkintd ¢ — — tarkoittaa sivua i— edeltdvaa sivua.

Kolmi- tai nelisolmuisen stabiloidun MITC elementin virtuaalisen tyon lauseke
on siten

/ |: - Mxéﬁx,x - Myéﬁy,y - Ma&y(éﬁﬂmy + 56@17%‘)
A
+Q. (6w, — 56%) + Qy(ow,, — 565) dA

= / féwdA +/ (Qnow — M3, — M,083,)ds, (10.161)
A

So
ja missé leikkausvoimat maédritetdan lausekkeista
kGt S

kGt
S(we — B7), Qyzm(w,y— )

O = Tt

(10.162)
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missd a on positiivinen stabilointivakio ja h on elementin karakteristinen mitta,
esim. suurimman sivun pituus. Momentit méaaritetdan tavanomaiseen tapaan. Ele-
mentin jaykkyysmatriisi voidaan integroida tarkasti, eli nelisolmuisen elementin ta-
pauksessa 2 x 2 pisteen Gaussin kaavalla ja kolmioelementin tapauksessa kolmen
pisteen kaavalla. Kolmioelementti toimii my6s ali-integroituna, eli yhden pisteen
kvadratuurilla laskettuna.

Elementille on johdettu optimaaliset suppenemisnopeusestimaatit 1ahteessa [41].
Numeerisia tuloksia elementin kiyttaytymisestd 10ytyy mm. lahteista [48], [49]. Ku-
vaan 10.15 on piirretty leikkausvoimajakauma vapaasti tuetun (kova) nelitlaatan ta-
pauksessa laskettuna valikoivasti ali-integroidulla nelisolmuisella elementillda (SRI)
ja nelisolmuisella stabiloidulla MITC elementilld. Laatta on kuormitettu tasan ja-
kautuneella paineella, joka vaikuttaa laatan keskelld L/8 x L/8 kokoisella nelidalu-
eella. Kuvasta nahdaan selvisti SRI elementin epéastabiilius, joka tulee esiin kiytet-
tdessd epasadnnollistd elementtiverkoa. Koska kyseessd on kova vapaa tuentatapa
ei Reissnerin-Mindlinin laattamallissa esiinny reunahéiriéta (katso liitettd ?7), voi-
daan tarkkana ratkaisuna pitda Kirchhoffin laattamallin ratkaisua. Kuva on julkaistu
ldhteessa [49].

10.8.3.1 Stabilointiparametrien fysikaalinen tulkinta

Timoshenkon palkkimallin stabilointivakiolle saatiin fysikaalisesti mielekés tulkinta
luvussa 9.2.5.2. Samaa menettelytapaa voidaan soveltaa myos laattoihin.

Merkitaan kayristymien ja kiertymien yhteytta kuvaavaa kinemaattista operaat-
torimatriisia symbolilla L. Sen adjungantti on tasapaino-operaattori L*. Operaat-
toreiden L ja L* esitys karteesisessa koordinaatistossa on

- 5 -
o7 ] 9
0 N T
L=—| 0 @ : L' = ) é : (10.163)
2 il dy O
|y Ox |
Leikkausvoimat q = [Qw,Qy]T voidaan lausua momenttitasapainoyhtédlon avulla
muodossa
q=L*"m =L*D,LGB = L. (10.164)

Merkitdaan kiertymévektorin lineaarista osaa ja kuplamuotoa seuraavasti

B=p,+AB. (10.165)

Tasapainoyhtéloiden keskimédrainen toteutumisehto on

/( )(q — L*m)dA = . [D,(Vw — B° — AB) — L*D, L(B, + AB)] dA =0,
! ! (10.166)
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SRI

stab MITC

.0 X 5 .0 X 5

Kuva 10.15 Leikkausvoimajakauma ((Q),) vaakasuoralla symmetrialinjalla las-
kettuna SRI (ylhdalld) ja stabiloidulla MITC elementilld (alhaal-
la) Sédnnollinen (vasemmalla) ja epésédnnollinen (oikealla) 16 x 16
elementtiverkko ja laatan suhteellinen paksuus on ¢/L = 0.01. Pis-
teviiva on tarkka ratkaisu. Kuva lahteesté [49].

eli

/ (D, + L*D,L)ABdA = D, (Vw — B3%)dA. (10.167)
Ale) Ale)

Merkitdédn elementin nurkkasolmuihin liittyvien vapausasteiden pystyvektoria
u(®):1la ja kiertymien kuplamuodon vapausastevektoria Au(®:lla ja AB =N Au'®).
Yhtélon (10.167) ratkaisu voidaan kirjoittaa matriisimuodossa seuraavasti

Aul® = C71Su'?, (10.168)
missa matriisi C on

C={ (D,+L*D,L) N dA (10.169)
Ale)

Leikkausvoimat méaaritetadan keskiarvoistamalla yhtalostéa
q = D,I1,(Vw — B8° — AB) = D,(B,(0) — pC~'8)u®, (10.170)

missé [y on projektio vakiofunktioksi ja jonka arvo on p operoituna kiertymén kupla-
muotoon. Leikkausmuodonmuutokseen liityvan B matriisin keskiarvoa on merkitty
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symbolilla B,(0). Télléin § = A® D, B,(0) ja leikkausvoimalle saadaan
qg= (I -pA“D,C"D,B,(0)u'?, (10.171)

missd. A on elementin pinta-ala ja I 2x2 yksikkomatriisi. Leikkausjdykkyyden
redusoitu muoto on siten

D: = (I —-pA®D,C™")D,. (10.172)

Esimerkki 10.4 Johdetaan nelisolmuisen elementin stabilointiparametrien ar-
vot suorakaidegeometriassa. Parametreina ovat laatan sivusuhde ja ortotroop-

pisen materiaalin kimmovakioiden suhde.

Nelisolmuisen elementin matriisi C' on diagonaalinen suorakaidegeometrias-
sa. Otaksutaan lineaarisesti kimmoinen ortotrooppinen materiaalilaki ja tilan-
ne, jossa materiaalin symmetriasuunnat yhtyvét koordinaattiakselien suuntiin.
Otetaan kiyttoon seuraavat lyhennysmerkinnét:

G G
xi2 = (1- V12V21)E—112’ x13 = (1— V12V21)E—113,
Gas Es
= (1-— —_— = —. 10.173
X23 (1 — vi9v21) B, (0 £ ( a)

Elementin pitkdn z-akselin suuntaisen sivun mitta on h ja y-suunnassa eh.
Redusoitu leikkausjaykkyysmatriisi saadaan ilman likimaaraistyksid muotoon
(1+ O‘mz(h/t)Q)_l

0
Df = D, 10.174
° 0 (14 ayz(h/1)*) 7 ( )

missé

kx13 kxos3

_— = 10.175
1+ x1287% Yuz X12 + e—? ( )

Qgy =

Isotrooppiselle materiaalille ja nelion muotoiselle elementille a-parametrit ovat
yhtésuuria ja niilld on arvo o« = k(1 — v)/(3 — v), joka siten vaihtelee rajoissa
0.1667 < a < 0.3125 suppeumaluvun muuttuessa valilla % > vy > 0. Mikali
suppeumaluvulle valitaan arvo 0.3 on stabilointiparametri 0.216, mika vastaa
melko hyvin ldhteissa [58] ja [49] esitettyd taipuman nelidvirheen suhteen opti-
maalista stabilointiparametrin arvoa (katso kuvaa 13 ldhteessé [58] ja kuvaa 7
lahteessa [49]).

Stabilointiparametrin riippuvuus elementin sivusuhteesta € on esitetty kuvas-
sa 10.16a isotrooppiselle materiaalimallille seké kimmokerrointen suhteesta
ortotrooppiselle materiaalille neligeometriassa kuvassa 10.16b.

Edella esitetty menettely stabilointiparametrin arvon eksplisiittiseksi maarit-
tdmiseksi on hyvin riippuvainen kiertyméan kuplamuodon valinnasta. Puut-
tumatta kysymykseen stabilointiparametrin optimaalisesta arvosta, antanee
menettely kuitenkin hyvaksyttavéan fysikaalisen tulkinnan sen luonteesta.
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0.25 0.25 I
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Kuva 10.16 Stabilointiparametrien a,., o, riippuvuus (a) elementin sivusuh-
teesta e, isotrooppinen materiaali v = 0.3, (b) ortotrooppisen ma-
teriaalin tapauksessa kimmokertoimien suhteesta ¢ = Ey/Fy, ole-
tettuna vs = o = 0.3, G2 = G135 = Gag = F5/2.6, nelielement-
ti.

10.8.4 Yleinen stabilointitekniikka Reissnerin-Mindlinin laattamallin
elementeille

Edellisessa luvussa tarkasteltiin yksityiskohtaisesti lineaarista- ja bilineaarista ele-
menttid. Johdetaan seuraavaksi yleinen formulaatio stabiileille Riessnerin-Mindlinin
laattamallin elementeille lahtemalld laattamallin tasapainoyhtaldisté, jotka ovat

L'm—-q = 0, (10.176a)
~V-.q = f, (10.176b)

jotka voidaan konstitutiivisen lain ja kinemaattisten relaatioiden avulla kirjoittaa
muodossa

L'D,LB - D,(Vw—8) = 0, (10.177a)
—V-[D,(Vw—8)] = 0. (10.177b)

Systeemissa on kolme yhtéloé ja kolme tuntematonta funktiota w, 8, ja 3,. Problee-
ma voidaan formuloida myo6s viiden tuntemattoman avulla lisddmélla leikkausvoimat
g tuntemattomien joukkoon, jolloin padadytaén systeemiin:

LI'D,IB—q = O, (10.178a)
V-q = J, (10.178b)
D,Vw—-pB)—q = 0. (10.178c)
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Muodostetaan systeemin (10.178a) heikko muoto kertomalla yhtélét painofunktioilla
[;, w ja @:lla

/ (L*D,LB)  BdA — / q'BdA = 0, (10.179a)
Q Q
/ VquwdA = / fdA, (10.179b)
Q Q
/[DS(Vw—ﬁ)T—q]TQdA - 0 (10.179¢)
Q

Osittaisintegroimalla ja kayttdmalla Gaussin lausetta sekd olettaen jéykésti kiinni-
tetyn laatan reunaechdot systeemi muuntuu muotoon

/ (D,LB)TLAdA — / q'BdA = 0, (10.180a)
Q Q
/ g'VidA = / fwdA, (10.180b)
Q Q
/[DS(Vw—ﬂ)T—q}TQdA = 0. (10.180c)
Q

Lasketaan kaksi ylinta yhtdloa puolittain yhteen, jolloin saadaan

Q

/ (D,LB) LAdA + / q"(Vio — B)dA = / fidA, (10.181a)
Q Q
0

/ D, (Vo — 8) — ¢ §dA — (10.181b)

Huomataan, ettd ylla oleva muoto on symmetrinen, mikéli alempi yhtéaloista kerro-
taan puolittain leikkausjiykkysmatriisin kifinteismatriisilla D .

Reissnerin-Mindlinin laattamallin ongelmat juontavat leikkausvoiman laskemi-
seen suoraan kinemaattisia- ja konstitutiivisia yhteyksid kayttéen, eli kun leikaus-
voimat méaritetddn yhtaloista

q=D,Vw-p). (10.182)
Kaytettéiessa tasapainoyhtiloa leikkausvoimien laskemiseen tarvitaan vain kiertymié
q,, = LB = L' D, Lp, (10.183)

ja leikkausvoimajakauma saadaan stabiiliksi. Lisdtadn téten yhtéloiden (10.181a)
oikealle puolelle stabilointitermit

N 2
h A
Sl - Z « (?) /S;(e)(qtp - q)thdAa (10184&)

e=1

Sy = —ia(%)2/9 (qyp — q)GdA, (10.184b)

e=1
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missd ¥y, = Ds_lqtp. Stabilointitermit voidaan lisété, silld jatkuvassa probleemassa
ne haviavat identtisesti ja diskreetissd ongelmassa ne haviavit rajalla, kun h — 0.
Systeemin (10.181a) stabiloitu muoto on siten

/ (D,LB)"LAdA + / " (Vio — B)dA = / fidA+ Sy, (10.185a)
Q Q

Q

/ [D,(Vw— ) — q]" §dA = S,. (10.185b)
Q

Jarjestelemalld alemmassa yhtdlossa termejé saadaan

T

2 /me) [D: (Vw =B +a(h/t)’ D LB) — (1+a(h/t)?) q]" §dA=0. (10.186)

Leikkausvoimat voidaan ratkaista elementtikohtaisesti

@ _  Ds

= T ol (Vw — B+ a(h/t)* D, L), (10.187)

q

jotka sijoitettuna takaisin yhtdloon (10.185a) antavat siirtymédmenetelmépohjaisen
stabiloidun variaatioformulaation

N h 2
TrA _ o 1.4
/Q (D,LB)" LBdA ;a ( t) /Q _ LBDLAdA

N
D, . o o
+; 1+ a(h/t)? /Q(a) (Vw =B +a(h/t)'DLB) (Vw — B+ a(h/t)’ D, 155) dA

:/fwdA. (10.188)
Q

Summalauseke elementtien yli korostaa, ettd kyseiset termit lasketaan elementti-
kohtaisesti ja suureiden epéjatkuvuuksista elementtien reunojen yli ei véliteta. Ylla
oleva hieman mutkikkaan ndkéinen lauseke voidaan kirjoittaa klassisen tyylin virtu-
aalisen tyon yhtalon tapaisena hieman yksinkertaisemmassa muodossa seuraavasti:

N 2 N
h _
T A T & stab_sstab ~
m- RdA— E al - / dA+ E / = / wdA, (10.189
/Q gt ( t ) e T T ~ Jaw© @7 0 / ( )

missd on kaytetty lyhenteita

D
stab s stab
e S 10.190
1 L ta(h/i2’ ( ?)
,Ystab = ~+ Oé(h/t)z'ytp, (10190b)
Yip = Ds_lqtp = D;'LB. (10.190c)
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Huomaa, ettd ensimmadainen stabilointitermi vahentda taivutusenergian osuutta.
Jotta globaali yhtalosysteemi olisi positiivisesti definiitti on stabilointiparametrin o

toteutettava
0<a<(Cr. (10.191)

Parametri C; voidaan helposti estimoida elementtitasolla, katso vastaavaa harjoi-
tustehtavéd 6 luvussa 9.4. Formulaatio (10.189) toimii sellaisenaan kaikentyyppisilla
interpolaatiopolynomeilla (kolmio, suorakaide), jos taipumaa interpoloidaan astetta
korkeammilla polynomeilla kuin kiertymia. Mikali halutaan kayttdd samanasteisia
polynomeja seké taipumalle ettéd kiertymille, on leikkausenergiatermié vield rukat-
tava, jotta saataisiin optimaalisesti konvergentti elementti

N h 2
T 2dA — — / s dA
/Qm R ezOé / “ QY pd A+
N R(e) stab p(e) gstab :/ fivdA, (10.192
Z/(e)l"‘()é (h/t)? K 7 wa ( )

missia R on elementtikohtainen reduktio-operaattori, jonka konstruoiminen on kui-
tenkin melko monimutkaista. Periaatteessa se voidaan tehdé kuten alhaisasteisissa
MITC elementeissi, eli konstruoidaan 8 siten, etté seuraavat ehdot toteutuvat:

e mikili taipuman ja kiertymén interpolaatio on astetta p niin leikkausmuodon-
muutos s on astetta p — 1 elementin reunoilla ja

e kaikille astetta p — 2 oleville polynomeille p on voimassa ehto

/ (8% = B) pdA =0. (10.193)
Qe

Redusoitu leikkausmuodonmuutos R©~%2> Jasketaan siten
RO~ = v — 8% + a(h/t)*y,, = Vuw — B° + a(h/t)*D;'LB.  (10.194)

Mikéli lukijalla on intoa tutustua asiaan tarkemmin, suositellaan ldhteita [50], [59].

10.9 Harjoitustehtavia

1. Kirjoita bikuubisen Bogner-Fox-Schmidt elementin solmuihin 3 ja 4 liittyvét inter-
polaatiofunktiot.

2. Ratkaise jiykisti kiinnitetty tasaisesti kuormitettu (f = fo = vakio) neliclaatta kiyt-
tden yhtd Bogner-Fox-Schmidt-elementtia laatan neljannekselle. Vastaukseksi riittaa
laatan taipuman arvo keskipisteessé. Laatan paksuus on ¢ ja materiaalin kimmova-
kiot F ja v.
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3. Johda Morleyn kuusivapausasteisen elementin interpolaatiofunktiot lahtien diskreetti-
Kirchhoff ajatuksesta. Taipumalle w voidaan otaksua lineaarinen interpolaatio ja

kiertymille 3, ja 3, lineaarinen epékonformi interpolaatio

Bi = N{*Bu+ NEFBis + NE*Bie (10.195)
= (L1 + Lo — L3)Bia+ (La + L3 — L1)Bis + (L3 + L1 — L2)Bis-

Kolme vapausastetta voidaan eliminoida rajoittamalla poikittainen leikkausmuodon-
muutos sivun suunnassa havidmaan

/S. Ysds = 0. (10.196)
1vur

4. Johda Reissnerin-Mindlinin mallin tasapainoyhtdlot ldhtien virtuaalisen tyon lausek-
keesta (10.59).

5. Arnoldin ja Falkin kehitteleméssd Reissnerin Mindlinin mallin kolmiolaattaelemen-
tissd (katso lukua 10.8.2) taipumaa kuvataan epakonformilla lineaarisella interpolaa-
tiolla, joka on jatkuva elementin sivujen keskipisteissa, eli

w = N§Fwy+ NEFws + NeFwg (10.197)
= (L1 + Ly — L3)ZU4 + (L2 + Ly — Ll)w5 + (Lg + Ly — Lg)’w6,

missd L;:t ovat alakoordinaatit. Kiertymié f;, 8, interpoloidaan lineaarisilla inter-
polaatioifunktioilla, joita on tdydennetty kuubisella kuplamuodolla, joka téssd on
otettu hierarkiseksi

Bi = L1Bin + Lafio + L3Big + 27L1 Lo L3 AP, (10.198)

missd ¢ = z tail y. Kiertymien interpolaatio on siten konformi. Elementin solmu-
konfiguraatio ja vapausasteet on esitetty oheisessa kuvassa. Leikkausmuodonmuutos
lasketaan elementin keskimadraisten kiertymien avulla

Yie = w,i — Bi, (10.199)
missa

1

B = —— dA. 10.200

BZ A(e) A(e) /82 ( )
Piirrd kuva epakonformeista interpolaatifunktioista ka , sekd maarita leikkausmuo-
donmuutosta v, vastaava osa muodonmuutoksia ja solmupistesiirtymia yhdistavasta

B, matriisista.

6. Johda Arnoldin ja Falkin elementille (luku 10.8.2) Francan ja Stenbergin stabiloidun
muodon leikkausjaykkyyden redusointitekijat eksplisiittisesti.
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Luku 1l

Kaarevien sauvojen analysointi

Palkkielementtejé késittelevé luku toimi johdatuksena laattaelementtien maa-
ilmaan. Aivan vastaavasti kaarevien rakenteiden analyysissd tdmé sauvoja ké-
sitteleva luku muodostaa yhdessé yleisen kolmidimensioisten rakenteiden ele-
menttimenetelméd koskevan luvun kanssa johdatuksen kuorielementtien vai-
keaan ja kiehtovaan maailmaan.

Kaarevien rakenteiden elementtimenetelméaformulaatioissa kohdataan kaksi uut-
ta vaikeutta nimitdin jaykin kappaleen liikkeen kuvaamisen ongelma ja ns.

kalvo- eli membraanilukkiutuminen.

11.1 Kehadsauvaelementti

Yksinkertaisin tapa mallintaa kaari elementtimenetelmalld on kuvata se lineaarisesti
interpoloidulla elementilla. Talloin kinemaattiset yhteydet voidaan johtaa tarkaste-
lemalla suoran palkin kinematiikkaa elementin solmujen méaaritteleméssa koordinaa-
tistossa xy, y¢, katso kuvaa 11.1. Elementin jaykkyysmatriisi ja voimavektori voidaan
muodostaa ensin paikallisessa xy, y,-koordinaatistossa ja muuntaa ne lopuksi raken-
nekoordinaatistoon. Témé& muunnos voidaan suorittaa jo elementin integroimisvai-
heessa.

Suoran sauvan kinemaattiset yhtalot (9.2a) ovat kirjoitettuna nyt (zy, ys)-koordi-

naatistossa:

(e, ye) = ue(xe) — yeb(p), (11.1a)
ve(xe,ye) = ve(w4). (11.1b)

Muodonmuutosten lausekkeet paikallisessa koordinaatistossa ovat
GUg . dUg df

€ = 8—$e_d—$e_wd—$z’

8Ug 8Ug dUg
= —4+—=—-9. 11.2b
e 8yg + 8.Tg dl’g ( )

Jatetadn jatkossa alaindeksi ¢ pois, mikali yhtéldiden tulkinnassa ei ole sekaannuk-

(11.2a)

sen vaaraa. Kirjoitetaan aksiaalinen muodonmuutos paikallisessa koordinaatistossa
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seuraavasti:
€ = €.+ yYr, (11.3)
jolloin virtuaalisen tyon yhtalon termi
/ (cde + Té7)dV (11.4)
V(e
voidaan kirjoittaa muodossa
/ (Nde. + Mok + Qdoy)dzx, (11.5)
1

missd N on palkin normaalivoima N = EFAe. = FAu, ja pilkku suureen oikeassa
ylakulmassa merkitsee derivointia paikallisen x-koodinaatin suhteen. Havaitaan, etta
aksiaalisella muodonmuutoksella ei ole kytkentda kayristymén tai leikkausmuodon-
muutoksen (taivutustilan) kanssa, ja elementin jaykkyysmatriisi voidaan kirjoittaa

K9 o0
K = m e | (11.6)
0 K,

lohkomuodossa

missé elementin vapausasteet on jirjestetty seuraavasti:
T
w9 = [ o o 60 o 0] (1L7)

Lohkomatriisien alaindeksi m viittaa aksiaalisen muodonmuutoksen ja b taivutusti-
lan ja leikkaussuureisiin. Matriisi K 1(;6) on luvussa 9.2 esitetty Timoshenkon palkkie-
lementti. Aksiaalisiirtymiin liittyvéd termi on analoginen yksidimensioisen diffuusio-
yhtéalon kanssa, tdten aksiaalivapausasteiden suhteen lineaarisesti interpoloidun ele-

mentij jaykkyysmatriisi on

EA] 1 -1
(e) —
K =5 [ O ] . (11.8)

Aksiaali- ja taivutustilan suureiden vélinen kytkentd syntyy koordinaatiston-
muunnoksessa. Tarkastellaan solmuun ¢ liittyvien vapausasteiden vélistd muunnosta.
Kuvan 11.2 perusteella voidaan kirjoittaa

ug; = (cos P)u; + (sinp)v;  ja vy = —(sin@)u; + (cos P)v;. (11.9)

Kiertymén 6; arvo on sama kummassakin koordinaattijarjestelmaéssé, joten vapausas-
tevektorin w; = [u;,v;,0;]" muunnos paikalliseen koordinaatistoon saa muodon

missa
cos¢ sing 0
T;=| —sin¢ cos¢ 0 |. (11.11)
0 0 1
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Ty
Y

Kuva 11.1 Kaaren mallintaminen paloittain lineaarisilla elementeill.

Kuva 11.2 Koordinaatistonmuunnos.

Muunnosmatriisi T'; on ortogonaalinen, eli T';' = T7, joten
u; = T uy (11.12)

Yhden elementin osuus virtuaalisen tyon lausekkeesta on
CuNT K ul? = ((u TOTK O TOu® = (§u)TKODu® — (11.13)

joten elementin jaykkyysmatriisin muunnos paikallisesta koordinaatistosta globaa-
liin rakennekoordinaatistoon on

K© = TOTK 1O (11.14)

Koko elementin muunnosmatriisi on muotoa

T, 0
T — ! 11.15
[ - } , (11.15)

jolloin elementin vapausasteet on jarjestetty seuraavasti:
T
ul® = [ ul? ol 6wy W 6y ] . (11.16)
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Muunnos (11.14) voidaan suorittaa jo elementin integrointivaiheessa. Elementin
jaykkyysmatriisi integroidaan matriisitulona

K'Y = | B"DBdux. (11.17)
1@

Mikéali vapausasteet on jérjestetty kaavan (11.16) mukaisesti, ovat matriisit D ja B:

EA 0 0
D=| 0 EI 0 (11.18)
0 0 GA
Nl,:l: 0 O N27:L' 0 0
B=| 0 0 -N, 0 0 —No |, (11.19)

0 N, —ILNy 0 Ny, —1IgN,

missd IIp on projektio vakiofunktiolle. Venymét € = [e,, K, 7]T paikallisessa koordi-
naatistossa saadaan lausekkeesta

e=BTYvu", (11.20)

joten jaykkyysmatriisi voidaan muodostaa suoraan integroimalla paikallisessa koor-
dinaatistossa integraali

K© = / TOTBTDBT"dzx. (11.21)
(O]

Taivutustilan kuvaamiseen voidaan kiyttda myos Eulerin-Bernoullin palkkiele-
menttid, jolloin saadaan klassinen kehédsauvaelementti.

11.2 Isoparametrinen kaarielementti

[soparametrisen kaarevan tasoelementin geometria méaritelladn kaavoilla

n

z(&,n) = Z [Ni(&)a; + 5t N;(€) cosy] (11.22a)
i=1
y(&n) = Z [Ni(&)yi + snt:N;(€) sineyy] (11.22b)
i=1
missa x;, y; ovat solmujen ¢ = 1,..., n koordinaatit, ¢; on z-akselista mitattu kulma

suoralle viivalle £ = vakio (n-viivalle) ja ¢; on solmun ¢ kohdalla n-viivaa pitkin mi-
tattu elementin “paksuus”, katso kuvaa 11.3. Mitta ¢; ei ole todellinen paksuus, kos-
ka 7-viiva ei ole valttamitti kohtisuorassa tangenttivektoria s = [z.¢(€,0), y.¢(€,0)]"
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Kuva 11.3 Isoparamatrinen kaarielementti.

vastaan. [soparametrisen elementin tapaan siirtymia u ja v interpoloidaan samalla
tavalla kuin koordinaatteja x ja y, eli

u(é,mn) = Z [Ni(&)u; — IntiN:(€) siny;6;] = Z(Nzuz —nSi0;),  (11.23)
i=1 i=1
v(&,n) = Z [Ni(f)vz‘ + %ntiNi<£) €os wiez} = Z(Nw@- + nC;ib;), (11.24)
i=1 i=1
missd on merkitty

Globaalissa rakennekoordinaatistossa (z,y) lausutut muodonmuutokset ovat

€=Uy € =0y Ja gy =1Uy+V,. (11.26)

)

Globaalissa rakennekoordinaatistossa (z, y) lausutut derivaattojen lausekkeet muun-
netaan parametrisen kuvauksen Jacobin matriisin avulla (ks. luku 4.6.2) lausutuiksi
perusnelion koordinaattien (£, 7) avulla:

{ U o }: JT{ U }’ { Uz }: JT{ Vg }’ (1127)
Uy Uy Vy U

J7 = { Te Ye } . (11.28)
T Yn

Sama yhteys voidaan lausua myos hieman toisin; ketjuderivoimalla saadaan lausek-
keet

missa

Uy = Uy + Uyy (11.29a)
Uy = Uely+uym,. (11.29b)
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Merkitdan Jacobin matriisin transpoosin kdénteismatriisia symbolilla H = J -T
taten
H, H 1 _
H:[ 11 12]:—[ Y y,&}:{ﬁm ?7,1} (11.30)
Hy  Hy TeYny —Tole | —T, Tg €y My
Kaaren siirtymien (11.23) derivaatat ovat
e = Y [Nt = (105; +1S:2) 01, (11.31a)
i=1
wy = Y [Niytts = (048 +1Siy) 03], (11.31b)
i=1
Ve = Z [Niazvi + (n2Ci +1C52) 03], (11.31c)
i=1
vy = Y [Nigvi + (yCi +1Ciy) 6] 0 (11.31d)
i=1
missa,
Si,x = %tlj\/vz7$ sin Q/}Z Sm/ = %tiNi,y sin 77[)2 (1132&)
Ciz = 5tiN;qcost; Ciy = 2t;N, cos . (11.32b)
Koska interpolaatiofunktiot NV; ovat vain koordinaatin & funktioita, taten
Nip = Hi1Nig. (11.33)
Derivaattojen (11.31a) lausekkeet voidaan siten lausua muodossa
o = Z [Hyi1Nigui — (Hi2S; +nHy1Si¢) 03], (11.34a)
i=1
uy = Y [HaNigui — (HaS; +1HnS¢) 6] (11.34b)
i=1
ve = D [HuNigvi + (HCi + nHiCig) 6], (11.34c)
i=1
vy = D [HaNigvi + (HnCi+ nHnCig) 6], (11.34d)
i=1
missa
Si,§ = %tiNi,f sin 1;, C@g = %tiNi,g coS ;. (11,35)

Termit S; ja C; sisdltavit interpolaatiofunktion N; lausekkeen. Ne ovat taten &-
koordinaatin suhteen astetta korkeampiasteisia polynomeja kuin lausekkeiden (11.34a)
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muut termit. Tama aiheuttaa elementin lukkiutumisen aivan kuin suoran Timoshen-
kon palkin tapauksessakin. Nyt lukkiutumismuotoja on vain kaksi, membraani- ja
leikkauslukkiutuminen. Yksidimensioisten rakennemallien tapauksissa yksinkertai-
sin keino paésta eroon naista lukkiutumisilmioisté on pituussuuntainen ali-integrointi.
Toinen suositeltavampi tapa on projisoida interpolaatiofunktioiden lausekkeet N;,
jotka ovat astetta p = n — 1, astetta p — 1 oleville polynomeille. Téten lausekkeet
(11.34a) muuntuvat muotoon

n

ue = > [HuNigu; — (Hpll,1S; + nHy1Sie) 03], (11.36a)

i=1
Uy = i [Hoy N; eu; — (Hooll, 15; +nH21S;¢) 65 (11.36b)

i=1
Vy = i [Hi1 N v + (HioIl, 1 C; + nH11Cig) 65] (11.36¢)

i=1
v, = i [Hoy N; ev; + (Hooll, 1C; + nH1 Ci¢) 05 (11.36d)

i=1

missa

II,_1S; = %tiﬂp_lNi siny; ja II,_,C; = %tiﬂp_lNi COS ;. (11.37)

Projisoidut interpolaatiofunktiot maaritetdan yhtaloilla
1
/ I, N; — N))dé =0, k=0,...,p— 1. (11.38)
—1

Virtuaaliset muodonmuutokset ovat

dez =0uy,  Oey =0V, ja  0Vyy = 0uy + 0U,, (11.39)
missa

Oty = Z [Nie0u; — (n,2S; +1Siz) 665, (11.40a)

i=1
duy = > [Nigdui — (nyS; +nSiy) 003 . (11.40b)

i=1
e = Y [Niabv; + (12Ci + nCi) 663] (11.40¢)

i=1
vy = Y [Niydvi+ (n,C; +nCiy) 663 . (11.40d)

i=1

Virtuaalisten siirtymien lausekkeiksi saadaan tietenkin yhtéloita (11.36a) vastaavat
lausekkeet.
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integrointi-
piste

Kuva 11.4 Integrointipisteen paikallinen koordinaatisto.

Virtuaalisten muodonmuutosten de ja virtuaalisten solmupistesiirtymien du; =
[du;, dv;, 59i]T valisen yhteyden

avulla muodostetaan solmuihin ¢ ja j liittyvé osa elementin jaykkyysmatriisista

K\ = BTDB;dV, (11.42)
Ve

missa

dV = bdet(J)dédn (11.43)

ja b on sauvan poikkileikkauksen leveys. Tilavuusintegaali lasketaan numeerises-
ti Gaussin menetelmélld. Kimmoisan aineen tapauksessa riittdd paksuussuunnassa
(n:n suunnassa) kaksi integrointipistettd. Lukkiintumisen valttdmiseksi on sauvan
pituussuunnassa integrointi suoritettava n — 1:n pisteen Gaussin kaavoilla (n on
solmujen lukumédrd), mikéli termeja S; ja C; ei projisoida alempiasteisille polyno-
meille. Mikali projisointi suoritetaan voidaan pituussuuntainen integrointi suorittaa
milld tahansa vahintddn n — 1:n pisteen Gaussin kaavoilla.

Elementin jaykkyysmatriisin kaavassa (11.42) matriisi D on materiaalin jayk-
kyysmatriisi globaalissa koordinaatistossa. Ohuen sauvan tapauksessa kuvan 11.4
integrointipisteen paikallisessa (x4, y¢)-koordinaatistossa D, matriisi on lineaarisesti
kimmoisalle aineelle

E 0 0
D,;=|00 0 |, (11.44)
0 0 kG

joka ottaa huomioon palkkiteorian otaksuman, ettd akselin g, suunnassa jannitys
ja venymé ovat nollia, ja k on leikkauskorjauskerroin, jonka arvo on £ = 1,2 suo-
rakaidepoikkileikkaukselle. Paikallisen koordinaatiston (z¢,1,) ja globaalin (z,y)-
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koordinaatiston véliset muodonmuutosten ja jannitysten muunnoskaavat ovat

e=Te ja o,=T "o, (11.45)
missa
cos? o sin” o sin av cos «v
T = sin? o cos® — sin o cos , (11.46)

—2¢sinacosa 2sinacosa cos?a — sin?

ja « on xp-akselin ja x-akselin vélinen kulma. Mielivaltaisen pisteen (£,n) &-viivan

yksikkotangenttivektori on

. 1

7 = 7{ e } = { cosa } (11.47)
2 2 SN &
x’£+y,£ y,£

Koska ol'e; = o€ on invariantti, saadaan
€'De=¢€De, =€ T'D,Te (11.48)
joten
D=T"D,T, (11.49)

joka sijoitetaan jaykkyysmatriisin kaavaan (11.42).
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Luku 12

3D elementtimenetelma

12.1 Johdanto

Elementtimenetelmén yleistaminen tasoalueesta kolmidimensioisiin alueisiin on yk-
sinkertaista. Lammonjohtumisyhtélén heikko muoto (4.9)

/(va)TDvudQ:/afdQ—/ aq - nds, (12.1)
Q Q S

q

on kirjoitettu koordinaatistosta riippumattomaan muotoon ja kelpaa siten sellaise-
naan elementtimenetelmédiskretoinnin pohjaksi myds kolmidimensioisesissa alueis-
sa. Heikko muoto voidaan kirjoittaa myos helposti muistettavassa “virtuaalisen tyon
muodossa”

—/Q(VfL)quQ:/QﬂfdQ—/S uq - nds, (12.2)

q

missd lampovuo saadaan konstitutiivisen mallin avulla, joka Fourierin lammonjoh-

tumismallin tapauksessa on muotoa ¢ = —DVu, joka elementimenetelmaapproksi-
maatiossa saa muodon q = —DBu.
Elementtimatriisin
K© = / ) BTDBdV (12.3)
Qle

diskreetti gradienttioperaattorimatriisi B voidaan osittaa elementin paikallisten sol-
mujen mukaan seuraavasti

B=[B, B, --- B, |, (12.4)
missa solmun 7 osuus on
Ni,m
Ni,z

Kolmiulotteisten kappaleiden jénnitysanalyysissé muodonmuutosenergian vari-
aatio voidaan kirjoittaa muodossa, katso luku 5.2

/ oded, (12.6)
Q
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missd jannitysten ja muodonmuutosten vektorit ovat komponenteittain
T
o = [aw Oy Oy Tay Tys sz}
T
e = (e € € Yoy W Vex |

Elementin paikalliseen solmuun ¢ liittyva osuus siirtyméa-muodonmuutosmatriisista
B on

g (12.7)

12.2 Kolmiulotteinen interpolaatio

12.2.1 Lineaarinen interpolaatio

Luvun 4.2 lineaarisen tasoelementin kolmiulotteinen vastine on nelisolmuinen tet-
raedrielementti, jonka interpolaatio voidaan kirjoittaa muodossa

U= a1 + Qo + azy + ayz. (12.8)

Lausumalla u solmuissa saadaan nelja yhtaloa
U; = a1 + aor; + azy; + gz, (12.9)
joista voidaan ratkaista vakiot aq,...,ay. Funktion u lineaarisen interpolaation

lauseke on ilmaistuna solmupistearvojen w;, u;, u,, ja u, avulla

1
u=—|(a; + bz + c;y + d;iz)u; — (a; + bjz + cjy + dp2)u;

6V
+ (am + b + ey + dn2)u; — (ap + bpx + cpy + dpz)u;].  (12.10)
missé
Loz oy oz
1 25 U 2
6V = det AR (12.11)
1 Ty Ym 2m

1z, v 2

ja V' on tetraedrin tilavuus. Vakiot a;, b;, ¢; ja d; ovat

i Y % Loy oz
a; =det | po Ym zZm |, b =—det | 1 ym zm |,
Tp Yp Zp L1 v %
l‘j 1 Zj [ ZL‘]‘ yj 1
¢ =det| x, 1 2z, |, d =-—det| x, yn 1|. (12.12)
z, 1 2z Lz, Yy 1
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Kuva 12.1 Tetraedrielementin tilavuuskoordinaatit.

Muut vakiot a;,b;,...,d,, saadaan vaihtamalla indekseja: p = ¢ — j — m — p
jne. Solmut numeroidaan siten, ettd esim. solmusta p katsoen ¢,7 ja m kiertavat
vastapéivin tai ne ovat jarjestyksessa mipj jne.

Interpolaatio (12.10) voidaan kirjoittaa muodossa

kun maaritelldan
N; = (a; + bix + c;y + d;z) /6V  jne. (12.14)

12.2.2 Tilavuuskoordinaatit

Tetraedrielementin, katso kuva 12.1, tilavuuskoordinaatit mééaritelladan tilavuuksien
suhteena

1 2 3 4
L S L L .
1 Va 2 V’ 3 Va 4 V’

missd V) on tetraedrin P245 tilavuus ja V' on elementin 1234 tilavuus. Koordinaatti

(12.15)

L, muuttuu nollasta yhteen karteesisten koordinaattien mukana, solmusta 1 tahkolle
243 mentéessa.
Karteesisten koordinaattien ja tilavuuskoordinaattien vélilla ovat yhteydet

v = Lyxy+ Lowg + Lawg + Lyxy,
y = Lyyi + Loys + L3ys + Lays,
= lel + LQZQ + L323 + L4Z4, (1216)

missa (x;, s, z;) ovat solmun ¢ koordinaatit. Luonnollisesti kaikki nelja tilavuuskoor-
dinaattia eivat voi olla riippumattomia, vaan niita sitoo ehto

Koska koordinaatit L; muuttuvat lineaarisesti nollasta yhteen ja saavat arvon 1
solmussa 7, lineaariset interpolaatiofunktiot ovat

Ny=L;, i=1,..4 (12.18)
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| |
I I
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/ 7
tetraedri heksaedri pyramidi
pentaedri taltta alasin

Kuva 12.2 FErilaisia 3-D elementtigeometrioita.

Karteesisten koordinaattien suhteen muodostettujen derivaattojen laskemisessa

tarvitaan ketjukaavaa

of af OL; 1
or Z&L o __Vg (12.19)

Tilavuusintegraaleille voidaan johtaa integrointikaava

albleld!
B+a+b+c+d)!

/ LOLYLSLEdV = 6V (12.20)
Ve
12.2.3 Muita 3D-elementtigeometrioita

Kolmidimensioisessa avaruudessa mahdollisia elementtigeometrioita on useita. Ku-
vassa 12.2 on esitetty joukko 3-D elementtien perusmuotoja kuten tetraedri, hek-
saedri, pentaedri, pyramidi, taltta ja alasin.

12.2.4 Isoparametrinen kuvaus

Tarkastellaan aluksi isoparametristd hexahedrielementtia. Isoparametrisen kolmiu-
lotteisen, (3D), elementin pisteen P paikka suorakulmaisessa (z,y, z)-koordinaatis-
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tossa on
x(§m,¢) = iNz‘(&n,C)% (12.21a)
y(&m,¢) = iNz‘(f,n,C)yz’, (12.21b)
2(&n,¢) = iNi(&n,C)Zu (12.21¢)

missd &,n,( € [—1,1] ovat peruskuution dimensiottomat koordinaatit, N;(&,n, ()
ovat interpolaatiofunktiot ja n on elementin solmujen lukumaééra. Kuvassa 12.3 on
esitetty 8-solmuinen, trilineaarinen, ja 20-solmuinen supistettu trikvadraattinen ele-
mentti.

[soparametrisen 3D-elementin ratkaistavia suureita interpoloidaan samoilla in-
terpolaatiofunktioilla kuin koordinaattejakin. Diffuusioelementin tapauksessa esi-
merkiksi lampdotilalle voidaan kirjoittaa elementin alueella

=1

missd u;, ovat solmupisteiden lampotila-arvot.

Elementin jaykkyysmatriisin muodostamisessa tarvitaan B-matriisissa, esim. (12.5),
globaalin koordinaatiston suhteen lausuttuja derivaattoja. Tamé voidaan johtaa ta-
sotapauksen kaltaisesti tarkastelemalla isoparametrisen kuvauksen muunnosmatrii-
sia. Tarkastellaan funktion

u(@,y, 2) = u(z(&n, ¢), y(&n, ¢), 2(§,m.¢)) (12.23)
derivaattojen lausekkeita peruskuution koordinaattien &, n, ¢ suhteen

ou 8u% 8u@ 6u% (12.24a)

96~ onoc 0y 00
ou Oudxr Oudy Oudz
— - 12.24b
on Ox On + Oy On + 0z On ( )
Ju OJudr OJudy Oudz
= = 12.24
ac ~ azoc Tayac Tazac (12.24c)
joka voidaan kirjoittaa matriisimuodossa

73 ¢ 9¢ 9 dx

ou or Oy 0z gg . T

8_’)7 = 8_’)7 a—n a—n 8_y s eli ’U,7€:J U, (1225)

L IC ) L 0C 0¢ O¢ 0z
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Kuva 12.3 Isoparametrinen 3D-hexahedrielementti.

missd J on geometriakuvauksen Jacobin matriisi. Kuten tasotapauksessakin on
Jacobin matriisin determinantin oltava positiivinen jotta kuvaus olisi yksikasitteinen
ja suuntaisuuden sailyttava.

Globaalit derivaatat voidaan nyt ratkaista peruskuution koordinaattien suhteen
otettujen derivaattojen avulla

ug=J ug. (12.26)

Kadnteismatriisin J 7 lausekkeeksi saadaan

y?nZ7C - Z7ny7C _y7§Z7C - Z7§y7C y7§Z777 - Z7§y777

1
-T
= —det 7 —.T},nZK — Z,nSL’@ SL’@Z& — 2751’74 —y,gz,n — zéym
xﬂ?yvC - yﬂ?x,C _x,ﬁy,C - y,gx,( x7£y,n - y@l’m

9§ dn  OC
g a9

- _% - _% ) (12.27)
oy Jy 0Oy
9§ on o6
0z 0z 0z

missa
det J = det J* = we(ynzc—20Y.c) ~Ye(@n2¢ = 2500) 2@y c — Yy ), (12:28)
ja
Te = ZNZ'@J?Z‘, Ty = Z Ni,nxia Te = ZNZ'74372‘ jne. (1229)
i=1 i=1 i=1
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Tilavuusintegraalit [ f dV lasketaan numeerisesti Gaussin menetelmalld
1%

/ / / S, € y(€m, O, 2(€., ©)) det(T) ddnd(

-1-1-1

m n p

YOI F@(&nmys Gy Gy 2(i g G) det(Twiwgwy,  (12.30)

i=1 j=1 k=1

missa (&, 1;, () ovat Gaussin integrointipisteet ja w;, w;, wy, ovat integrointipisteisiin
liittyvat painokertoimet. Tavallisesti m = n = p.
Ekvivalentin pintakuormavektorin muodostamisessa joudutaan laskeman inte-
graaleja [ fdA pinnan yli, esimerkiksi pinnalla ¢ = a, missé a on vakio. Lasketaan
A

tdmakin integraali numeerisesti Gaussin menetelmallé

/ / F(@(E,m, ¢ = a), y(€,1.C = a), 2(6, 1, ¢ = a)) det(J,) dédn

E=—1n=-1
m n

YN f@(&nn ¢ = a),y(Enmy, ¢ = a), 2(&,my, ¢ = a)) det(J Jwiw;, (12.31)
i=1 j=1

missé (&, n;,( = a) ovat Gaussin integrointipisteet pinnalla ( = a ja w;, w; ovat

painokertoimet, det(J,) on pinnan Jacobin determinatti kaarevalla pinnalla ¢ = a.

12.2.5 Solmuihin sidottu interpolaatio
12.2.5.1 Heksahedrielementti

Lagrangen ja Serendip tyyppisten elementtiperheiden konstruoiminen kolmidimen-
sioisessa tapauksessa on suoraviivainen yleistys tasotapauksesta. Trilineaarisen ele-
mentin interpolaatiofunktiot voidaan kirjoittaa muodossa

Ni(€,n,¢) = 5(1 = &)1 —nin) (1 — GO, (12.32)

missa &;, 1; ja (; ovat solmun ¢ koordinaatit peruskuutiossa, ja saavat siten arvot +1.
Lagrangen tyyppinen trikavdraattinen elementti saadaan yksinkertaisesti

Ni(&n, Q) = BOEMIEQ), 0<rs,t,<2, (12.33)

ja missé toisen asteen Lagrangen interpolaatiopolynomia on merkitty lf)(-), katso lu-
ku 3.2.2. Trikavdaattisessa elementissa on 27 solmua, 8 nurkissa, 12 sarmien keskella,
6 sivutahkojen keskella ja yksi alueen siséllé. Serendip tyyppinen supistetussa trikav-
daattisessa elementissé ei ole sisdsolmua eikéd sivutahkojen keskelld olevia solmuja,
joten solmulukuméaréksi tulee 20. Se on hyvin yleinen elementti useissa elementti-
menetelméaohjelmistoissa. Mikéli elementin muoto ei ole sdannéllinen prismamainen,
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256 LUKU 12. 3D elementtimenetelma

8-solmuinen 27-solmuinen 64-solmuinen
8-solmuinen 20-solmuinen 32-solmuinen

mijntw!

Kuva 12.4 Lagrangen trilineaarinen, trikvadraattinen ja trikuubinen elementti
(vlld) sekd vastaavat redusoidut, Serendip tyyppiset elementit (al-
la).

sen tarkkuus on kuitenkin huonompi kuin vastaavan trikvadraattisen Lagrangen ele-
mentin. Supistetun trikvadraattisen elementin interpolaatiofunktioiksi saadaan:

o kirkisolmut, & = +1,n; = £1,(; = +1
Ni = s(1+ &M +mn) (1 + G (=2 + &€ + min + GC) (12.34)
o sirmésolmut joissa & = 0,n; = +1,(; = +1
Ni = 1(1 =€) (1 +nmn)(1+ Q) (12.35)

e sdrmasolmut joissa n; = 0,& = £1,( = £1

FAHEH =) (1 + Q) (12.36)

N;
e sirmésolmut joissa (; = 0,& = +1,n;, = £1
N = 11+ &L +mm) (1 - 7). (12.37)

Yleinen muoto hexahedrielementin Lagrangen interpolaatiolle on

Ni(&,m, Q) = L (€)1 () (), (12.38)

missd interpolaation aste paikallisissa &, 7, ¢ suunnissa on pe, py,, p¢ ja missd 0 < r <
p{uog Sgpn70§t§pC
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Kuva 12.5 Lineaarinen ja kvadraattinen tetraedrielementti.

12.2.5.2 Tetraedrielementti

[soparametrisen nelisolmuisen tetraedrielementin, kuva 12.5a, interpolaatiofunktiot
voidaan kirjoittaa peruselementin koordinaattien avulla seuraavasti

Nl:l_g_n_g7 N3:777

Kvadraattisessa tetraedrielementisséd on kymmenen solmua joten se sisdltda taydel-
lisen kvdaraattisen polynomin

1, &m, ¢ & &n ', ne, ¢ EC.

Interpolaatiofunktiot voidaan konstruoida samalla tavalla kuin kolmioelementillekin
ja ne ovat kuvan 12.5b solmunumeroinnilla

Ny = —L(1-2Ly), Ne = 4¢n,

Ny = —¢£(1 - 29), Nz =dnl,

N3 = —n(1 —2n), Ng = 4&C¢,

Ny = —¢(1 —2¢), Ng = 4n(,

Ny = 4€L, Nyo = 4CLy, (12.40)

missd L1 =1—-&—n—C.

12.2.6 Hierarkinen interpolaatio

Kasitelldan seuraavassa vain heksahedrielementin hierarkisia Cy-interpolaatiofunktioita.
Hierarkisen kannan méaérittely voidaan tehda myos muille kuvassa 12.2 esiintyville
elementtigeometrioille. Yleistamalla tasotapauksen hierarkisen jarjestelmén, kolmi-
dimensioiset hierarkiset interpolaatiofunktiot voidaan jakaa neljaén ryhméan.

Versio: kevit 2014



258 LUKU 12. 3D elementtimenetelma

1. Solmufunktiot ovat tavanomaiset trilineaariset interpolaatiopolynomit
Ny = (L&A +mn) (1 + Q). (12.41)

2. Sdrmdfunktiot maaritellaan erikseen kullakin kahdellatoista sarmalla Fy, k =
1,...,12. Esimerkiksi sdrmalld F; (katso kuvaa 12.6), jolla n = ( = —1, sér-
mainterpolaatiofunktiot ovat

Nty = 31 =m) (1 = Qi) (12.42)
missa 1; funktiot on méaaritelty luvussa 3.2.2.

3. Tahkofunktiot méaaritelladn kullakin kuudella sivutahkolla Fj. Esimerkiksi si-
vutahkolla Fj, jolla ( = —1, interpolaatiofunktiot ovat

Nity = 51— Qi€ (). (12.43)

4. Sisdiset muodot ovat puhtaasti elementin paikallisia interpolaatiofunktioita,
joilla ei ole kytkentdd ympéroivien elementtien vapausasteiden kanssa.

N = il (mn(C). (12.44)

Alaindeksit 7, 7, k interpolaatiofunktioiden kaavoissa merkitsevét polynomin astetta
paikallisessa suunnassa &, 7, (.

Hierarkisessa jarjestelméssa voidaan myos maaritelld Lagrangen tyyppinen ten-
soritulointerpolaatio tai Serendip tyyppinen redusoitu interpolaatio. Sarmainterpo-
laatiot ovat kummassakin jirjestelméssd samat. Sivutahkoihin liittyvét interpolaa-
tiot voidaan méaritelld esimerkisi tahkolle F; kaavan (12.43) mukaisesti missa i ja j

ovat
Serendip Lagrange
i:2,...,p§—2 i:2,...,p§,
J=2,...,pp—2 i =2,...,D, (12.45)

i+j=4,...,max(pe,py).

Siséisille muodoille (12.44) vastaavasti

Serendip Lagrange

1=2,...,pc—4 1=2,...,D¢
Jj=2,...,p,—4 P =2,...,Dn, (12.46)
k=2,...,pc—4 t=2,...,pc,

i+j+k=6,..., max(pe, py, pc)

Edella on oletettu ansisotrooppinen interpolaatio, missd paikallisisten suuntien in-
terpolaation aste voi vaihdella.
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Qgt - [(_17 1) x (-1, 1) X (_17 1)]

Kuva 12.6 Heksahedrielementti; solmujen, sdrmien ja tahkojen numerointi.

Harjoitustehtavia

1. Mitkéd &,m, ¢ polynomien termit siséltad supistettu trikvadraattinen (Serendip) in-

terpolaatio.

2. Miké on pienin luku tetraedrielementteja, joista voidaan muodostaa heksaedriele-
mentti?

3. Konstruoi kuubisen tetraedrielementin interpolaatiofunktiot.
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Luku 13

Kuorielementteja

13.1 Tasokuorielementti

Edella on kisitelty erikseen levyjen ja laattojen analysointia elementtimenetelmal-
l&. Tason suunnassa kuormitettuun levyyn tulee kalvojénnityksia ja tasoa vastaan
kohtisuorassa suunnassa kuormitettuun levyyn (laattaan) syntyy taivutusjannityk-
sid. Kaarevaan kuorirakenteeseen (tai taitekuoreen) syntyy seké kalvo- ettd taivu-
tusjannityksid. Kuorirakenne voi olla kaareva yhteen suuntaan, kuten sylinterikuo-
ri, tai kahteen suuntaan (kaksoiskaareva), kuten esim. pallokuori. Sylinteripinnan
voi taivuttaa takaisin tasoksi, mutta kaksoiskaarevaa pallopintaa ei voi, kuten kar-
tan tekijat hyvin tietavit. Pallokuoren padkaarevuudet ovat samanmerkkiset, mutta
esim. hyperbelikuoren paikaarevuudet ovat erimerkkiset. Kuorten rakenneteoriassa
on kehitetty oma teoria laakeille kuorille. Hyvin laakealle kuorelle voidaan kayttia
suoraan laattateoriaa, jossa laakean kuoren kaarevuus otetaan huomioon kinemaat-
tisissa yhtéloissd alkukaarevuutena. Korkean kuoren (engl. deep shell) tapauksessa
on kiytettava kuorelle johdettuja kinemaattisia yhtaloita.

Jakamalla kuoren pinta tasomaisiin osiin, esim. kolmioihin tai nelikulmioihin, voi-
daan jakoa tihentdmalld kuvata kaarevaa pintaa tarkemmin ja tarkemmin. Yksinker-
tainen kuorielementti saadaankin aikaiseksi yhdistamalld aiemmin esitellyt levy- ja
laattaelementit tasokuorielementin omassa koordinaatistossa ja muuntamalla sitten
néin syntynyt kuorielementti yhteiseen rakennekoordinaatistoon muunnosmatriiseil-
la, samaan tapaan kuin edelld tehtiin kehdsauvaelementille kaarien analysoinnissa.

Jaetaan tasokuori esim. kolmi- ja/tai nelisolmuisiin elementteihin. Kuoren kes-
kipinnan mielivaltaisen pisteen P paikkavektori on

r=uxt+yj+ 2k, (13.1)

missi ¢ = i, j = J, ja k = k, ovat globaalisen (rakennekohtaisen) koordinaatiston
yksikkokantavektorit (indeksi g voidaan usein jattdaa pois). Maaritelldén paikallinen
kantavektori 2; sekéd kolmi- ettéd nelisolmuiselle elementille kaavalla

ro—1T

=271 13.2
P~ (13.2)
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Kuva 13.1 Tasokuori, neli- ja kolmisolmuiset elementit

missa

| ro— 71 ||= \/(7“2 —r1)-(r2 —m1)

(13.3)

ja r1, 9 ovat elementin solmujen 1 ja 2 paikkavektorit. Merkitsemélla kolmisolmui-

sen elementin tapauksessa

ri3="Tr3—7T
maéadritelladn paikallinen, tasoa vastaan kohtisuora yksikkovektori

’ilXT
k= ———
| % x 73 |

ja lopuksi méaritetdan paikallisen akselin g; suuntainen yksikkévektori
g1 =k, X 4.
Paikallisessa koordinaatistossa (x;, y;, z;) tasokuoren siirtymét ovat
wi(e, i, 20)= (@, yi) + 200y, (1, y1),
vi(x, yi, z1)= ve(r, yi) — 2100, (21, 1),

wi(@y, yi, 21)= we(z, i),
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Kuva 13.2 Nelisolmuinen tasokuorielementti, pisteet 1, 2, 3 ja 4 samassa ta-
sossa.

missé u. ja v, ovat kuoren keskipinnan siirtymét paikallisessa koordinaatistossa, 6,
ja 0, ovat kiertymét paikallisten z;- ja y;-akseleiden ympari. Ottamalla huomioon,
ettd Kirchhoffin laattateoriassa poikittaiset leikkausmuodonmuutokset haviavat, eli

Yoz = Yz = 0, (13.8)

saadaan kiertymét paikallisten akseleiden ympéri eliminoitua kaavoilla

93/ = —U}l,xl, 9;” = wl,yl (139)

1

ja siirtymien kaavat muotoon

U= Ue — ZJW] g5

(13.10)
V= Ve — Z1W}y, -
Muodonmuutokset ovat paikallisessa koordinaatistossa
Ex;= Uz, — AW zy2; 5
Ey=Vz, — AWy (13.11)

Ve = Wy, + Vi — QlelﬂClyl'

Tasokuorielementin solmun ¢ vapausasteet ovat

uy;) :{ i } (13.12)

wy;
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missa
wy

u; = { le }, wy; = Wi, (13-13>
i wiy, ),

ovat levy- laattavapausasteet solmussa i. Jokaisessa solmussa on siten viisi vapausas-

tetta. Jarjestetddn vapausasteet ensin (nelisolmuisen elementin tapauksessa) jarjes-

tykseen

e) _ (e) (e (e) (e (e) (e) (e) (e) (e) (e)
“()—[Un U™ o Uy Uy Wyt Wygy, Wiyttt Wy Wyg o Wiy

(13.14)
Tasonsuuntaisilla kalvomuodonmuutoksilla ei ole kytkentaé laatan kdyristymiin,
ja elementin jaykkyysmatriisi voidaan kirjoittaa lohkomuodossa, kuten kehéasauvae-

K9 o0
Ko — | fm ol (13.15)
[ 0 Ké)]

lementin tapauksessa,

missd indeksit m ja b viittaavat kalvo- ja taivutustilan suureisiin, (kuten aiemmin
kehésauvaelementille), ja e on kyseisen elementin numero.
Otetaan uudelleen kayttoon kiertymévapausasteet 0, ja 0,,

0 S [T
whyl 1 0 le

ja solmun kuudenneksi vapausasteeksi otetaan kiertyma akselin z; ympari, 0,. Huo-
mataan, ettd solmuihin ¢ ja j liittyva tasokuorielementin lohko on edullista jarjestda

muotoon ©
o (K,)y 0 0
K = 0o (K9 0], (13.17)
0 0 0

missé lohkoon (K l(,e))ij muunnos (13.16) on ajateltu tehdyksi.

Jos paikallisen koordinaatiston kantavektorit ovat ¢;, 7;, k; ja globaalisen koordi-
naatiston kantavektorit puolestaan ovat 4,4, j, k4, niin paikallisten kantavektoreiden
komponentit globaalisten kantavektoreiden suunnille (suuntakosinit) ovat

TREP I Ji- 1 ly k-1, l3

’il'jg = my ) jz'jg = ma ¢, kl'jg = ms3

7:1 . kg 1 jl . kg Ty kl : kg ns
(13.18)

Siirtymavektori u paikallisessa ja globaalisessa koordinaatistossa esitettyné on
u :ulil+vljl+wlkl (1319)
ja

U = Ugly + VgJ , + woky. (13.20)
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Esimerkiksi komponentti u; on

w= (ugly + vyt, + woky) - 4, =
= Uy (% - Bg) + V(% ‘jg) +wy(i; - ky) (13.21)

= Ugly + vgmy + wyn;.

Samalla tavalla johdetaan muut tarvittavat muunnoskaavat.
Paikallisen koordinaatiston ja globaalisen koordinaatiston vapausasteiden vélilla
ovat yhteydet

U, i m m Ug
v =11l me mno Uy (13.22)
wy l3 ms ns Wy
ja
0z, L m m Oz,
0y, =1\l my no Oy, ¢ - (13.23)
94 I3 m3 ns ezg
Merkitaén, etta
i m mn
Q=11 my ny |. (13.24)
I3 m3 n3

Solmun 7 vapausasteiden muunnosmatriisi on

_ 1 Q 0
T, = [ 0 o, ] . (13.25)

Yhden elementin osuus sisdisen virtuaalisen tyon yhtalossa on
(5ul(e))TKl(e)ul(e) — (5u(e))T T(e)TKl(e) Ty — (5u(e))TK(e)’u,(e), (13.26)

ja elementin jaykkyysmatriisi lausuttuna globaalisen koordinaatiston suhteen on si-

ten
K© =K = TOTK T, (13.27)

Elementin muunnosmatriisi koostuu solmujen muunnosmatriiseista. Esimerkiksi ne-
lisolmuisen elementin tapauksessa koko elementin muunnosmatriisi on

T 0 0 0
o T, 0 0

T = 13.28
0O 0 T, 0 ( )
0o 0 0 T,
Solmuvapausasteita
e T
ul(z) = [ up v w eml Gyl ezl ]Z (1329)
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vastaava paikallisen koordinaatiston solmun 7 kuormavektori on

(e - 9T
e T T O A T TV (13.30)
Paikallisen koordinaatiston suhteen lausuttu ulkoisen virtuaalisen tyon termi on
(@u)TF = (0ul)T T = (6ul))TFL) (13.31)
joten
F =50 =T F (13.32)

ja elementin koko kuormavektorin muunnos on
FO=TOTpe. (13.33)

Jos usempi tasokuorielementti on samassa tasossa, niin rakenteen jaykkyysmatriisis-
ta tulee singulaarinen. Tdma voidaan estéé lisaamallé vapausastetta 0., vastaavaan
kohtaan jaykkyysmatriisin diagonaalille pieni luku, joka on riittdvéan suuri estdméaan
singulaarisuuden, mutta ei vaikuta haitallisesti tuloksiin. Pienen luvun lisddminen
diagonaalille tarkoittaa ko. kiertymévapausasteen kiinnittamista jousella ympéaroi-
vadn maailmaan. Rationaalisempi tapa on kiyttdd kuorielementin osana levyele-
menttid, jossa on valmiina paikallisen akseliston normaalikiertymaé 6,,, (engl. drilling
degree of freedom).

13.2 Kaareva, isoparametrinen kuorielementti

13.2.1 Kuorielementin geometriset suureet

Tarkastellaan yleistd, mielivaltaisen muotoista ohutta kuorta kolmiulotteisessa ava-
ruudessa R3. Kuoren mielivaltaisen pisteen P paikkavektori suorakulmaisessa koor-
dinaatistossa (x,y, z) on

missd £, € [—1,1] ovat kdyrédviivaiset koordinaatit, joiden avulla parametrisoi-
daan kuoren keskipinta, (£,7) € M, kuoren paksuuden suunnassa koordinaatti
2 =(teH= [—%t, %t], t = t(&,n) on kuoren paksuus, x,, = (£, n,0) on kuoren
keskipinnalla olevan pisteen () paikkavektori, jonka paédtepiste on samalla (-viivalla
kuin késiteltavin, mielivaltaisen pisteen P paikkavektorin péatepiste, d on suunta-
vektori, jonka pituus on yksi eli || d ||= 1.

Suorakulmaisen peruskoordinaatiston yksikkOkantavektorit ovat %, 7 ja k, ja
paikkavektori & voidaan esittdd muodossa

x =xi+yj+ zk, (13.35)
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Kuva 13.3 Isoparametrinen kuorielementti.

Kuva 13.4  Siirtyméavektori.

madtriisimerkinnoin

=y |. (13.36)

Maaritelladn kuoren keskipinnan tangenttitasossa keskenaén ortogonaaliset vek-
torit e ja f, jotka ovat kohtisuorassa vektoria d vastaan. Vektorikolmikon [e, f, d]
konstruointia késitelladn myohemmin.

Kuoren mielivaltaisen pisteen P siirtymaéavektori w voidaan kirjoittaa muodossa

u(&,n,¢) = un(§,n) + CR(E,n)d(E,n), (13.37)

missd u,, on kuoren keskipinnan vastaavan pisteen @) siirtymé ja R on vektorin d
rotaatiota esittdva matriisi, kuva 13.4.
Pienten rotaatioiden tapauksessa lineaarisessa kuoriteoriassa kaava (13.37) voi-
daan kirjoittaa muotoon
u = u,, + ((—af + fe), (13.38)
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Kuva 13.5 Rotaatiot a ja § paikallisten akseleiden ympaéri.

missé « ja [ ovat kiertymét paikallisten kantavektoreiden e ja f ympéri, kuva 13.5,
ja otaksutaan, ettd rotaatio vektorin d ympéri on nolla.
Koordinaattiviivojen &, n ja  tangenttivektorit ovat

ox oz ox

_ 7 S = 13.39

gg 85 ) gn 87] ) g( ac ) ( )

Kéyraviivaisen koordinaatiston kantavektorit etdisyydelld ¢ kuoren keskipinnalta

ovat

e =T =Tpmge+(dg,
9, =Ty =Tpmy+ ¢d,, (13.40)

ge=z¢=d.
Kuoren keskipinnalla M, (¢ = 0), kantavektorit ovat

a’f(gv 77): gg(fa n, 0)7
(13.41)

a”?(&a 77): gn(£7 777 0)

Paikallinen suorakulmainen koordinaatisto pinnalla ( = vakio voidaan muodos-
taa vektoreiden g, g, ja g, avulla. Ohuen kuoren tapauksessa voidaan jannitysten
laskentaan kiyttdd kuoren keskipinnalla paikallista koordinaatistoa, joka voidaan
tehdé esim. seuraavalla tavalla. Muodostetaan ensin yksikkovektorit (integrointipis-

teessi)
ag _ Y

e, — .
Tollayl

Keskipintaa vastaan kohtisuora yksikkévektori d voidaan mééaritelld kaavalla

e = : (13.42)
T lae |l

d — 65)(6,7

= — 1 13.43
Tec x e ] (13.43)
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Maéaritelladn edelleen apuvektorit

e:+ e, pxd
p=—-"r—— q=-—", (13.44)
| ec+ ey || Ipxd|

ja niiden avulla muodostetaan paikallisen koordinaatiston referenssitason suuntaiset,
vektoria d vastaan kohtisuorat yksikkokantavektorit

_ ptg _p—gq
lp+aql’ lp—q]

Néin saadaan koordinaatisto, jonka kantavektorit keskipinnalla ( = 0 ovat ldhinn&

(13.45)

vektoreita e¢ ja e,

Elementin solmupisteessi ¢ lahtotietona tunnetaan (tai voidaan laskea elemen-
tin ala- ja yldpinnan kahden solmupisteen avulla) vektori d;. Vektoria d; vastaan
kohtisuora vektori, (z, z)-tason suunnassa, on

) X dz
e =1 % (13.46)
I3 % di ||
tai jos d; on sattumalta vektorin 7 suuntainen, niin
dl' X 1
e, =—7, (13.47)
|di x|

1 ja 3 ovat globaalisen koordinaatiston kaksi kantavektoria. Lopuksi kolmas kanta-
vekrori solmussa ¢ lasketaan kaavalla
fi=

dixei

_Gixei (13.48)
| dix e;|

13.2.2 Siirtymien interpolointi

[soparametrisen kaarevan kuorielementin geometria voidaan méaritella kaavalla

n

1
2(€,1.0) = D INi(& )@ + 5CtNi(E n)d] (13.49)
i=1
missd N;(€,7n) ovat muotofunktiot, vektorin x; = x,,; komponentit (x;,y;, z;) ovat
solmujen ¢ = 1,...,n koordinaatit, ¢; on elementin paksuus solmun ¢ kohdalla.
Mitta ¢; ei kuitenkaan valttdmétta ole todellinen paksuus. Vektorin d komponentit
globaalisen kannan suhteen ovat

I3
d=<¢ m3g ;. (13.50)
n3
Siirtymia wu, v, w interpoloidaan samalla tavalla kuin geometriaa kaavalla

n

i=1
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misséd solmupisteen ¢ siirtymévektorin w; = wu,,; komponentit ovat (u;,v;, w;) ja
vektoreiden e ja f komponentit ovat

L Iy
e = ma s f = meo . (1352)
ny ng
13.2.3 Kuoren muodonmuutokset

Globaalisessa koordinaatistossa (z,y, z) lausutut muodonmuutokset ovat venymét

Ex =Ug, E3=1Vy, Ep=1W, (13.53)

) )

ja leikkausmuodonmuutokset
Yoy = Uy F Vg, Vye =V + Wy, Yoz =Us + Wy (13.54)

Derivaatat koordinaattien x, y ja z suhteen voidaan méaarittda derivoinnin ket-
jusddnnon avulla. Siirtymékomponentin u (€, 7, () derivaatat kiyraviivaisten koordi-
naattien &, n ja ¢ suhteen ovat

0 I, 9z
5 5 af) %18
o | =9 a0 o 7 | (13.55)
L ac ]l Loc a¢ o¢ | L oz
missa,
o6 0¢ 08
gr—| 9 oy 0= (13.56)
on 0On 0On
or Oy 0
o¢ o¢ oC |

ja J on kuvauksen (€,7,€) = (2(£,1, 0), (6,11, ), 2(£,17,¢)) Jacobin matriisi.
Matriisin J7? kidnteismatriisi on, kuten 3D-isoparametrisen elementin tapauk-

sessa,
1 yvnzvc - Zvnyvc _yvgzvc - ngyvc yvgzvn - vayﬂ?
=T
= det J _"L‘ﬂ?zyc - Zvnxvc ZE7§Z7C - Z?§x7< _yvgzvn - Z7§y777 ) (13'57>
Ta¥e = YnTe LY —Yelc Telm =Ygl
missé

det J = det J* = we(ynzc — 2a¥¢) —Ye(Tnzc = 2a0.0) + 26(T0yc —yyac) (13.58)

Versio: kevit 2014



13.2. Kaareva, isoparametrinen kuorielementti 271

on Jakobin matriisin determinantti ja globaalisten, karteesisten koordinaattien de-
rivaatat luonnollisten koordinaattien suhteen ovat

n

Te= Zl Niglwi + 3t:Cls], @,y = > Nigles + 36(l5),  zc = Z:l Niclzi + 5tiCls),

i=1

Ye = ;Ni,ﬁ[?/i + 3tiCms], Y, = Niglyi + 5t:iCms],  ye = ;NLC[% + 3t;(m3(13.59)

=1
ze = > Nielzi + 3tiCns], 2y = > Niglzi + 3tiCns],  zc =Y Niclzi + 3tiCns).
=1 =1 =1
Merkitaan
H=JT, (13.60)
jolloin
o€ 9n 9¢
Hyy Hyy His g% % g%
Hy Hy Hey | =| = = = |- (13.61)
dy 9Oy 0Oy
Hs Hz Hss o0& On OC
0z 0z 0Oz

Matriisin H komponenttien avulla lausutaan muotofunktioiden derivaatat

Ni,x = H11NZ'7§ + H12Ni,n7
Niy = HnNig + HnNiy, (13.62)
N; . = H31N;¢ + H3aN;

ja derivaatat

Qw — ng, Qy = H237 C,Z = H33. (1363)

Globaalisessa koordinaatistossa (z,y, z) lausutut virtuaaliset muodonmuutokset
ovat

0y = OUy, Oy =0V, O, =0wW,, (13.64)

gy = OUy + 00V, 0V = OV, + 0w, 0V = du, + 0W,. (13.65)

Elementin kinemaattiset yhtalot ovat
be = Bou'®

B Z B (13.66)
=1

missd solmuun ¢ liittyva B-matriisin lohko on
B; = By; + (Ba, (13.67)
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[ Nio 0 0 — 3t N; Hysl, +t;N;Hy3ly
0 Ny O —%tz‘Nz’mez %tiNiHZSml
B. — 0 0 N — 5t N; Hssno 5t N; Hszn,
PN y Nia 0 —3t;N;j(Hysly + Hismy)  5t;N;i(Hasly + Hizma)
0 DN, Ny _%tiNi(Hi%?,mQ + Hasno) %tiNi(H?)?)ml + Hoysny)
| Ni. 0 Niuz —3t;Ni(Hsslo + Hizna) 5t Ni(Hssly + Hizng)
(13.68)
ja
[0 0 0 —2t;N; 4l Lt Nizly |
0 0O —%tiNi,me %tiNLyml
0 00 —14:N; 0o Lt.N; .ny
B, = o lidViz o bidViz 13.69
2 0 0 0 —%ti(Ni7yl2 + Nme) %ti(Ni,yll + Ni,xml) ( )
0 0 0 —%tZ(NZ7zm2 + Nm/l’bg) % Z‘(Ni7zm1 + Ni7yn1)
| 0 0O _%ti(Ni,zb —+ Ni,xn2> %tz(Ni,le + Ni,xnl) ]
Elementin jaykkyysmatriisi on
111
K© = / / / BT DB det J dédndC. (13.70)

-1 -1-1

Integraali koordinaatin ( suhteen voidaan nyt laskea eksplisiittisesti ohuen kuoren
tapauksessa sijoittamalla
ja
det J = tlx ¢ x x| d&dn. (13.72)
Elementin jaykkyysmatriisin kaavassa D on materiaalin jiykkyysmatriisi glo-
baalisessa koordinaatistossa. Jannitysten ja muodonmuutosten vélinen yhteys maa-

ritetdaéin kuitenkin integrointipisteen paikallisessa koordinaatistossa (zy, y;, z;). Kim-
moisen aineen tapauksessa materiaalin jaykkyysmatriisi on paikallisessa koordinaa-

tistossa
1 v 0 0 0 0 T
v 1 0 0 0 0
000 0 0 0
FE 1—v
D = 13.73
! T 0 0 0 5 0 0 , ( )
1—v
0 0 O 0 k 0
1 —
000 0 0k 2”

jossa on otettu huomioon, ettd kuoren jannitys ja muodonmuutos akselin z; suun-
nassa ovat nollia ja k on leikkauskorjauskerroin, jonka arvoksi homogeeniselle poik-
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kileikkaukselle voidaan ottaa k = g. Paikallisen koordinaatiston ja globaalisen koor-
dinaatiston véliset muodonmuutosten ja jannitysten muunnoskaavat ovat

g=T.e ja o,=T,o0=T."0, (13.74)

missa muunnosmadtriisi

l% m% TL% l1m1 mimnq ll’l’Ll
l% m% n% l2m2 moNo l2n2
2 2 2
T — l3 ms ns l3m3 msns l3n3 (13 75)
e = .

2Ly 2mimy 2ning Lime +maly mung + mang  nils + noly
2ll3 2moms 2ngns  lamg + mals mong + mang  nals + nsly

| 2[3[1 2m3m1 2TL3’I’L1 l3m1 + m3l1 msni -+ minsg n3l1 -+ n1l3 ]

ja l;, m; ja n; ovat vektoreiden %, j ja k suuntakosinit, (sisdtulot) paikallisten kan-
tavektoreiden e, f ja d suhteen (integrointipisteessi).
Koska o] e; = o’e on invariantti, saadaan yhteys

e'De=¢/'Dig,=€" TETDZ T.e, (13.76)

joten

D=T'D,T. (13.77)

on materiaalin jaykkyysmatriisi globaalisen koordinaatiston suhteen sijoitettavaksi
elementin jaykkyysmatriisiin.

Samalla tavalla kuin tasokuorielementin tapauksessa edella voidaan isoparamet-
risen kuorielementin vapausasteeksi ottaa kiertymé, -, solmupisteen ¢ paikallisen
kantavektorin d; ympéri. Paikallisen ja globaalisen koordinatiston kiertymien véli-
set yhteydet ovat

« ll mi1 N 9:1:
B =11k ma ny 0y ¢, (13.78)
7 I3 ms ng 0.

misséd muunnosmatriisi (solmun ) kiertymille on

Qi=[e fi d }T. (13.79)

Solmun 7 vapausasteiden muunnosmatriisi on

T, - [ g gi } . (13.80)

Paikallisessa koordinaatistossa on jalleen lisattava lavennetun jaykkyysmatriisin dia-
gonaalille pieni luku vapausasteen v kohdalle estaméén jaykkyysmatriisin singulaa-
risuus.
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Luku 14

Derivaattasuureiden laskennasta

Elementtimenetelméssé, jossa priméaarisuuretta interpoloidaan paloittain jatkuvilla
funktioilla, on tasta laskettu derivaatta epajatkuva. Esimerkiksi virtuaalisen tyon pe-
riaatteesta johdettujen elementtimenetelméformulaatioiden jannitysten lausekkeet
ovat epajatkuvia siirryttdessd elementtien rajapintojen yli. Jannitysten arvot ovat
my0s epatarkempia kuin siirtymaésuureet, silla ne saadaan materiaalilain avulla muo-
donmuutoksista, jotka on saatu derivoimalla siirtymia.

Tarkimmillaan derivaattasuureiden arvot ovat usein integroimispisteissé, ja ha-
luttaessa laskea niiden arvoja solmupisteissda voidaan menetelld seuraavin tavoin:

1. Lasketaan priméarisuureen interpolaatiosta derivaattasuureiden arvot solmuis-
sa ja niistéd tarvittavat suureet kuten jannitykset, jotka keskiarvoistetaan sol-
muun liittyvien elementtien pinta-alojen suhteessa.

2. Ekstrapoloidaan jannitysten arvot integrointipisteistd kdyttden hyvéksi sopi-
vaa interpolaatiofunktiota ja suoritetaan keskiarvoistus.

3. Otaksutaan jannityskomponenteille jatkuva interpolaatio kiyttden samoja in-
terpolaatiofunktioita kuin siirtymille ja méaritetddn jannitysten solmupistear-
vot pienimmén nelién keinolla.

Ensimmaisen kohdan strategia ei kaivanne lisaselvityksié.
Esitetdén seuraavaksi siirtymamenetelmaan perustuvan elementtimenetelman jan-
nityssuureiden laskentamahdollisuuksia, erityisesti jalkikasittelya silmallapitéen.

14.1 Ekstrapolaatio

Oletetaan, ettd jannityssuure () on maéaritetty bilineaarisen elementin Gaussin-
Legendren 2 x 2 integrointipisteissa, I, II, III ja IV. Merkitddn haluttuja solmu-
pistearvoja ()1, ..., Q4. Gaussin-Legendren 2x2-menetelmén pisteiden koordinaatit

ovat
(14.1)

Sl
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Gaussin piste Bilineaarinen ekstrapolaatio

Kuva 14.1 Ekstrapolaatio solmuihin.

jotka on esitetty kuvassa 14.1. Otaksumalla nyt jannitykselle bilineaarinen interpo-
laatio elementin alueella, saadaan solmupistearvot yhtalostéa

@1 (1+1v3) —1 (1-1v3) -3 Qr
@ | _ -3 (1+3V3) -3 (1-3V3) Qrr
Qs [ (1- %\/g) _% (1+ %\/g) —% Qrrr
) _% (1_%\/3) —% (1+%\/§) Qrv

(14.2)

14.2 Pienimman nelion keino

Olkoon elementtimenetelmin antama ratkaisu siirtyméasuureille u, ja niista lasketut
jannitykset oj. Parannetulle jatkuvalle jannitysjakaumalle kiytetadn merkintaa

o.= Ns, (14.3)

misséd matriisi IN siséltda interpolaatiofunktiot ja s jannitysten solmupistearvot.
Uusi jannitysjakauma sovitetaan elementtimenetelmén antamaan “raakajénnityk-
seen” pienimmén nelion keinolla

min/(ac — 04,)%dQ, (14.4)
s Ja
josta solmupistejannitysten suhteen derivoimalla saadaan ratkaisuyhtéloksi
/ N'(Ns —a,)dQ = 0. (14.5)
Q
Tama yhtalo voidaan kirjoittaa muodossa
Ms =15 (14.6)

missé kerroinmatriisi M ja vektori b kootaan elementtiosuuksista

M© = / NTNdQ, b = NTod. (14.7)
Qle) Qle)
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Pienimman nelion keino

Talla tavoin voidaan jannitysten tarkkuutta hieman parantaa, mutta jannitysten
suppenemisnopeuteen silld ei ole vaikutusta, (katso lukua 8), ainoastaan virheker-
roin C' pienenee. Jénnitysten tasoitusta ei saa suorittaa rajapinnoilla joissa materi-
aaliominaisuudet hyppéyksenomaisesti muuttuvat. Talldin tasoitus on suoritettava

osa-alueittain.

Versio:

Esimerkki 14.1 Olkoon ratkaistavana ldmménjohtumisyhtilo
/A — — f — z _z
k" = f, u(0) = u(L) =0, Fl@) = 4fo7 (1 L) . (148)

Kayttden symmetriaa hyvikst ratkaise tehtdva elementtimenetelmalld kayttden
kahta lineaarisesti interpoloitua elementtid ratkaisualueen puolikkaalle. Laske
saadusta ratkaisusta ldmpdévuo

qn = —kuj,. (14.9)

Jalkikdsittele tata lampovuon lauseketta otaksumalla parannetulle ldmpdvuon
lausekkeelle Cy-jatkuva lauseke, eli otaksumalla, ettd limpovuo on esitettdvissd
kunkin elementin alueella samoilla interpolaatiofunktioilla kuin itse lampdtila-
kin

¢ = N1(&)ger + Na(€)gea- (14.10)

Diskretoitaessa elementtimenetelméalld puolet alueesta reunaehdot ovat

w0)=0  ja q(L/2) = 0. (14.11)
Elementtimatriisi on
L dN; dN; 2k dN; dN;
7 :k/ i dNj / 4N 4 14.12
ij dr dr T @ ) aE e % (14.12)
Kaytettdessa lineaarisia elementtejé, yhtaloryhmaéksi saadaan
K( )+ K(Q) Kg) up f21) + f (14.13
K(2) KD 1) us #(2) : 13)
21 22 2
Lasketaan kuormitustermit
7 = 1h(e/ FEON:(&)de, (14.14)
jotka ovat:
1 (e) (e)
1) _ 1p(e) T(1_2%\1 r_zel
2 2h /_14f0L (1 L)2(1+£)d£ (L o tart
1
— il [ (+927 - = hlL, (14.15)
i = ehl / (3466 -1 - &de = 2oL, (14.16)
72(2) = 192f0L (14.17)
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Yhtéloryhmaksi saadaan siten

4k | 2 -1 up | 1 | 34
f[—1 1]{%}_172{23}’ (14.18)
up || 57 | foL?
{ us3 }_{ 80 }7681<:' (14.19)

Kaytettaessa lineaarisia elementteja laimpovuo on vakio elementin alueella, ja

jonka ratkaisu on

sille saadaan lauseke

(e) _ uge) _ ﬁ

(€) — _p) — 122 (e) _ . (e)
¢ = —ku' = —k - 7 (w3’ —ug ). (14.20)
Saadaan arvot
¢V = -3 fL, ¥ =-ZfL. (14.21)
Lampdovuon jalkikésittelyd varten muodostetaan matriisi M, joka koostuu ele-
menttimatriiseista
T2 1
MY = / N;N;jdz = 30 / N;N;de. (14.22)
1 —1
Lineaarisen elementin tapauksessa se on muotoa
e | 2 1
M© = : 14.23
1 w12

Nyt voidaan ldmpovuolle antaa reunaehto alueen keskelld, joten ratkaistavaksi
jaa kaksi suuretta eli lampovuon arvot solmuissa 1 ja 2. Oikean puolen vakio-
vektorin b, joka koostuu elementtiosuuksista

1
b = 14 / Ni(€)q@ e, (14.24)
—1
termit ovat
by = b, (14.25)
by = b+, (14.26)
missa,
(1) L [ 57 1 57 2
o) = 2 1(—@f0L)§(1—§)d§:—m oL?, (14.27)
B = D), (14.28)

Ratkaistava yhtaloryhmé on

L|21 L?
— der | ] 5T LAl (14.30)
1211 4 Geo 80 [ 1536
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0
./V/
[vd
./'7y
-0.1 i -
R ST 4
q 0.9 : /'//
-+ L T a
Sl o
_03 %:. . .. s ’/,///// ...... + _
_04 | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Kuva 14.2 Lampovuo: ehyt viiva analyyttinen ratkaisu ja katkovii-
vat elementtimenetelméatulokset.

ja sen ratkaisuksi saadaan

L
Ger | _ ] 18 Lok (14.31)
G2 103 [ 796

Kuvaan 14.2 on piirretty lampdvuon analyyttinen lauseke seké suoraan elementti-
interpolaatiosta laskettu etté jalkikasitelty jatkuva lampovuon arvo.

Analyyttinen ratkaisu lampdtilalle on

u(z) = fg’;% [(%)3 9 (%)2 + 1} , (14.32)

josta saadaan lampovuo kaavalla ¢ = —ku/'.

14.2.1 Harjoitustehtavia
1. Johda yhtils (14.2).

2. Mieti miten suoritetaan bikvadraattisen tai supistetun bikvadraattiseen (Serendip)
elementin ekstrapolaatio solmuihin.

3. Ratkaise esimerkin 14.1 jalkikésitelty lampovuon jakauma otaksumatta ehtoa g(L/2) =
0. Maarita lampovuon neliovirhe kummassakin tapauksessa. Kumpi menettely antaa
ko. normin mielessd paremman tuloksen?
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Luku 15

Sekaelementtimenetelmat

15.1 Johdanto

Sekaelementtimenetelmét muodostavat laajan ryhmén erilaisia epétavallisia element-
timeneteméaformulaatioita. Niiden kiytolld on joukko syitéd, jotka voidaan karkeasti
jakaa kolmeen ryhmaéaén. Ehka kaikkein tarkein syy on se, ettd sekaelementtimene-
telméat mahdollistavat rajoiteyhtéloiden luontevan késittelyn. Esimerkiksi kokoon-
puristumattoman aineen, kiintedn tai nesteen, mallinnus ei onnistu tavanomaisella
siirtymé- /nopeusformulaatiolla.

Toinen syy on tiettyjen standardiformulaatiossa priméérisuureista derivoimalla
laskettujen suureiden fysikaalisessa merkittavyydessa. Elastisuusprobleemissa janni-
tykset ovat usein tarkedmpié suureita kuin siirtymét, jotka tavanomaisessa siirty-
mémenetelméssa ovat kuitenkin astetta tarkempia kuin jannitykset. Lammonjohtu-
mistehtavissa usein lampovuo on tarkeampi suure kuin itse lampdotila. Téaten mene-
telma, jossa ndmé jannityssuureet olisivat “suoraan” saatavilla saattaisi olla mielek-
kaampi.

Kolmas syy liittyy vaikeuteen muodostaa interpolaatiofunktioita joilta vaaditaan
derivaattojen jatkuvuutta. Esimerkiksi Kirchhoffin laattamallissa C'-jatkuvien funk-
tioiden konstruointi kolmio tai yleiselle nelikulmioelementille on hankalaa ja johtaa
epatoivottuihin vapausasteisiin. Sekaelementtimenetelméssa jatkuvuusvaatimuksia
voidaan lieventdd muuntamalla korkea-asteisia derivaattoja siséltavit yhtalot mata-
lampiasteiseksi systeemiksi.

15.2 Yksinkertainen esimerkkiongelma

15.2.1 Symmetrisen heikon muodon johto

Tarkastellaan seuraavassa aksiaalisesti kuormitetun sauvan ongelmaa (analogises-
ti limmonjohtumisongelmaa). Sauvan tasapainoyhtélo on aksiaalisen siirtymén u
avulla lausuttuna toisen kertaluvun skalaarinen differentiaaliyht&lo:

—(EAY) = f. (15.1)
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Otaksutaan reunaehtotapaus

u(0) = 0,
N(L) = EAJ(L)=N

L

(15.2)

Sekaelementtimenetelméformulaatiota varten muodostetaan toisen kertaluvun yh-
talostd normaalivoiman N ja siirtymén u systeemi

N

— ' =0

EA
-N'" = f. (15.3)

Kerrotaan ylempi yhtéaloistéa testifunktioilla N ja alempi 4, ja integroidaan alueen
I ={z|z € (0,L)} yli, saadaan systeemin heikko muoto

—d:p—/ Nu'de = 0
0

L
—/ uN'dx = / af dx. (15.4)
0 0

Osittaisintegroidaan alemman yhtdlon ensimmaéinen termi ja kerrotaan ylempi yh-
taloista —1:114, saadaan elementtimenetelmén kannalta sovelias heikko muoto

L
/ —dx+/ Nu'dzr = 0
0

L L
/a’zvda; _ /afderﬂ(L)NL. (15.5)
0 0

Sekaelementtimenetelmé saadaan kun alue I jaetaan osa-alueisiin (¢ ja valitaan
osa-alueittain interpolaatiot

p
N = ZNN’iPi(E) = Nyp',
q
0 = 3~ w59

Vastaavasti testifunktioille valitaan Galerkinin keinon mukaisesti samat interpolaa-
tiofunktiot

N© — ZNNZ _ Nyp©,
a® = ZNm*e = N,a". (15.7)
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Sijoittamalla ndmé heikkoon muotoon (15.5) ja kokoamalla kaikkien elementtien
osuudet saadaan yhtalosysteemi

{ }T([_ﬂg %THZ}_{;}):O’ (15.8)

ja merkitaén tata lyhyesti

S >

&' (Az — b) = 0. (15.9)
Matriisit M ja C koostuvat elementtiosuuksista

NI Ny

M© — NN
0 FEA

dz, C = / (N')'N y dz, (15.10)
I(e)
ja ulkoisten kuormien voimavektori saadaan vastaavasti elementtiosuuksista

F9= | NTfda, (15.11)

I(e)

lisdttynéd sauvan péadssa vaikuttavan voiman osuudella Ny.

Esimerkki 15.1 Ratkaistaan edelld kuvattu ongelma kdyttien kahta sekaele-
menttid, jossa stirtymdlle u ja normaalivoimalle N kaytetdidn lineaarista Cy-
interpolaatiota. Otaksutaan EA wvakioksi ja ettd kuormitus f on lineaarisesti
jakautunut palkin pituudelle f = fo(1 — z/L).

Interpolaatiofunktiot elementin paikallisessa &-koordinaatistossa ovat taten N, =
Ny = [ %(1 —£) %(1 +¢) } , jolloin matrisiisit M (©) ja C(©) ovat

2 1 1| -1 -1
() — = . 15.12
12]’ ¢ 2[ 1 1] (15.12)

Kiytetadn tasajakoista elementtiverkkoa, tialloin A1) = (2 = L /2. Element-

hle)
(e) —
M 6EA

tien ulkoisiksi voimavektoreiksi saadaan

f(1)=21—4f0L{i}, f(z):ifoL{i%{z%}' (15.13)

Otetaan kdyttéon dimensiottomat vapausasteet P, = EAq;, ja u; = Lo; seké
pistekuormalle sauvan pidssi esitys N;, = BfoL. Jirjestamalld vapausasteet
T

seuraavasti * = [ PP P, P3 uy us ] , saadaan globaaliksi yhtalosystee-

miksi
r 1 1 1 7
g 0] :
0 —% -t -1 1 = 0 Jok 15.14
0-% -5 =2 3 ag o= 1 T (1514
L 0 5 5 0 0_ 53 ﬂ‘i‘ﬁ
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Yhtélosysteemin ratkaisu on

(631 5+ 5
Qg §+8
az p=4 —5+8 ¢. (15.15)
02 &+ 38
03 %—Fﬁ

15.2.2 Muutamia huomautuksia

Tarkkaavainen lukija on jo saattanut huomata, ettd heikko muoto (15.5) ei vaa-
di normaalivoiman Cy-jatkuvuutta. Mikali normaalivoimalle valitain elementeittéin
paloittain jatkuva interpolaatio, on globaali M matriisi on lohkodiagonaalinen, eli

MY
M®

S
I

(15.16)
ME)

Tassé tapauksessa normaalivoimaan liittyvéit vapausasteet voidaan kondensoida pois
jo elementtitasolla systeemin (15.8) ylemmén yhtélon avulla (yhteensopivuusehto),

jolloin saadaan
p® = (M) HCNTu®, e=1,... F. (15.17)

Sijoittamalla ndmé systeemin (15.8) alempaan yht&l66n, tasapainoehtoon, saadaan
elementin jaykkyysmatriisiksi

K©® = cOMO)(CNT. (15.18)

Esimerkki 15.2 Ratkaistaan esimerkkiongelma kdayttdien sekaelementtid, jos-
sa normaalivoimalle N kaytetdan lineaarista interpolaatiota, joka on epdjat-

kuva elementin pidtepisteissi Otaksutaan EA ja f vakioiksi.

Matriisi M) on nyt tietenkin sama kuin edellisessd esimerkissé. Sen kaan-

telsmatriisi on

2FA 2 -1
M@yl = 22 . 15.19
(MOt =22 ] ] (15.19)
Téaten jaykkyysmatriisiksi saadaan
() _ FA | -1 -1 2 -1 -1 1| FA 1 -1
20 1 1 -1 2 -1 1| ne| -1 1
(15.20)
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Tuloksena saatiin siten sama jaykkyysmatriisi kuin tavanomaisen lineaarises-
ti interpoloituun siirtymamenetelméaén perustuvassa elementtimenetelmaéssa.

Globaali yhtélosysteemi on siten

E_A 4 -2 Uus o
-2 4 us [ | %

L
4,1 2
ug | ) mt3B | foL
{ug}_{ s }EA. (15.22)

Sekaelementtimenetelméssé jannitykset ratkaistaan elementtikohtaisesti kuten

+ W=

5 }fOL, (15.21)

jonka ratkaisu on

standardiformulaatiossakin, mutta kiyttéden yhtdalod (15.17)
p© = (M©)~1C)y(®) = gle)y(©)

FEA

(e) —
5 h

-1 1

- ] . (15.23)

Havaitaan, ettd elementti tuottaa aina normaalivoimajakauman, joka on ele-
menteittidin vakio. Esimerkiksi elementille 1 saadaan

© pPM Y 2BA] -1 1 0 foL?

PUSV R0 [T a1 1| E+1s [ EA
1

_ [ X (L + B)fo (15.24)

P 4O @ [
(e) _ 1 _ 2 1
p { P } BAR P8 (15.25)

Téssd tapauksessa ei jannitysten lineaarisella interpolaatiolla saatu mitdan

ja yleisesti

hyGtyéa tavanomaiseen elementtimenetelméén verrattuna.

Edellisen esimerkin tulos on kuitenkin luonnollinen. Jannitysten ja siirtymien in-
terpolaation tulee ola oikeassa suhteessa toisiinsa, jotta saataisiin hyvin kayttaytyva
elementti eiké laskentatyota tuhlattaisi turhaan. Tahén aiheeseen palataan myohem-
min.

Huomaa, ettd globaali matriisi A on indefiniittinen, eli silld on seké positiivisia
ettéd negatiivisia ominaisarvoja. Talla seikalla on suuri merkitys lineaarisen systeemin
ratkaisussa. Téhén seikkaan palataan luvussa 77.

Yhtélosysteemi (15.8) saadaan my6s Lagrangen funktionaalin

1 N2

stationdarisyysehdosta, missa sekd normaalivoima N ettd aksiaalisiirtyma u ovat va-
rioitavina suureina. Funktionaalia (15.26) kutsutaan mekaniikassa myos Hellingerin-
Reissnerin funktionaaliksi.
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15.3 Eulerin-Bernoullin palkkimallin sekaelementtimenetelma-
formulaatio

Eulerin-Bernoullin palkkimallin yhteensopiva siirtyméelementtimenetelmé vaatii tai-
puman interpolaatiofunktioilta C'-jatkuvuutta. Sekaelementtimenetelméssa téata jat-
kuvuusvaatimusta voidaan lieventda. Palkkimallin differentiaaliyhtalo

(EI")" = f (15.27)
voidaan kirjoittaa kahden yhtélon ryhméana

M = —EI"
-M" = f. (15.28)

Kerrotaan ylempi yhteensopivuusehto testifunktioilla M ja alempi tasapainoyhtalo
0:114 ja integroidaan alueen I = {z|z € (0, L)} yli, saadaan heikko muoto

LMM L .
—d Mv"dx =0
/0 o :c—l—/o v ax
L L
—/ @M"dazz/ of d. (15.29)
0 0

Suoritetaan osittaisintegrointi ja kerrotaan ylin yhtalo -1:114, jolloin saadaan sym-

metrinen heikko muoto
L
Mo

L %, L
MM .
—/ —daz+/ M dx =
. EI ; .

L L
/ @'M’da::/ Of dx —
0 0

missa () on leikkausvoima ) = M’. Ylemmén yhtalon sijoitustermi hiviaa jos kier-

L

20, (15.30)
0

tymé sauvan péissd on estetty tai taivutusmomentilla on sauvan paissa méaaratty
arvo (myts nolla). Alemman yhtélon sijoitustermi vastaavasti havidd mikali taipu-
malla on sauvan paissd méaaratty arvo tai leikkausvoima héavida. Sekd taipumalle
ettd taivutusmomentille voidaan valita Cy-interpolaatio heikkoon muotoon (15.30)
perustuvassa elementtimenetelméssa.

15.4 Kokoonpuristumattoman aineen ongelma

Taysin kokoonpuristumatonta ainetta ei pystytd analysoimaan siirtymamenetelmal-
14 ja tavanomaiset elementit kiyttaytyvit huonosti kun Poissonin luku lahestyy ko-
koonpuristumattomuusrajaa v — 0, 5. Tarkastellaan seuraavassa kokoonpuristumat-
toman tai ldhes kokoonpuristumattoman aineen ongelmaa lineaarisen isotrooppisen
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elastisuuden esimerkkitapauksessa. Lineaarisesti kimmoisen ja isotrooppisen mate-

riaalin konstitutiivinen yhtaloé on

o = De, (15.31)
missd kimmomatriisi D on kolmidimensioisessa tapauksessa muotoa
[\ +2u A A ]
A A+ 2p A
A A A+ 2
D= e , (15.32)
i
i
L K
missd Lam’en vakiot A ja p ovat
vE E
A= =G=—. 15.33
A+ —2v) " 2(1+v) (15.33)

Kun v — % niin A — o0, joten tavanomaista siirtymamenetelméaé ei voi soveltaa.
Kasitellddn seuraavassa muodonmuutosta ja jannitystd matriisisuureina, mika hel-
pottaa huomattavasti lausekkeiden johtoa. Kun siirrytddn takaisin elementtimene-
telmédn, otetaan jalleen vektorimuotoinen esitys kayttoon. Jaetaan muodonmuutos-

matriisi € deviatoriseen osaan € ja tilavuudenmuutososaan el /3:

e=¢€+ %eI. (15.34)
Tilavuudenmuutos on muodonmuutosmatriisin jalki
e=tre=¢,+¢e+e, (15.35)
ja deviatorinen osa saadaan ratkaistua jaon (15.34) perusteella
€ =¢€— geI. (15.36)

Muodonmuutosdeviaattori mittaa materiaalialkion muodon vaaristymista ja voly-
metrinen osa! kuvaa tilavuuden muutosta

V-V
=tre= . 15.37
e=tre 7 ( )
Keskiméaariinen jéannitys o, méaritellaan
1 1
Om = gtra = g(Ux +o,+0.)=—D, (15.38)

'Kiytetdin myos nimityksid hydrostaattinen-, pallo- tai dilataatio-osa.

Versio: kevit 2014



288 LUKU 15. Sekaelementtimenetelmét

missd keskiméérdistd painetta on merkitty p:1la. Paine on yhteydessa tilavuuden-
muutokseen kokoonpuristuvuusmoduulin K vélitykselld seuraavasti

P
=—=. 15.39
e=-L (15.39)
Kokoonpuristuvuusmoduuli voidaan lausua muiden elastisten vakioiden avulla esim.
seuraavasti z
K=XA+3p=—"—. 15.40
HELRET ) (15.40)
Kokoonpuristumattomala materiaalilla K = oo, jolloin tilavuudenmuutosta ei ta-
pahdu.
Deviatorinen jannitys maaritelladn
1
o' =o0-— gtr(a)I =o +pl. (15.41)

Kirjoitetaan materiaalilaki (15.31) indeksimuodossa ja jaetaan se hydrostaattiseen
ja deviatoriseen osaan:

Uij = )\652‘]‘ + 2,uez~j
= (K — Sp)edij + 2ue;;
= Keéij + 2,&(62‘]‘ — %652‘]‘)

= —pdij + 0,
joten
ol’j = 2,ue;j ja p=—Ke. (15.43)

Elementtimenetelméssa on kitevad kirjoittaa jannitys ja muodonmuutos pysty-

vektoreina, jolloin

1
p= —%(am +oy+0.)= —gaTm, (15.44)

missi yleisessd kolmidimensioisessa tapauksessa ! = [ Or Oy Os Tay Tyz Tex }
ja m on
m'=[111000]. (15.45)

Taten volymetrinen muodonmuutos voidaan kirjoittaa
e=¢+e€,+e€ = mTe. (15.46)

Deviatorinen muodonmuutos € voidaan siten lausua muodossa

€ =€+ ime= (I - imm)e, (15.47)
ja deviatoriselle jannitykselle saadaan yht&lo
o' = Doe' = Do(I — tmm")e = D'e, (15.48)
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missa
i . o4 2 2 .

: ;3 3

2 -3 3 73

9 2 2 1
Dy=pu . ja D'=p 33 3 . (15.49)

1 1
Jannitysten tekeméd virtuaalinen tyon on siten
/ Sl o dQ = / 5e’ (o’ — mp) dQ = / 5e’ (D'e — mp) dQQ. (15.50)
Q Q Q

Sijoittamalla tdmé virtuaalisen tyon yhtdloon (5.34) ja ottamalla paineen ja ko-
koonpuristuvuuden vilinen konstitutiivinen yhteys mukaan heikossa muodossa saa-
daan sekaelementtimenetelmén mukainen formulaatio, jossa tuntemattomina suu-
reina ovat siirtyma w ja paine p:

/ S’ (D'e — mp)dQ) = / Sul f dQ +/ Sultdl
Q Q -
/p (mTe + 3) dQ) = 0. (15.51)
Q K
Valitaan elementtimenetelmin mukaiset interpolaatiot siirtymille w ja paineelle p:
u=N,q ja p=N,p. (15.52)

Talloin saadaan seuraavanlainen globaali yhtélosysteemi

Y1) v

missd matriisit K, C ja M koostuvat elementtiosuuksista
K = / B'D'B a9,
Q)
C = — / N m”Bdq,
Qe)

M® = — K'NTN,dQ,
Qfe)

F9 = fodQJr/ NTE, dr. (15.54)
Q) ri)

Mikéli materiaali on kokoonpuristumatonta, on matriisi M = 0. Huomaa, etta
jaykkyysmatriisi K (©) on miltei samanlainen kuin standardi siirtymamenetelmaén
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perustuvassa elementtimenetelméssi. Ainoa ero on, ettd matriaalin jaykkyysmatrii-
sin D tilalla on materiaalijiykkyys D’

Kéyttokelpoisten (u, p)-interpolaatioparien 16ytaminen ei ole aivan yksinkertai-
nen asia. Diskreetin formulaation tulee toteuttaa ns. Babuska-Brezzi stabiiliuseh-
to (lyhyesti BB-ehto), jotta menetelmé olisi tdysin luotettava. Huomaa myos, ettéa
paineen interpolaatio voi olla epédjatkuva elementin rajapintojen yli. Yksinkertai-
sin mahdollinen interpolaatiokombinaatio olisi tietenkin valita siirtymille lineaari-
nen/trilineaarinen Cy-interpolaatio ja paineelle vakio. Tamé4 ei kuitenkaan toteuta
BB-ehtoa ja tuloksena voi olla hyvinkin villisti oskilloiva painejakauma.

15.5 Stabiloidut sekaelementtimenetelmaformulaatiot

Sekamenetelmiin johtavaa systeemia, esim. (15.5) tai (15.51) voidaan yleisesti kuvata
seuraavasti

Avt Bp =] (15.55)
! .

Bu =
missd A ja B ovat differentiaali tai algebrallisia operaattoreita ja B* on B:n ad-
jungantti. Systeemin (15.55) priméérisuuretta merkitddn w:lla ja p on Lagrangen
kertoja. Numeerisen ratkaisun pohjaksi kelpaava heikkoa muotoa merkittakoon

)

a(t,u) + b(a,p) = (4,
b(p, u) = (p,

Kuten kokoonpuristumattoman aineen tapauksessa jo mainittiin, on toimivan ele-

) (15.56)

QI
N—

menttimenetelméan konstruointi hankalaa, t.s. sopivien interpolaatioiden loytami-
nen wu:lle ja p:lle siten, etté ne toteuttaisivat Babuska-Brezzi stabiiliusehdon. Stabi-
loiduiksi formulaatioksi kutsutaan menetelmié, jotka kiertévit BB-stabiiliusehdon,
jolloin saadaan toimivia elementtimenetelmia kaikilla mielekkailld interpolaatiopa-
reilla. Kirjoitetaan systeemi (15.56) muodossa

a(i,u) + b(w, p) + b(p,u) = (4, f) + (p, g). (15.57)

Systeemi (15.57) stabiloidaan lisd&maélla siithen elementtikohtaisesti méariteltyja pie-
nimmaéan nelion termeja

- 52h2r2(B7:L7 Bu — g) = (,&’ JE) + (pu g)v (1558>

missé 0; > 0,0, > 0 ja eksponentit 1, ry ovat positiivisia.
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