Luku7

Numeerinen integrointi

Luvussa esitetdan elementtimenetelméssa yleisimmin kéytossé olevat kvadra-
tuurit, eli numeeriset integrointikaavat. Kvadratuurit muodostetaan korvaa-
malla integroitava funktio sen interpolaatiopolynomilla. Mikali kvadratuuri-
pisteet valitaan tasavilisesti saadaan Newtonin-Cotesin kvadratuuri, mité ele-
menttimenetelméssa kiytetdan vain dimensioreduktiomallien, eli palkkien, laat-
tojen ja kuorien jaykkyysmatriisin paksuussuuntaisessa integroinnissa.

Jaykkyysmatriisin kokoamiseen tarvittava laskentatyon méaéré on suoraan ver-
rannollinen integointipisteiden lukumé&araan. Téten on suotavaa, ettd element-
timatriisien ja voimavektoreiden integrointi suoritetaan mahdollisimman alhai-
sasteisella kvadratuurilla. Usein kdytetddn myds ali-integrointia. Ali-integrointi
tai valikoiva ali-integrointi voi joissain tapauksissa johtaa parempiin tuloksiin
kuin taysi integrointi. Valitettavasti niin ei aina ole, vaan ali-integrointi johtaa
usein nollaenergiamuotojen syntymiseen ja ratkaisun epéastabiiliuteen.

7.1 Johdanto

[soparametristen elementtien jaykkyysmatriisit ja kuormavektorit joudutaan yleen-
sd muodostamaan numeerisella integroinnilla. My6s muissa tapauksissa numeerinen
integrointi voi olla tarpeen. Materiaaliominaisuudet tai elementin paksuus voivat
muuttua paikan mukana siten, ettd tarkka integrointi on hankalaa. Integrointikaa-
voista kiytetddn myos nimitysta kvadratuuri.

Yksiulotteisessa tapauksessa lausutaan integroitava funktio luonnollisen koordi-
naatin ¢ avulla vélilld [—1, 1]. Funktion f integraali

1
I RGL (7.1)
1
voldaan maarittdd numeerisesti kaavalla

I~ wif(&), (7.2)
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142 LUKU 7. Numeerinen integrointi

missa &;:t ovat integrointipisteet ja w;:t ovat pisteisiin &; liittyvét painokertoimet.
Integraali I voidaan esittdé tarkasti kaavalla

=Y wf(&) + R, (7.3)

missd R on jadnnos. Integraalin (7.1) laskemiseksi pyritdén kehittdméadn kaavoja,
joihin liittyvé jadnnos on mahdollisimman pieni numeeriseen laskutychon nahden.
Kaava (7.2) voidaan yleistdd valittomaésti kaksiulotteiseen tapaukseen:

1= [ [ remdein= 30 wss(em). (7.4)

i=1 j=1

7.2 Newton-Cotes menetelma

Valitaan integrointipisteiden paikat &; etukéiteen ja integroitavaa funktiota approk-
simoidaan Lagrangen interpolaatiopolynomeilla, eli

F(&) =3 U7 f(&), (7.5)

missa
ety (EEEE) (G ) (&)
© (& —&)(& — &) (& = &-1)(& — &) - (& — &) (76)
77! on n — 1 asteinen polynomi, joka saa arvon 1 pisteessi & ja ly—l(gj) = 0, kun

i# 7.
Integraali I = fjl f(&)d¢ on likiméérin

I~ /_1 (Z Z?I(f)f(fi)> d§ = Zwif(fi)a (7.7)

missa .
wi= [ we (75)
-1
Newtonin-Cotesin kaava (7.7) integroi tarkasti (n — 1)-asteisen polynomin, mi-
kdli n on parillinen ja m-asteisen polynomin mikéli n on pariton. Jadnnoksen R
lausekkeelle voidaan johtaa tulos

) n+2 dn+!

R=C (n — 1) WM{, n pariton, (7.9)
2 \"gr

R=C <n — 1) dff’ n parillinen, (7.10)

missd C' on funktiosta f riippumaton vakio. Virheen kaavoista havaitaan, ettd on
syyta kiayttaa paritonta integrointipisteiden méaéardaa. Huomaa myos, etta virhe-estimaatin
kiytto edellyttda integroitavalta funktiolta riittédvaa sileytté.
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7.2. Newton-Cotes menetelmd 143

Kuva 7.1  Numeerinen integrointi kahden (a,b) ja kolmen pisteen Newton-
Cotesin kaavoilla (c).

Esimerkki 7.1 Kirjoitetaan eksplisiittisesti kahden ja kolmen pisteen Newton-
Cotesin kaavat.

Valitaan kahden pisteen integrointikaavassa integrointipisteiden paikoiksi & =
—1 ja & = 1. Lagrangen interpolaatiopolynomit ovat

§—& 1 -8
1= =1la—g, 1= =11 +e). 7.11
Kaavasta (7.7) seuraa w; = wy = 1, joten
1

| r@demwse) uase) = S0+ £ (112)

Lauseke voidaan kirjoittaa muodossa
1
| e =2417-0+ ), (713)

joka on nimeltdan trapetsikaava.
Kolmen pisteen tapauksessa valitaan integrointipisteiksi & = —1,& = 0 ja

&3 = 1, ja vastaavat Lagrangen interpolaatiopolynomit ovat

2 (£-86)(E—-&) N
b= (61— &) (& — &) (7.14a)
2 (E-&)(E—-&)

ko= (b2 —&1)(&2 — &) (7.14b)
2 (E=&)—-&) .
b= (&3 —&1)(& — &)’ (7.14c)

Kaavan (7.7) perusteella painokertoimiksi saadaan w; = %,wg =3 jawg = %
T&ll6in integraalin arvoksi saadaan

1
/_ F(©dE = F A1)+ 47(0) + (1), (7.15)

miké on kolmen pisteen Simpsonin kaava, katso kuvaa 7.1.
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144 LUKU 7. Numeerinen integrointi

7.3 Gaussin-Legendren menetelma

Gaussin-Legendren menetelméssa sekd integrointipisteet &; ettd painokertoimet w;
pyritdan valitsemaan optimaalisesti siten, ettd menetelmé integroisi tarkasti mah-
dollisimman korkea-asteisen polynomin.

Tarkastellaan (2n — 1)-asteista polynomia

P(€) = a1 + s + agé? + - + a2, 1 £ + a7, (7.16)

missé on 2n termia. Integroimalla polynomi tulee

1
I'= / p(€)dE = 2ay + Sag + - + 525 a1 (7.17)
—1

Sovellettaessa médritelméé (7.2), saadaan
1 n

1= [ pode=Y pleu (7.18)
-1 i=1

n n n n n

2 2n—2 2n—1

= m E w; + as E w;&; + as E Wi + v+ Az E w;&; + aoy E &
=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Vertaamalla kaavoja (7.17) ja (7.18) havaitaan, etta

n n n

2 2
E w; =2, E w;§ = 0, E wiki =3,
i=1 i=1 =1

Z wl_g?n—Q = 2n271’ Z wi&?n_l =0. (719)
=1 =1

Polynomissa (7.16) on 2n termid. Kaavoissa (7.19) on 2n ehtoa, joiden avulla voi-
daan maarittdd kaavan (7.18) 2n tuntematonta: n painokerrointa w; ja n integroi-
mispistettd (Gaussin pistettd) &;.

Voidaan osoittaa, ettd n-pisteisen Gaussin-Legendren kvadratuurin integrointi-
pisteiden paikka maaraytyy astetta n olevan Legendren polynomin nollakohtien pe-
rusteella, ja painokertoimiksi saadaan yleisesti lauseke

_o(-g)
P (&)

Gaussin-Legendren n:n pisteen menetelmé integroi tarkasti (2n — 1)-asteisen po-

(7.20)

i

lynomin, joten menetelméa on tarkempi kuin Newton-Cotesin kvadratuuri. Jadnnok-
sen R lausekkeeksi voidaan johtaa
22n+1(n!)4 dan

R = @nt 1) [(2n)!]3 e (7.21)
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7.8.  Gaussin-Legendren menetelmd 145

Esimerkki 7.2 Maidritetidn Gaussin-Legendren menetelmdn painokertoimet
ja integroimispisteiden paikat kun n = 2, 3.

Kahden integrointipisteen tapauksessa yhtéloista (7.19) seuraa

wi+ws =2, wiéitwds =0, wi&+wks =2~ wi&+wé =0.

(7.22)
Symmetrian perusteella wy; = we ja & = —&a, jolloin ratkaisuksi saadaan
wy = wp = 1, 512—%, 52:%- (7.23)
Tapauksessa n = 3 saadaan ehdot
w1 + wy + w3y = 2 (7.24&)
w11 + was + w33 =0 (7.24b)
wif + wokl + w3l = 3 (7.24c)
wi€} + wals + w33 =0 (7.24d)
wi€} + way + waks = 2 (7.24e)
w1} + wals + w33 =0 (7.24f)
Symmetrian perusteella &3 = —&1,& = 0 ja w; = ws, jolloin ratkaisuksi
saadaan

3 3 5
§1=— 57 §2 =0, 53:\/;, w1 =g, wa =

©loo

, wg=235. (7.25)

Esimerkki 7.3 Tutki virhetti suhteen n funktiona (n = 2,3,5,10) integraa-

lissa
1 .1 1
I = déd 7.26
/_1 /—1 det(J) s (7.26)

kun se integroidaan numeerisesti yhden pisteen, 2 X 2-pisteen ja 3 X 3-pisteen

Gaussin kaavoilla.

nL

L

Maaritetddn geometriakuvauksen Jakobiaani, jota varten tarvitaan siirtymien
interpolaatioiden lausekkeet:

z = (Na+nN3)L=3114+&[1-n+n(l+n)L, (7.27a)
y = (Ns+Ny)L=211+n)L (7.27b)
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146 LUKU 7. Numeerinen integrointi

1 —1
JT= | Te Ve | | Lrnt(n=n 0y (7.28)
T Yn (1+&Mn-1) 2
detJ = 2L*[1+n+ (n—1)n] = 1L%(ap + a1n). (7.29)
Lasketaan integraali ensin tarkasti
1,1 1
1 16 dn

I = dédn = — _—
/1 /1 det J ~dn L% J_y ag + an
16" 1 16" 1

= 7 _1a_1 In(ap + a1n) = Tz _1m In(l+n+(n—1)n)

16 1

Koska integrandi on vakio £-koordinaatin suunnassa, voidaan tarkastella vain
numeerista integrointia 7n-koordinaatin suunnassa. Gaussin-Legendren kaavoil-
la laskettuna saadaan seuraavat tulokset:

1. Yhden pisteen kaavalla w; = 2,n; = 0:
32

I~L?2 7.31
1+n ( )
2. Kahden pisteen kaavalla wy = wy = 1,11 = —1/v/3,1m2 = 1//3:
1 1
I~ L%16 + (7.32)
l+n——(n-1) 1+n+%(n—1)]

3. Kolmen pisteen kaavalla wy = ws = 5/9,we = 8/9,m = —+/3/5,172 =

0,m3 = /3/5:
1

I~ L 2%16= o + 8 + o
9(14+n—3/5(n-1) 1+n 1+4+n+./3/5(n—1)

(7.33)

Kootaan tulokset taulukkoon:

n=2 n=3 n=>5 n=10

1x1 10.666 8.0000 5.3333  2.9090
2x2 11.077 87772 6.2608 3.7446
3x3 11.0899 8.7890 6.4107 3.9939

tarkka 11.0904 8.7889 6.4378 4.0935

Havaitaan, ettd virhe integraalin numeerisen arvon méaéarityksessd Gaussin-
Legenderen kvadratuurilla kasvaa elementin véaaristymén lisddntyessa. Huo-
maa, ettd oheinen integraali on seurausta laskettaessa muodon

/ N; N, +dA (7.34)
Q

tyyppisia lausekkeita. Téaten on syyta valttdd elementtien liiallista viaristé-
mista.
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7.8.  Gaussin-Legendren menetelmd 147

Esimerkki 7.4 Madritetiin oheisen kuvan mukaisen bilineaarisen elementin
. . . . pl€E o . . . . .
tilavuusvoimia vastaava vektori f () kdyttien numeerista integrointia.

y/L 3 (6,6)

._
hy

2 (5,1)
x/L

1 1
@ _ T
f /_ 1 /_ NTfedgan (7.35)

0
f::{ g }, (7.36)

misséd p on materiaalin tiheys ja g maan vetovoiman kiihtyvyys.
Jacobin matriisi on kuvan elementille

JT — xvg yvg — £
Ty Yn 2

4+n n

M (7.37)

ja determinantti J = det J = (4 + & 4+ n)L2. Solmuun 7 liittyvi osuus, (2 x 1)-

vektori, on
1 1 0
£ =tog [ [ wird O bean, (7.38)
1/ -

missé N; on mééritelty kaavalla (4.161).

Sovelletaan nyt Gaussin-Legendren kvadratuurikaavoja ensin solmuun 1 liit-

tyvaan integraaliin

1 Lo
/_1/—1Nljdgd?7 - / / 11 =91 —n)4+ &+ mn)dédnL?

+1- )1+ B+ 75— %)
+1+ )0 - M- 5+ 5)
1 1 1 1 2
+(1- )1 - )+ =+ 5)| L
= W72 (7.39)
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148 LUKU 7. Numeerinen integrointi

Samalla tavalla saadaan

1 1
/ / NoJdédn = 4L, (7.40)
—-1J-1
1 1
/ / NsJdédn = Y12, (7.41)
—-1J-1
1 1
/ / NyJdédn = AL (7.42)
—1J-1

Tilavuusvoimista f, = 0 ja f, = pg aiheutuva voimavektori on siten

2pgt L? T
il [05060706. (7.43)

(e) —
7 3

7.4 Gaussin-Lobatton menetelma

Gaussin-Lobatton integroimiskaava eroaa Gaussin-Legendren kvadratuureista ai-
noastaan siind, etta vilin paétepisteet valitaan aina myos integroimispisteiksi. Muut
kvadratuuripisteet samaten kuin integroimispisteisiin liityvat painot méaritetdan
vastaavaan tapaan kuin Gaussin-Legendren menettelyssd. Koska kahden integroi-
mispisteen paikka on ennalta méarétty, tarvitaan Gaussin-Lobatton menettelyssa
yksi integroimispiste enemmén kuin vastaavassa Gaussin-Legendren menetelméssa
tietynasteisen polynomin tarkkaan integrointiin. Integroimispisteiden paikkoja kut-
sutaan myos Lobatton pisteiksi.

Esimerkki 7.5 Maddritetidn sen Gaussin-Lobatton kvadratuurin integroimis-
pisteiden paikat ja painojen arvot, joka integroi tarkasti viidennen asteen po-

lynomin.

Integroimispisteitd tarvitaan siis neljd. Symmetrian perusteella on mééritetta-
véné vain yhden pisteen paikka ja kaksi painokerrointa. Kaavaa (7.18) vastaava
yvhtélo on

I = wlp(—l) + wgp(—fg) + wgp(fg) + wlp(l). (7.44)

Vertaamalla lauseketta yht&loon (7.19) saadaan

2wy + 2wy =2, 2wy + 2wl =2, 2wy + 2uwaéy = 2, (7.45)
josta saadaan ratkaisuksi
52 = \/g, w1, = %, Wy = % (7.46)
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7.5. Numeerinen integrointi kolmioelementissd 149

7.5 Numeerinen integrointi kolmioelementissa
Alakoordinaateista riippuvat funktiot integroidaan kaavalla
1 pl-I, n
I = / / J(Ln, Ly, Ls)dLodLy = " 2w;Af (Lni, Loi, Ls;) + R, (7.47)
0 Jo i=1

missd L3 = 1 — L1 — Lo, w;:t ovat integroimispisteisiin ¢ liittyvat painokertoimet, n
on integroimispisteiden lukumééra, R on jadnnostermi ja A on elementin pinta-ala.
Taulukkoon (7.1) on koottu joitakin kolmioalueen integroimiskaavoja.

Taulukko 7.1 Kolmioalueen integroimispisteita ja painokertoimia.

alakoordinaatit
Kertaluku virhetermi R L; Lo Ls paino 2w;

lineaarinen O(h?)
kvadraattinen O(h?)

o= Qo= o =

kuubinen O(hh)

G U= oW W= O N =Wl
=Wl =Wl O NN =)=
WUl RO WR NN~ O (Wl

7.6 Isoparametristen elementtien integrointi

7.6.1 Yleista

Gaussin menetelmé soveltuu yhtd hyvin yksi-, kaksi- ja kolmiulotteisiin tehtéviin.
Integroimispisteiden lukumééra on tavallisesti sama eri suunnissa (2- ja 3-ulotteisissa
tapauksissa). Sensijaan integroimispisteiden lukuméérén valinta on monitahoinen
tehtéva.

Nelisolmuisen suorakaiteen tai myos kuvan 7.2 vinokaiteen tapauksessa Jacobin
determinantti J on vakio, ja siirtyma-muodonmuutosmatriisin B-alkiot riippuvat
lineaarisesti luonnollisista koordinaateista £ ja 7. Jos materiaalin jaykkyysmatriisin
D alkiot ja paksuus ¢ ovat vakioita, niin Gaussin 2 X 2 pisteen integroimiskaava
antaa tarkan tuloksen. Vastaavasti kahdeksansolmuisen suorakaiteen muotoisen ele-
mentin tapauksessa J=vakio, sisiltad B-matriisi kvadraattiset £:n ja 1:n polynomit,
ja jaykkyysmatriisin termien laskemisessa joudutaan integroimaan neljadnnen asteen
polynomeja. Talloin Gaussin 3 x 3 pisteen kaava tuottaa tarkan tuloksen.

Nelisolmuisen elementin tapauksessa 2 x 2 pisteen Gaussin menetelméd sano-
taan taydelliseks: integroinniksi, koska se integroi tarkasti sddnnollisen muotoisen
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150 LUKU 7. Numeerinen integrointi

|-

3
y 4
X X X
X X
| |
2 X X
1
>< 8 8 X X X
Kuva 7.2 Bilineaarinen elementti sekéi Gaussin pisteet 1 x 1, 2 x 2 ja 3 x 3

pisteen kaavoissa.

elementin jaykkyysmatriisin termit. Samasta syystda 3 x 3 pisteen kaava on taydel-
linen kvadraattisille elementeille.

Elementin muodon poiketessa suorakaiteesta ei J endé ole vakio ja B-matriisin
alkiot sisdltavit &:n ja n:n rationaalifunktioita. Taten elementin jaykkyysmatriisin
alkiot eivdt endd ole polynomeja, eivitkd Gaussin kvadratuurit tuota tarkkoja tu-
loksia. Voidaan paatelld, ettd elementin muodon on oltava mahdollisimman lahell&
suorakaidetta hyvin tarkkuuden saavuttamiseksi.

Integrointipisteiden lukuméaran kasvattaminen parantaa integroinnin tarkkuut-
ta, mutta lisda samalla laskentakustannuksia. Numeerinen integrointi voi tuoda epé-
tarkkuutta elementin muodostamiseen. Tarkka integrointi ei ole valttamatta edes
edullista elementtimenetelméan tulosten tarkkuuden kannalta. Elementin otaksuttu
siirtymaétila sisdltdd vain rajoitetun madrdn deformaatiomuotoja, joiden avulla ei
voida yleensd esittdéd tehtavin tarkkaa siirtymétilaa. Otaksutut siirtymaétilat mer-
kitsevit sitéd, ettd analysoitava rakenne on korvattu rakenteella, joka sisaltda darel-
lisen maaran siirtymatiloja. Korvaava rakenne, eli elementtimalli on siten jaykempi
kuin todellinen rakenne. Korvausrakenteen liiallista jaykkyyttd voidaan kiaytannossa
pienentédd soveltamalla taydellistd integrointia alhaisasteisempaa menetelméa eli re-
dusoitua integrointia. Redusoitu integrointi on myos laskentakustannusten kannalta
edullisempaa.

Redusoidun integroinnin seurauksena voi syntya nollaenergiamuotoja eli defor-
maatiomuotoja, joihin liittyvd muodonmuutosenergia on nolla ja joiden seurauksena
jaykkyysmatriisi on singulaarinen tai lahes singulaarinen.

Elementin muodonmuutosenergia on

U = / UpdV =1 / e’ DedV, (7.48)
Qle) Qle)
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missi € = Bu'®. Muodonmuutosenergia on titen
U = Ly /V . B"DBdVu'® = Lu@TK ), (7.49)

Elementtiverkkoa tihennettédessd elementin muodonmuutostila ldhenee vakioti-
laa eli U\ lihestyy vakiota elementin alueella. Jos US® on vakio, niin U®):n miii-
rittdmiseksi taytyy tilavuus integroida tarkasti. Téten esimerkiksi levytehtavissa on
numeerisen kvadratuurin integroitava t.J tarkasti. Esimerkiksi bilineaarisen elemen-
tin tapauksessa, jos t=vakio, tJ riippuu lineaarisesti koordinaateista & ja 7. Talloin
integrointipisteiden vihimmaismadra on yksi. Kvadraattisen elementin tapauksessa
J sisiltad termit €3 ja 03, joten tarvitaan 2 x 2 Gaussin kaavaa tilavuuden tarkkaan
integrointiin.

[soparametristen elementtien tapauksessa paras integrointimenetelmé on taval-
lisesti alhaisasteisin menetelma, joka integroi tilavuuden tarkasti ja joka tuottaa
stabiilin jaykkyysmatriisin ja elementtimallin, johon ei sisélly nollaenergiamuotoja.

7.6.2 Redusoitu integrointi ja nollaenergiamuodot

Elementtimenetelmén tasapainoyhtaloryhmé on
Ku =f. (7.50)
Mikali siirtyméavektori w vastaa jaykan kappaleen liiketta, niin

U=1lu"Ku=0. (7.51)

1
2

Siirtymatilaa w, johon liittyvd muodonmuutosenergia on nolla, voidaan nimittaa
nollaenergiamuodoksi. Koska jaykdnkappaleen liike voidaan ja tdytyykin eliminoi-
da siirtyméreunaehtojen avulla, nollaenergiamuotoja ovat varsinaisesti muut kuin
yhtdlon (7.51) toteuttavat siirtymaétilat, jotka eiviit vastaa jaykdnkappaleen liiket-
ta. Nollaenergiamuotoja voi syntyé elementtiverkkoon ja elementtiin esimerkiksi re-
dusoidun integroinnin seurauksena.

Kuvassa 7.3 on esitetty nelisolmuisen bilineaarisen elementin siirtymatilat eli
ominaismuodot.

Kuvan 7.3 siirtymatilat 1,2 ja 3 ovat jaykin kappaleen liikkeita. Tilat 4,5 ja 6 liit-
tyvit vakiomuodonmuutostiloihin, joissa elementin muodonmuutosenergia U(¢) > 0.
Tilat 7 ja 8 ovat taivutusmuotoja. Jos kiytetddn yhden pisteen Gaussin integrointia,
niin tiloihin 7 ja 8 liittyvd muodonmuutosenergia on nolla ja tilat 7 ja 8 ovat téassa
tapauksessa nollaenergiamuotoja.

Ominaismuotoon 7 liittyvd elementin siirtymévektori on
T
’u,(e):[—COCO—COCO], (7.52)
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Kuva 7.3 Bilineaarisen elementin ominaismuodot.

ja siirtymékentta on

u(€,n) = Z Ni(&,mu; = (—=N1(€,n) + Na(&,m) — N3(&,m) + Na(§,m))c = (Fé3p)

Jacobin matriisi on suorakaide-elementin tapauksessa

lll’zl 0 2 |:y31 0

J =
21 0 w3 Torys1 | 0 xo

} = Jl=

], To1 = Ty — X1, Y31 = Y3 — Y1

(7.54)

SRRt 759

komponentit ovat téssd tapauksessa

2c 2c
-_— ja U, =———-—"-C&. 7.56
(o —!E1)77 ! Y (ys —yl)5 ( )

Siirtymagradienttivektorin

Uy = —

Koska v = 0, ovat muodonmuutoskomponentit nyt
2c 2c

1, €:O ja Ty — —
(xQ_xl)n ) J 7y (

mg. (7.57)

€r = —

Elementin keskipisteessé eli Gaussin yhden pisteen kvadratuurin integrointipisteessa

€2(0,0) = €,(0,0) = 7,,(0,0) = 0 (7.58)

Versio: kevit 2014



7.6. Isoparametristen elementtien integrointi 153

Y,V

° 5 /’\
—~—
L oy /\

(a) (b) (c) (d)

Kuva 7.4 Gaussin 1x 1-integroinnin synnyttidmaét mekanismit neljén bilineaa-
risen elementin verkossa.

ja kyseiselld integrointimenettelyllda méaritetty elementin jaykkyysmatriisi
K = (twJB"DB) |¢— (7.59)
on epastabiili eli

K94© =0 ja U®=14@TK@yl =0, (7.60)

1
2

Siirtymamuotoja 7 ja 8 voidaan nimittdd mekanismeiksi 1x1-integroinnin yhtey-
dessa. Mekanismeja voi syntyé paitsi elementtiin myos elementtiverkkoon. Kuvan 7.4
mekanismeja nimitetddn muotonsa perusteella myos tiimalasimuodoiksi (hourglass
modes). Kuvan mekanismit koostuvat siirtymaétiloista 7 ja 8, joihin on yhdistetty
jaykan kappaleen rotaatio.

Mekanismin synnyttamiseksi elementin ei tarvitse olla suorakaiteen muotoinen.
Jos elementin siirtymaétila on esimerkiksi

u=aln ja  v=axn (7.61)
missd a; ja ay ovat vakioita, niin Gaussin pisteessda £ =n =0
Ue=U,=Ve=V, =0 = € =€ ="7y=0 (7.62)

riippumatta elementin muodosta.
Tarkastellaan seuraavaksi kvadraattista elementtia Gaussin 2x2 integroinnin yh-
teydessa. Kuvan 7.5b yhdeksénsolmuisen elementin siirtymét ovat

uw=3 - —n* ja v=0. (7.63)

Gaussin menetelmén 2x2-pisteen kaavan integroimispisteissi & = +1/v/3 ja n =
+1/+/3 siirtymisti (7.63) seuraa

Ueg=Uy=Ve =10, =0 (7.64)
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5 2
8- tai 9-solmuinen vain 9-solmuinen vain 9-solmuinen 8- ja 9-solmuinen
(@) (b) (©) (d)
Kuva 7.5 Kvadraattisten elementtien tiimalasimuotoja.

ja muodonmuutokset ovat nollia kyseisissd integroimispisteissia. Kuvien 7.5b ja ¢
muodot eivit ole mahdollisia 8-solmuisessa elementissé, koska sen interpolaatiofunk-
tiot eiviit sisdlld termid £2n?. Sensijaan kuvan 7.5d muoto on mahdollinen sekd 8-
ettd 9-solmuisessa elementisséd. Mekanismiin liittyva siirtymékentta on

u=EBn"—1) ja v=n(l-3 (7.65)

ja néita siirtymia vastaavat muodonmuutokset ovat nollia Gaussin 2 x2-kaavan pis-
teissd. Kuvan 7.5d mekanismi ei ole mahdollinen vierekkaisissé elementeissé, koska
néin deformoituvat vierekkiiset elementit eivit ole yhteensopivia.

Elementin jaykkyysmatriisin sadnnollisyysaste eli rangi on vapausasteiden lu-
kuméara vahennettynd nollaenergiamuodoilla, joita ovat jaykdn kappaleen siirty-
méamuodot ja mekanismit. Gaussin 2x2-kaavalla integroidun 9-solmuisen elementin
rangi on 2 X 9 — 3 — 3 = 18 — 6 = 12. Vastaavasti 8-solmuisen elementin rangi on
16 — 3 — 1 = 12 eli sama kuin vastaavan 9-solmuisen elementin rangi. Elementin
epastabiilius voidaan valttaa kayttamalla 3x3-integrointia.

Vaikkei elementtiverkkoon sisiltyisikddn mekanismia, se voi silti kiyttaytya huo-
nosti, jos mekanismin syntymisté estava rajoite on heikko. Kuvan 7.6a verkko koos-
tuu yhden pisteen kaavalla integroiduista nelisolmuisista elementeista tai 2 x 2-kaavalla
integroiduista 9 solmuisista elementeista. Jaykka kiinnitys estdd mekanismin synty-
misen keskeisen pistekuorman tapauksessa. Kiinnityksen antaman rajoitteen vai-
kutus pienenee, kun etéisyys tuelta kasvaa. Pistekuorman laheisyydessé siirtyma-
tilaan ilmestyy kuvien 7.4 ja 7.5 esittdmid deformaatiokomponentteja. Esimerkiksi
2x24 elementin verkolla laskettuna siityma on 500-kertainen ‘tarkkaan tulokseen’
u = PL/EA verrattuna.

Kuvan 7.6b tapauksessa vinoviivoitetun elementin, johon pistekuorma P koh-
distuu, kimmokerroin F; on paljon suurempi kuin viereisen osan kimmokerroin Fs.
Jaykkdan reunaan tuetut joustavat elementit tukevat heikosti jaykkaa elementtia, ja
2x2-kaavalla integroituihin kvadraattisiin elementteihin syntyy rajoitettu mekanis-
mia muistuttava siirtymétila.
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Kuva 7.6 Tiimalasimuotoja elementtiverkossa.

Mekanismeista aiheutuvien vaikeuksien valttdmiseksi, mahdollisen tarkkuuden
menetyksen kustannuksella, varovainen analysoija tyytyy kiayttdméaén vain element-
tejd, jotka ovat stabiileja kaikissa olosuhteissa.

7.6.3 Mekanismien kontrollointi

Redusoidulla integroinnilla saadaan aikaiseksi tarkkoja ja luotettavia elementtejé,
jos mekanismien syntyminen voidaan jollakin tavalla estéd. Tarkastellaan esimer-
kiksi bilineaarista elementtia ja yksinkertaisuuden vuoksi sen z-akselin suuntaisia
solmusiirtymia ul. Kuvan 7.3 siirtymamuodoissa 1 ja 8 ul = 0. Muotojen 2,...,6

mielivaltainen yhdistelméa on

1 —1 1 —1
1 1 1 —1 —1
(e) —
Uy’ =02 +as 1 +ay 1 +as 1 + ag L (7.66)
1 —1 —1 1 1

~1
. 1

ul) =<{ Lo (7.67)
1

Muoto 7 on ortogonaalinen muiden muotojen kanssa eli
ul) ul) =0, i=1,23456s. (7.68)

Muoto 7 voidaan stabiloida ja eliminoida lisddmalla yhden pisteen Gaussin mene-
telmalld muodostettuun jaykkyysmatriisiin ‘stabiloiva’ matriisi
K'Y = 2u9u9" (7.69)
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Samalla tavalla estetdén muodon 8 syntyminen. Kertoimet a; ja ag voidaan valita
siten, ettd elementin muodonmuutosenergia saa tarkan arvon puhtaassa taivutuk-

)

sessa. Koska muodot 7 ja 8 ovat ortogonaalisia muiden muotojen kanssa, K (76 ja

K ée) eivat vaikuta jaykistavésti muihin siirtyméamuotoihin. Esimerkiksi muotoon 7

)

ja matriisiin K §‘f liittyviit solmuvoimat ovat

£ = KOuY = duldu = o =0, (7.70)

kun=1,2,3,4,5,6,8.
Edella kuvattu stabilointimenetelmé voidaan yleistdd myos muille elementeille.

7.6.4 Nollaenergiamuotojen maira elementtiverkossa

Nollaenergiamuotojen vdahimmdismddardlle elementtiverkossa voidaan johtaa lause-
ke seuraavalla tarkastelulla. Otaksutaan, ettd elementtiverkon integroimispisteiden
lukuméara on n;,,. Rakenteen jaykkyysmatriisi voidaan kirjoittaa muodossa

Nint

K => a,;B]D;B; (7.71)

i=1

missd «; sisaltdd painokertoimen ja Jacobin determinantin sekd mahdollisesti ele-
mentin paksuuden integrointipisteessa ¢. Merkinta B;, D; tarkoittaa sita, ettd mat-
riisien termit on muodostettu integrointipisteessé . Rakenteen muodonmuutosener-

gia on
Nint Nint
U= %uTKu = % E a;u!' B;D;B;u = % E o€l Die;, (7.72)
i1 i=1

missé integroimispisteessa ¢ muodostettu muodonmuutosvektori on
€, = Bu. (7.73)

Madritelmén mukaan w # 0 on nollaenergiamuoto, jos siihen liittyvd muodonmuu-
tosenergia U on nolla. Koska konstitutiivinen matriisi D on positiivisesti definiitti,
muodonmuutosenergia on nolla, jos ja vain jos muodonmuutosvektori on nollavektori
integrointipisteissa ¢ = 1, ..., Ny, €li jos

B,

B,
. u = 0. (7.74)

Bnint

Levytehtaviassd matriisin B; dimensiot ovat 3x2n ja vektorin w dimensiot ovat

2n x 1, missé n on elementtiverkon solmujen lukumééra. Talloin kaavan (7.74) ker-

roinmatriisin dimensiot ovat 3n;,; x 2n ja kertomisen tuloksena syntyvan vektorin
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Kuva 7.7 Elementtiverkkoja joissa esiintyy nollaenergiamuotoja.

Taulukko 7.2  Kuvan 7.7 elementtimallien nollaenergiamuodot.

rakenne 4-solm. elem. &-solm. elem.

a 2 1
b 3 0
C 0 0

dimensiot ovat 3n;,; x 1. Homogeenisessa yhtaloryhméssa (7.74) on 2n tuntematon-
ta solmusiirtymaé ja 3n;,; yhtaloa. Jos 2n > 3n;,,, niin tuntemattomia on enemméan
kuin yhtél6ita ja ryhmaélla (7.74) on vahintdén 2n — 3n,,, ei-triviaalia ratkaisua siir-
tymavektoriksi w. Verkossa on siten vahintaén

nollaenergiamuotoa. Nelisolmuisen elementin ja yhden pisteen integroinnin tapauk-
sessa n = 4 ja n;,; = 1. Kaavan (7.75) perusteella nollaenergiamuotojen lukuméara
on 2x4—3x1=25,jane ovat kuvan 7.3 jiykdnkappaleen siirtymét 1,2 ja 3 seka
muodot 7 ja 8. Jaykdnkappaleen liikkeen estdmiseksi rakenne tuetaan reunachdoilla,
joiden lukumééré olkoon n,.. Téll6in kaavan (7.75) perusteella elementtimalliin jaa
vahintaan
2n — n, — 3N = No (7.76)
nollaenergiamuotoa. Kuvan 7.7 rakenteiden mahdollisten nollaenergiamuotojen lu-
kumarét on esitetty taulukossa 7.2 Esimerkiksi kuvan 7.7b nelisolmuisen elementin
tapauksessa n = 6,n, = 3,1, = 2, ja kaavasta (7.76) seuraa Ny = 2x6—3x2—-3 =
3. Jos malliin jad reunachtojen asettamisen jélkeen nollaenergiamuotoja, niin re-
dusoidusta integroinnista on luovuttava.
Edellisen perusteella paatelladn, etta taydellinen integrointi tuottaa luotettavan
mallin, redusoitu integrointi voi parantaa tulosten tarkkuutta, jos nollaenergiamuo-
toja ei synny ja elementin muodon on oltava mahdollisimman vahan vaaristynyt eli
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lahelld suorakaiteen muotoa.

7.6.5 Reunakuormitus

Tarkastellaan elementin reunaa, joka kuuluu levyn reunan osaan S, jolla reunavoi-

mat tunnetaan. Reunavoimavektori olkoon

b= { e } ,
Dy
ja elementin reunan viiva-alkio on

ds = \/dx? + dy?,

missa differentiaalit dx ja dy maaritelladn kaavoilla

ox ox
Oy dy
dy = 8§d£+0ndn’

eli
dr | f de
{dy}_J{dn}'

Elementin reunalla £ on vakio

x> dy 2
dz® + dy? = [(0_77) + (8_n) ] dn® = ds=\/J} + J3dn.

Vastaavasti reunalla n= vakio, saadaan pituusalkion lausekkeeksi

dS = \/ J121 _'_ J221d§

(7.77)

(7.78)

(7.79a)

(7.79D)

(7.80)

(7.81)

(7.82)

Mikili reunan S, jakautunut kuormitus on méaritelty normaali- ja tangentiaali-

komponenttien p,, ja p; avulla, niin p, ja p, saadaan muunnoskaavoilla, katso kuvaa

7.8
Pz = PnCOSQ — Pysina,
Dy = DPpSina + p;cosa.
Sijoittamalla
: dr
sina¢ = —— ja cosa=—",
ds
saadaan
. dy i dz
Pz = Dn ds Y4 dS’
I i dy
py - pn dS ptds-

Versio: kevit 2014

ds

(7.83a)
(7.83D)

(7.84)

(7.85a)

(7.85b)



7.6. Isoparametristen elementtien integrointi

159

y
X X

Kuva 7.8 Levyelementin reunakuormitus.
Reunalla {= vakio saadaan lausekkeet

Dz = (pn% +pt3—f]) lez (Joopn + Jr12Pt) lez (7.86a)

P = (—pnfl—:; " @j—%) O (s + o) T (7.86b)
ja vastaavasti reunalla n=vakio

e = ( d‘z g) X Tpu+ Tipy) fzi (7.87a)

by = ( pndz +p 3‘2) D g+ Joir) %. (7.87h)

Esimerkki 7.6 Mdidritd oheisen bikvadraattisen Serendip-tyyppisen elemen-
tin kuormavektorin lauseke reunalla 2 olevasta painekuormasta. Suorita in-

tegroinnit Gaussin kaavoilla.

y
L/2 L/2 L/4
-t a1
C\ O
L/2
p
L/2
X
o
Kuormitusvektorin komponentit saadaan lausekkeista
1
foo = [ Nipads= [ Nidapadn, (7.88a)
s -1
- 1
fyi = /Nipydsz —/ N;J12pndn, (7.88D)
s —1
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missé Jog ja Jio ovat geometriakuvauksen Jacobin matriisin alkioita:

JT = | Te e | S (7.89)
Tn Yn Jiz J22
Elementin solmujen koordinaatit ovat
(xl’yl) = (050)5 (555,245) - (%L’O)’
(x27y2) = (L7O)7 (wﬁayﬁ) - (%Iﬁ %L)a (790)
(x37y3) = (LaL)7 (x77y7) = (%L7L)7
(x47y4) = (OaL)7 ($87y8) = (07 %L)a
ja interpolaatiofunktiot ovat
Ny = F(1+&A-n(E—-n-1), (7.91a)
Ny = 1+ +n)(E+n-1) (7.91b)
Ny = ;1=A+n)(=E+n-1), (7.91c)
Ny = 31— -, (7.91d)
No = L1490, (7.91¢)
N = J1-@)(1+), (7.91f)
Ns = (1= -7 (7.91g)
Tarvittavat Jacobin matriisin alkiot ovat:
8
Joo = yn= Z Ninyi
i=1
8
Jiz = zy= ZNi,nﬂ%
=1
= (Noy+ N3y + N5, + 2Ney + 5N7,) L. (7.92b)
Madéritetddn interpolaatiofunktioiden n-derivaatat
Nyy = —3(1+8E-2n), Noy = —n(1+¢),
N3777 = %(1 + g)(g + 277)7 N7777 - %(]‘ - 52)7 (793)
Nig = %(1_5)(_5‘1‘277)7 Nsy = —n(1-=¢),
jotka reunalla & = 1 saavat arvot
N3777 = %(1+277)5
Noy = —2n, (7.94)

N4777 = N5777 = N7777 = N8777 = 0'
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Alkioiden Jyo ja Jio lausekkeet tarkasteltavalla reunalla ovat
Jao = 3L, Jio = —inL. (7.95)

Viimein kysytyt kuormitusvektorin komponentit voidaan laskea
1 1

fo2 = / Na(1,m)J22pndn = / 3(1 = n)(=n)5 Ldnpn,
-1 -1

1
= pL /_ 1(772 —n)dn = 3pL2(7z)* = §pL, (7.96a)

1 1
fuz = / N3(1,m)Jo2pndn = / 5(1+n)ngLdnp, = §pL, (7.96b)
1 -1

1 1
fa6 = / Ne(1,m)Jooppdn = %pL/ (1—n*)dn = %ﬁL, (7.96¢)
1 ~1

1 1

fo = — / 1Nz<1,n)Jumdn:iﬁL / 1(n3—n2)dn=—%ﬁL,(7-96’d)
1

P / Na(1,7)Jispndn = 35L, (7.96¢)
-1

fie = 0. (7.96f)
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Luku 8

Elementtiapproksimaation tarkkuus

8.1 Virheen mittaus

Elementtimenetelmén antaman likiratkaisun konvergoiminen, eli suppeneminen koh-
ti ratkaistavana olevan matemaattisen mallin tarkkaa ratkaisua riippuu péa#asiassa
elementtiverkon koosta ja siitd minké asteisia interpolaatiopolynomeja kaytetaén.
Elementtimenetelmén kehityksen alkuvaiheessa kiytettiin alhaista astetta olevia po-
lynomeja ja ratkaisun tarkentaminen tapahtui verkkoa hienontamalla eli tihentdmal-
la. Téta strategiaa kutsutaan elementtimenetelman h—versioksi ja se on nykyisinkin
hallitseva elementtimenetelméversio. Modernimpaa tapaa edustaa elementtimenetel-
mén p-versio, jossa elementtien lukumaéré pidetdadan vakiona, usein melko pienend, ja
korottamalla interpolaation astetta saavutetaan numeerisen ratkaisun tarkentumi-
nen. Mikéli ongelman ratkaisufunktiot ovat sileitéd, saavutetaan télla menetelmalla
optimaaliset suppenemisominaisuudet. Taméa on johtanut hierarkisten interpolaa-
tiofunktioiden kiyttéonottoon, joilta lisiksi vaaditaan kantajérjestelmén mahdolli-
simman suurta stabiiliutta.

Miten ratkaisun tarkkuuden paranemista mitataan? Téahén on olemassa joukko
kriteereja, joista yksinkertaisin on tutkia tietyn suureen arvon muuttumista kun ele-
menttiverkkoa tihennetdén ja/tai interpolaatiopolynomien kertalukua kasvatetaan.
Yksinkertaisin mahdollinen tapa on kiyttaa halutun suureen tiettya pistearvoa. Té-
mé on kuitenkin yleisesti ottaen kyseenalainen tapa tulkita numeerisen ratkaisun
hyvyytta, ellei kyseessé ole suureen ratkaisualueessa esiintyva maksimiarvo. Luotet-
tavamman kuvan ratkaisun paranemisesta saadaan tutkimalla suppenemista tietty-
jen normien avulla. Télldisia voivat olla vaikkapa maksiminormi

[u()[|oc = max[u(z)|, (8.1)

tai ns. L2-normi, joka mittaa funktiota nelidintegraalin mielessi

Jullz, = (/QquQ) 1/2. (8.2)
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Normi siis kuvaa tietylla tavalla funktion suuruutta ja on vektorilaskennasta tutun
késitteen “vektorin pituus” laajennus.
Malliprobleeman (3.1) tapauksessa luontevia suureita olisivat lampétilan (siirty-
mén) virhe
lu = oo, tal [lu—allL,, (8.3)

lu — ||z = (/Q k(i — a')%m) " (8.4)

Huomaa, etté kyseiselld suureella ei kuitenkaan ole energian yksikkoa. Edellé esitetyt

tai ns. energiavirhe

approksimaatiovirheen lausekkeet ovat absoluuttisia lukuja. Virheen suuruus tulee
monissa tapauksissa paremmin miellettya kun kiytetaan suhteellisia virheen arvoja,

esimerkiksi .
|u — | s

e, =
T e

(8.5)

Elementtimenetelmén virhearvioanalyysi on monimutkainen ja matemaattisesti
vaativa alue, joka nojautuu abstraktiin funktionaalianalyysiin. Asiasta kiinnostu-
neelle suositeltavia ldhteita ovat [32], [18], [26].

8.2 A priori virhearviot

Elementtimenetelmén yhteydessé puhutaan usein etukéteisvirhearvioista eli a prior:
virhearvioista. Naméa ovat asymptoottisia tuloksia ja usein muotoa (elementtimene-
telmén h-versio)

lell < Cn*, (8.6)

jossa e on numeerisen tuloksen virhe tarkkaan ratkaisuun verrattuna, i on element-
tiverkon tiheyttd kuvaava lineaarinen mitta ns. verkkoparametri ja k on suppene-
misnopeus. Mitd suurempi eksponentti k£ on sitd nopeammin likiratkaisu ldhestyy
kohti tarkkaa ratkaisua. Vakio C' on tehtévikohtainen, moninaisista seikoista (mm.
elementtityypistd, tarkan ratkaisun sileydesté jne.) riippuva positiivinen verkkopa-
rametrista h riippumaton kerroin. Suppenemisnopeuseksponentti on puolestaan riip-
puvainen kaytetyistd interpolaatiofunktioista ja myos siitd normista jossa virhetté
mitataan, seké itse ratkaisun sileydesté.

Funktion sileydelld tarkoitetaan sitd, kuinka monta derivointia siihen voidaan
kohdistaa, jotta tulos olisi vield nelidintegroituva, eli jos

L dru 2
d 8.7
/0 (dxr> T < 00 (8.7)

niin funktio u on r kertaa nelidintegroituvasti derivoituva. Funktio on sitd sileAm-

pi mitd suurempi r on. Matemaattisesti ilmaistuna sanotaan funktion u kuuluvan
Hilbert-avaruuteen H™(0, L), eli w € H"(0, L). Hilbert-avaruus on normiavaruus ja
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sen normia merkitdén || - ||g- tai vain yksinkertaisesti || - ||,. Reuna-arvotehtévien
ratkaisun sileyteen vaikuttaa oleellisesti ratkaisualueen muoto.

Edelld mainittua asymptoottisen a prior: virhe-estimaatin lauseketta voidaan
tasmentaa muotoon

lells < CR*||ull, k=min(p+1—s,7—5+1). (8.8)

Vakio C' jad vield riippumaan elementtityypistéd, interpolaation asteesta p ja ratkai-
sun sileydestd (korkeimmasta mahdollisesta r:stéd). Tasaiselle elementtiverkolle on
kuitenkin onnistuttu johtamaan seuraavanlainen arvio

lells < Cp*"hF||ull, %k =min(p+1—s,7—s5+1). (8.9)

Arviosta ndhdéén, ettd mikili ratkaisu w on hyvin siled (r suuri), on interpolaa-
tiopolynomin asteen kasvattaminen (p:n kasvattaminen) nopeampi tapa pienentéé
virhettd kuin elementtien koon pienentdminen (h:n pienentdminen) pitdmalld inter-
polaation aste kiinnitettynd. Mikéli ratkaisu on epésddnnollinen (r pieni), vaikut-
tavat verkon tihentdminen ja polynomiavaruuden laajentaminen oleellisesti samalla
tavalla, jolloin pelkdstaan a priori asymptoottisten virhetarkastelujen pohjalta ei
voida paéatelld, mika olisi optimaalinen numeerinen menettelytapa.

8.3 Saanndllisyysluokat

Jotta voitaisiin valita optimaalinen elementtimenetelméaformulaatio, on tiedettava
ratkaisun luonne. Szabé ja Babiiska [33| luokittelevat ongelmat tarkan ratkaisun u
ja elementtimenetelméaratkaisun upp mukaan kolmeen luokkaan:

Luokka A: Tarkka ratkaisu u on analyyttinen koko ratkaisualueessa alueen reuna
mukaanlukien tai alue voidaan jakaa osa-alueisiin, joissa tarkka ratkaisu on
analyyttinen reunat mukaanlukien. Elementtiverkko on konstruoitu siten, etta
elementtien reunat yhtyvéit osa-alueiden reunoihin.

Luokka B: Tarkka ratkaisu v on analyyttinen koko alueessa reunat mukaanlukien,
lukuunottamatta dérellistd méasaraé alueen pisteitd (kolmessa dimensiossa vii-
voja). Elementtiverkko on siten konstruoitu, etté pisteet joissa ratkaisu wu ei
ole analyyttinen ovat solmupisteitd. Kolmessa dimensiossa viivat, joissa u ei
ole analyyttinen yhtyvét elementin reunaviivoihin. Singulaarisen pisteen lahei-
syydessd ratkaisu u voidaan tyypillisesti kirjoittaa kahden tekijin summana
u = uj + ug, missé u; on siled (analyyttinen) komponentti ja us on muotoa

up = Y A ®;(0), (8.10)
i=1

missad 7,60 ovat singulaariseen pisteeseen keskitetyt polaarikoordinaatit, A;:t
positiivisia lukuja, A;:t reunaehdoista ja kuormituksesta riippuvia kertoimia
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ja ®;:t ovat sileitd funktioita. Mikéli nyt min()\;) < 1 sanotaan ongelman olevan
vahvastt luokassa B, muutoin se on heikosti luokassa B.

Luokka C: Elementtiverkkoa ei voida konstruoida siten, ettd solmupisteet (tai ele-
menttien reunaviivat 3-D ongelmissa) yhtyisivét ei-analyyttisiin pisteisiin. On-
gelman sanotaan kuuluvan vahvasti luokkaan C, mikéli ratkaisun epdanalyyt-
tisten pisteiden asemalla ei ole ennalta médritettavissa olevaa muotoa. Jos
epdanalyyttiset pisteet jakautuvat alueeseen sddnnollisen kaavan mukaisesti
sanotaan tehtédvan kuuluvan heikosti luokkaan C.

8.4 Elementtimenetelman h-, p- ja hp-versiot

Kuten jo kappaleessa 8.1 mainittiin, voidaan elementtimenetelmaratkaisun suppe-
neminen saavuttaa (a) hienontamalla verkkoa, eli pienentdmélld elementtien kokoa
(h — 0) tai (b) kohottamalla interpolaatiopolynomien astetta p — oo. Néitd ta-
poja kutsutaan elementtimenetelmén h- ja p—versioiksi. Mikéli suppeneminen saa-
daan aikaan sekd hienontamalla verkkoa ettéd korottamalla interpolaatiopolynomien
astetta puhutaan hp-versiosta. !

Tarked kysymys on eri versioiden suorituskyky ja miten sitd mitataan. Kuten
a priori estimaateista (8.8) ja (8.9) voidaan todeta on yhteismitallisen argumentin
16ytaminen olla hankalaa. Seké h- ettd p-laajennuksessa vapausasteiden maéra kas-
vaa, ja sitd voidaan pitda erdénlaisena tyomadraén verrannollisena mittarina. Seu-
raavat tulokset ovat Szabon ja Babuiskan kirjasta [33] ja péatevit kaksidimensioisille
ongelmille.

h-versio: Asymptoottinen virheestimaatti (8.8) voidaan kirjoittaa muodossa

missé C' ja k ovat positiivisia vakioita ja IV on vapausasteiden lukuméaré. Erotellaan
elementtiverkon tyypistd riippuen seuraavat kaksi tapausta:

1. Kéytettaessa tasavilista tai miltei tasavilista elementtiverkkoa, eksponentti k

on
k = $ min(p, \), (8.12)

missi A = min \; ja \; on méadritelty yhtalolla (8.10). Mikali ratkaisu u on
analyyttinen koko ratkaisualueessa ja reunoilla méaarittda suppenemisnopeu-
den pelkistddn interpolaatiopolynomin aste p.

1Szabo ja Babiiska [33] kilyttiviit termiii laajennusprosessi (extension) kuvaamaan tapahtumaa
jossa diskretoinnin systemaattisilla muutoksilla vapausasteiden méaéréan kasvaessa saavutetaan as-
teittain parempi approksimaatio tarkasteltavana olevalle ongelmalle. Versio sanaa he kiyttavit laa-
jennusprosessien elementtimenetelméimplementoinneista. Téssé esityksessa ei tehdd eroa termien
laajennusprosessi ja versio valilla.
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2. Mikéli elementtiverkko voidaan konstruoida siten, ettd virhe on tasan jakau-
tunut elementtiverkossa, voidaan riippuvuus singulaarisuuden asteesta mene-
telmén konvergenssinopeuden rajoittimena eliminoida. Talloin siis patee

k= 1p. (8.13)

2

p-versio:

1. Mikali ratkaisualueessa tai sen reunalla ei ole singulariteettejd, on suppene-
misnopeus eksponentiaalinen:

|u — upp||z < Cexp(—k N*2), (8.14)
missé C, ky ja ko ovat positiivisia vakioita, ko > 1/2.

2. Mikéli ratkaisualueessa tai sen reunalla esiintyy singulaarisia pisteitd, on sup-
penemisnopeus algebrallista. Suppenemisnopeus on muotoa (8.11) ja k on riip-
puvainen singulaarisuuden asteesta A\ seuravasti:

(a) Mikali singulaarinen piste ei ole solmupiste,

k=21\ (8.15)

1
2
(b) Mikali singulaarinen piste yhtyy solmupisteeseen,

k= (8.16)

hp-versio: Elementtimenetelmén hp-versio tarjoaa tehokkaimman tavan kontrol-
loida diskretointivirhetté ja eksponentiaalinen suppenemisnopeus (muotoa (8.14) ja
ks > 1/3) voidaan saavuttaa sopivalla verkon ja polynomiasteiden valinnalla.

Optimaalinen elementtiverkko ja interpolaatiopolynomien astejakauma konstruoi-
daan siten, ettd elementit ovat pienié singulaaristen pisteiden lahelld ja néaissé ele-
menteissd interpolaatiopolynomin aste on alhaisin. Etdannyttéessad singulaarisesta
pisteestd elementtien koko kasvaa geometrisessa suhteessa ja interpolaatiopolyno-
mien asteluku kasvaa. Kuvassa 8.1 on kaavamainen kuva eri menetelmien kayttéy-
tymisesta.

8.5 Elementtimenetelman geometrinen tulkinta

Tarkastellaan jilleen esimerkkind malliprobleemaa (3.1), jonka virtuaalisen ldmmon
(tai siirtymén) periaatteen mukainen heikko muoto on

L L
/ ku't'dx = / fudz, (8.17)
0 0
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‘/harva verkko, p=1taip =2
h-menetelma, tasainen verkko
> min (p, A)
§ p-menetelma
u
w A
>
i
>
= 1
g 2"
h-menetelma,
optimaalisesti
tihennetty
verkko
h-p menetelma
(my6s p-menetelma
sileélle ratkaisulle) p-menetdimé
tihennetty verkko
loa N
Kuva 8.1 2-D elementtimenetelmaversioiden suppeneminen mitattuna ener-

gianormissa [33].

missd virtuaalinen lampotila @ (tai siirtymé) toteuttaa homogeeniset reunaehdot, eli
kuuluu kinemaattiseti luvallisten funktioiden joukkoon. Matemaatikot kirjoittavat
variaatiotehtdvin muodossa: etsi funktio u siten, ettéa

L L
/ ku't/de = / fudz  Yu e V(I), (8.18)
0 0

misséd funktioavaruus V' (tuo kinemaattisesti luvallisten funktioiden joukko) téssé
tapauksessa on valilla I = {z|x € [0, L]} mé&ariteltyjen jatkuvien funktioiden joukko,
joiden ensimmaéinen derivaatta on paloittain jatkuva ja funktio saa nolla-arvon vélin
padtepisteissd. Funktioavaruus V(1) voidaan mééritelld seuraavasti:

V(I) = {vjv € L*(I),v" € L*(I),v(0) = 0,v(L) = 0}, (8.19)

missi nelidintegroituvien funktioiden joukko L?(I) on

L*(I) = {v| /IUde < oo} : (8.20)

Skalaaritulolla varustettua tiydellistid lineaariavaruutta kutsutaan Hilbertin® ava-

ruudeksi.
2David Hilbert (1862-1943) saksalainen matemaatikko. Hilbertin oppilas Richard Courant
(1888-1972) julkaisi 1943 artikkelin “Variational Methods for the Solution of Problems of Equi-

librium and Vibrations” Bull. Am. Math. Soc, 49, 1-23, jota voidaan pitdé elementtimenetelméi-
dean alkuna. Hilbert ja hinen aikalaisensa Felix Klein (1849-1925) loivat Gottingenin yliopistoon
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Vv
u
Vi
Up
Kuva 8.2 Elementtimenetelmératkaisu on tarkan ratkaisun ortogonaalipro-

jektio.

Elementtimenetelméssé variaatio-ongelman (8.18) ratkaisua etsitéén funktioava-
ruuden V &darellisulotteisessa aliavaruudessa V},. Téaten elementtimenetelmaan perus-
tuva variaatioformulaatio voidaan lausua muodossa: etsi funktio u;, € V}(I) siten,
etta

/k:u;lﬂ'd:p = /fﬂdx Vi € Vi(I). (8.21)
I I

Koska V}, on V:n aliavaruus (V, C V), voidaan yhtélossa (8.18) valita variaation «
kuuluvan funktioavaruuteen V}, jolloin véhentamalld (8.21) yhtélosta (8.18) saadaan

/k(u' —up)u'de =0, Vaue Vy(I), (8.22)
I

eli virhe v — uy, on ortogonaalinen kaikkien V},:n alkioiden suhteen. Tama voidaan
tulkita my0Os seuraavasti: elementtimenetelmératkaisu on tarkan ratkaisun ortogo-
naaliprojektio aliavaruuteen V. Téata on havainnollistettu kuvassa 8.2, jossa avaruus
V' assosioidaan kaksidimensioiseen Euklidiseen vektoriavaruuteen, jonka yksidimen-
sioinen aliavaruus kuvaa avaruutta V},.

Elementtimenetelmératkaisu antaa siten energianormin mielessé pienimmaéan mah-
dollisen virheen aliavaruudessa V},, eli ortogonaalisuudesta (8.22) seuraa elementti-
menetelméin ns. parasapproksimaatio-ominaisuus

lu—uplle < ||lu—allg Vue V(). (8.23)

8.6 Elementtimenetelman abstrakti formulaatio

Otetan kdyttoon lyhenteita joilla yhtélossd (8.21) tai (8.18) olevia integraaleja mer-
kitdan:

a(u, ) :/ku”&’da: ja L(1) :/leda:. (8.24)
I I

kukoistavan matematiikan laitoksen, jossa yhdistyivat oivallisesti matematiikka ja sité soveltavat
luonnontieteet. Vuosisadan vaihteen Gottingenissa vaikuttivat sellaiset kuuluisuudet kuten Herman
Minkowski (1864-1909), Theodore von Karman (1881-1963), Herman Weyl (1885-1955) ja filosofian
laitoksella fenomenalisti Edmund Husserl (1859-1938). Courantin ristiriitoja herdttivistd elamasta
kiinnostuneille suositellaan Constance Reidin kirjoittamaa elaménkertaa [59].
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Nyt voidaan malliprobleeman elementtimenetelmén mukainen variaatiomuoto kir-
joittaa muodossa: etsi u, € V), siten, etta

alu, @) = L(a) Va € Vi(). (8.25)

Samanlaiseen muotoon voidaan kirjoittaa muidenkin stationaaristen ongelmien vir-
tuaalisen tyon yhtélot, télloin vain bilineaarimuodon a(u, @), lineaarisen funktionaa-
lin L(@) ja avaruuden Vj, merkitys on erilainen. Toisin sanoen abstraktin variaatio-
formulaation (8.25) voidaan ajatella kattavan suuren joukon erilaisten fysikaalisten
ongelmien matemaattisia malleja.

Elementtimentelméprobleemin (8.25) a priori virhearvio on suoraviivaisesti joh-
dettavissa, mikali seuraavat kaksi ehtoa ovat voimassa

alv|? < alv,v) Yo eV, (8.26)

a(v,w) < Mljolylwlly  Vo,w eV, (8.27)

ja vakiot a ja M ldydettévissa siten, ettd a > 0 ja 0 < M < oo. Mikéli (8.26)
toteutuu sanotaan bilineaarimuodon a(v,w) olevan V-elliptinen. Ehto (8.27) il-
maisee bilineaarimuodon jatkuvuusominaisuuden. Néaiden avulla voidaan osoittaa
parasapproksimaatio-ominaisuus (8.23), nyt kirjoitettuna muodossa

M .
= unlly < = inf flu— vl (8.28)

Standardi elementtimenetelméformulaatiota voidaan menestyksellisesti soveltaa mi-
kili kerroin M/« ~ 1. Edellisissé luvuista liemee kidynyt ilmi, ettd standardi ele-
menttimenetelméd voidaan hyvin soveltaa isotrooppiseen lammonjohtumis- ja elasti-
suusongelmaan ja etté vaikeuksia on odotettavissa kun mallinnamme esim. diffuusio-
konvektioyhtédlod. Ongelmia esiintyy myos kokoonpuristumattoman, tai ldhes ko-
koonpuristumattoman aineen tapauksessa, hyvin anisotrooppisten materiaalien mal-
linnuksessa seké ohuiden kappaleiden (palkkien, laattojen, kuorien) analysoinnissa.
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