Lukub

Mekaniikan variaatioperiaatteita

Luvussa tarkastellaan virtuaalisien tyon ja potentiaalienergian minimin pe-
riaatetta kiintedn aineen mekaniikassa. Naytetddn, ettd virtuaalisen tyon ja
potentiaalienergian minimin periaate ovat ekvivalentteja, mikdli materiaalia
voidaan kuvata tilafunktiolla, muodonmuutosenergialla, ja mikéli ulkoiset voi-
mat voidaan johtaa potentiaalista. Virtuaalisen tyon periaate on siten yleis-
patevampi ja sitd voidaan kayttdad elementtimenetelmin perustana olevana
heikona muotona. Liséksi naytetdéan, ettd virtuaalisen tyon periaate on ekvi-

valentti tasapainoehtojen ja mekaanisten eli jinnitysreunaehtojen kanssa.

5.1 Johdanto

Tarkastellaan seuraavassa eraitd mekaniikan keskeisia variaatioperiaatteita, kuten
virtuaalisen tyon ja potentiaalienergian minimin periaatteita seké niistd johdettuja
modifioituja menetelmia. Késittely on tavoitehakuista, eli variaatioperiaatteet esite-
taan siten, etta ne soveltuvat suoraan nykyisin kiytossa olevien yleisten elementtime-
netelméformulaatioiden perustaksi, ja tdmén vuoksi m.m. komplementaarisen vir-
tuaalisen tyon ja komplementaarienergian minimin periaatteet jatetaén vaille huo-
miota. Johdatus esitettéviin variaatioperiaatteisiin suoritetaan yleisen kolmiulottei-
sen pienten siirtymien elastisuusteorian yhtéldiden avulla, jonka liséksi rajoitutaan
staattisiin tapauksiin. Mikéli lukija haluaa syventéaa tietojaan mekaniikan variaatio-
periaatteista, on K. Washizun Variational Methods in Elasticity and Plasticity [34]
ja C. Lanczosin The Variational Principles of Mechanics [20] teokset mité suositel-
tavimpia.

Kerrataan aluksi kolmiulotteisen elastostatiikan perusyhtélot. Tarkastellaan kap-
paletta B, jonka rajoittamaa aluetta merkitdan €2:114 ja sen reunapintaa I':114 (I' =
092). Jaetaan reunapinta vield kahteen toisistaan erilliseen osaan I', ja I'; siten, et-
ta I' =T, UT. Lineaarisen elastisuusteorian perusyhtéalosysteemi muodostuu téaten

seuraavista relaatioista.

1. Tasapainoyhtdlit: Kappaleeseen B vaikuttavat pinnalle jakautuneet traktio-
voimat t ja tilavuusvoimat f. Jotta kappale olisi tasapainossa on resultoivan
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120 LUKU 5. Mekaniikan variaatioperiaatteita

voiman havittava, eli

/FtdSJr/Qde:O. (5.1)

Traktiovektori ¢ méadritelladn jannitysmatriisin o ja pinnan yksikkonormaalin
n avulla seuraavasti
t=n"oc=0c"n, (5.2)

missé jannitysmatriisi komponenteittain kirjoitettuna on
Or Tzy Taz

o= | Tyu 0y Ty |- (5.3)

Tex Ty Oz

Huomaa, ettd méaaritelmé (5.2) kiinnittda jannitysmatriisin indeksien merki-
tyksen: ensimméinen indeksi kertoo pinnan normaalin- ja toinen jannityskom-

ponentin suunnan.' Sijoitetaan tdmé resultanttimuotoiseen tasapainoyht#léon
(5.1), saadaan

/FaTndS—i—/Qde: 0. (5.4)

Sovelletaan Gaussin lauseen, eli divergenssiteoreeman yleistysté, jolloin pai-
dytéaan yhtaloon

/Q (dive” + f) dV = 0, (5.5)
mistd saadaan tasapainoyhtdlon (5.1) paikallinen muoto
—dive” = f. (5.6)
Komponenttimuodossa kirjoitettuna tasapainoyhtalot ovat
—Ouu — Tyzy — Tore = fos

~Tuyz — Oyy — Teyz = [y (5.7)

“Tezae = Tyzy — Ozz — fz-

Matriisiin A kohdistuva divergenssioperaattori méaritelldan siten

0A;;
(divA); = g — (5.8)
- al‘j
j
misséd on madritelty x; = x, xo = y, x3 = 2. Liikeméaran momentin taseen pe-
riaatteesta seuraa Cauchyn kontinuumimallin jannitysmatriisin symmetrisyys,
taten Slis Tpy = Ty, Tyz = Tay J& Top = Tao-

! Jannitysmatriisin komponenttien jirjestys voitaisiin méritelli my6s toisinp#in: ensimméiinen
indeksi kertoisi komponentin suunnan ja toinen pinnan normaalin suunnan. T&lloin traktiovektori
voidaan kirjoittaa muodossa ¢ = on. Itse asiassa tdmé méarittely on yleisempi alan modernissa
kirjallisuudessa.
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5.1. Johdanto 121

2. Muodonmuutos-siirtymd yhteydet:
e = sym grad u, (5.9)
missi siirtymévektorin u = [u, v, w]? gradientti ja matriisin symmetrinen osa
méaritellaan yhtaloilla

gradu= | v, v, v, |, symA=2LiA+A"), (5.10)

josta seuraa

€x Ezy Exz Uy %(u ) %(uz +w,)
E=| oy &y Eyz | = %(Uy +vg) Uy %(Uz +wy)
Ex Eazy &z %(u,z +w,a:) %('Uz +wy) w
(5.11)
3. Jannitys-muodonmuutos yhteydet:
o =D :e taikddntden e€=C :0. (5.12)

Mikéli materiaalin otaksutaan noudattavan isotrooppista, lineaarikimmoista
mallia, on voidaan materiaalioperaattorit lausua muodossa

D :e = Mtr(e)I + 2pue, (5.13)
tal kddntaen
A 1
Cio=—"—1t I+ —0. 5.14
7 20(3X + 2p) H(o) I+ 2,ua ’ (5.14)

missd A ja p ovat Lamén vakiot joiden suhde kimmokertoimeen F, leikkaus-
moduuliin G ja Poissonin vakioon v on seuraava

vE E
\ = =G=——. 5.15
A+ —2v) " 2(1+v) (5.15)
4. Mekaaniset reunaehdot:
t=1ts reunalla T, (5.16)
5. Kinemaattiset (geometriset) reunaehdot:
u =ug reunalla T,. (5.17)

Versio: kevit 2014



122 LUKU 5. Mekaniikan variaatioperiaatteita

Edella esitetty merkintatapa on varsin kompakti, erityisesti mikéli kiaytetaan in-
deksinotaatiota ja Einsteinin summaussaintod, jossa lausekkeessa kahdesti esiinty-
vien indeksien suhteen suoritetaan summaus. Téamén esityksen tarpeita silméallapi-
tden se ei kuitenkaan ole tarpeen.

Mikéli jannitys- ja muodonmuutosmatriisin alkiot kootaan vektoreiksi
T
s=|o, 0, 0. Tuy Ty Tox | (5.18)

ja
T
e:[ex €y €z Yoy Vyz fym] , (5.19)

voidaan edellé esitetyt tasapainoyhtéalot, kinemaattiset relaatiot ja konstitutiivinen
yhteys (materiaalimalli) esittéé seuraavalla tavalla.

1. Tasapainoyhtaldt:

~-G's=f. (5.20)
2. Muodonmuutos-siirtymd yhteydet:
e = Gu. (5.21)
Tasapaino-operaattori on
[0 0 0 7
— 0 0 = 0 =
Ox %y 0z
at—| o 2 0 — 9y (5.22)
N Ay Ox %z 5 ’ '
0O 0 — 0 — —
i 0z oy Ox |

ja jonka transpoosi valittad kuvauksen siirtymiltd muodonmuutoksille.

3. Konstitutitvinen malli:

s = De (5.23)
Lineaarielastisen, isotrooppisen ainemallin jaykkyysmatriisi (kimmomatriisi)
on muotoa
[ A +2u A A0 0 0]
A A+ 240 A 0 00
D A A A+24 0 0 0 (5.24)
0 0 0 w 00
0 0 0 0 u O
0 0 0 0 0 p |
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5.2. Virtuaalisen tyon periaate 123

5.2 Virtuaalisen tyon periaate

Aloitetaan sovellutusten kannalta ehki tirkeimmisti ja samalla vanhimmasta 2 me-
kaniikan variaatioperiaatteesta, eli virtuaalisen tyon periaatteesta, jota kutsutaan
myo6s nimelld virtuaalisten siirtymien periaate. Oletetaan kappaleen B olevan tasa-
painossa ulkoisten tilavuusvoimien ja reunachtojen suhteen. Télloin jannityskompo-
nentit o,,0,, ..., ja 7., toteuttavat tasapainoehdot (5.6) kappaleen jokaisessa koh-

dassa, eli
—dive” =f, (2,9,2) €Q, (5.25)

ja mekaaniset reunaehdot reunapinnan osalla I’
t—ts=0, (z,y,2) €Tl (5.26)

Otaksutaan nyt, ettd kappale kokee mielivaltaisen kuvitteellisen eli virtuaalisen muu-
toksen du = [du, v, dw|T tasapainossa olevaan siirtymitilaan w = [u, v, w]|” nihden.
Talloin on tasapainoehtojen perusteella voimassa

/ Su-(—dive™ — F)dV + / Su-(t — t,)dS = 0, (5.27)
Q ry

jossa dV ja dS ovat kappaleen B differentiaalinen tilavuusalkio ja pinta-ala-alkio.
Valitaan nyt virtuaalinen siirtyméakenttd mielivaltaisesti mutta kuitenkin siten,
ettd geometriset eli kinemaattiset reunachdot toteutuvat reunan osalla I',, eli

du =0, (r,y,2)€Tl,. (5.28)
Kéayttamalla identitettia (v on vektori ja A matriisi)
div(v + A) = grad(v): A + v-div A, (5.29)
missé kaksoispistetulo méaaritellaan
A:B=> ) A;By, (5.30)
]
saadaan lausekkeen (?77) ensimmaéistd termid muokattua
/Q [grad du :0” — div(du-o”) — du-f] dV —|—/ du+(t —tg)dS=0. (5.31)
I
Kayttamalla divergenssiteoreemaa saadaan
/Q(grad Su ol —du-f)dV — /Féu-UTn dS+ [ du-(t—ts)dS=0. (5.32)

Iy

2Virtuaalisen tyon periaatteen lienee ensimmdiisend formuloinut Jean Bernoulli (1667-1748)
vuonna 1725. Menettelyé, jota voitaisiin kutsua virtuaalisten siirtymien periaatteeksi, kiytti kui-
tenkin jo Leonardo da Vinci (1452-1519) analysoidessaan taljojen ja vipuvarsien muodostamaa
systeemia.
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124 LUKU 5. Mekaniikan variaatioperiaatteita

Ottamalla huomioon jannitysmatrisiin symmetrisyys ja virtuaalisen siirtyméan hé-
vidminen reunan I', osalla, saadaan

/symgrad ou :UdV—/éu-de—/éu- tsdS = 0. (5.33)
Q Q r

Ottamalla huomioon muodonmuutoksen mééritelméa (5.9) saadaan virtuaalisen tyon
yhtalé muotoon

/5szadV—/5u-de—/5u-tSdS:O, (5.34)
Q Q r

missd symmetrinen virtuaalinen muodonmuutosmatriisi e = sym grad du sisdltda
komponentit
0y = 0y, Ogy = 0U,, OJe, = 0w,

0czy = %(5uy +v,), Ogy, = %(5w,y +6v,), ey = %(&LZ +dw,).  (5.35)

Komponenttimuodossa virtuaalisen tyon yhtélo (5.34) on pitkdhké lauseke
/(O’x(sé‘m -+ O'y(SEy -+ 0';;55Z + T;pyé"}/my + Tyzéfyyz + sz57zx> av
Q

— /(fgcéu + f,0v + f.ow)dV — / (tsz0u + tg,0v + tg,dw)dS =0, (5.36)
Q

Iy

missa liukumat v;; maéritellaan
Yoy = 2Ezy- (5.37)

Yhtalot (5.28), (5.34) ja (5.35) ovat virtuaalisen tyon periaatteen matemaatti-
nen asu. Periaate péatee mielivaltaisille infinitesimaalisille virtuaalisille siirtymille,
jotka toteuttavat kinemaattiset reunaehdot. Edella esitetty péaattelyketju voidaan
myos kddntad. Siten virtuaalisen tyon periaate on ekvivalentti tasapainoyhtdiloiden
ja mekaanisten reunaehtojen muodostaman systeemin kanssa. Liséksi on syyta huo-
mauttaa ettd periaate patee ritppumatta siitd millaisia ovat materiaalia kuvaavat
lait eli jannitysten ja venymien viliset yhteydet.

Sanallisesti virtuaalisen tyon yhtdlo (VTY) voidaan esittdd seuraavasti: Otak-
sutaan ettd mekaaninen systeemi on tasapainossa sithen vaikuttavien ulkoisten voi-
mien ja geometristen rajoitteiden alaisena. Siten systeemiin vaikuttavien ulkoisten
ja sisdisten voimien virtuaalisten toiden summa kaikkien geometriset rajoitteet to-
teuttavien infinitesimaalisten siirtymien suhteen havidd.

5.3 Potentiaalienergian minimin periaate

Johdetaan potentiaalienergian minimin periaate juuri esitetystd virtuaalisen tyon
periaatteesta. Materiaalilaista (5.12) voidaan johtaa tilafunktio Ul(e,, ey, ..., Vzz)
siten, etta

OU = 0,06, + 0ybey + ... + Tou0Vas, (5.38)
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5.3. Potentiaalienergian minimin periaate 125

jossa muodonmuutosenergiafunktio U 2 on lineaarisen isotrooppisesti kimmoisan
aineen tapauksessa

1 1
U= Meatey+ &) +pules+ei+el)+ §u(7§y Y+ V) (5.39)
Voidaan todeta, ettd muodonmuutosenergiafunktio on aina positiivinen, mikali ve-

nymét ovat nollasta eroavia, eli

Ue) = %eTDe >0, e€#0, (5.40)
joten materiaalin jaykkyysmatriisilta D vaaditaan aidosti positiivista definiittisyyt-
td. Huomaa, ettd tdmé asettaa rajoituksia materiaalivakioiden vélille. Myohempéa
tarvetta silmélldpitden kirjoitetaan U = U(u, v, w), silld venymét e voidaan lausua
siirtymien u, v ja w funktioina kinemaattisten yhteyksien (5.9) avulla.

Kun muodonmuutosenergiafunktion olemassaolo on taattu, voidaan virtuaalisen
tyon yhtélon (5.34) ensimmaéisen termin integrandi kirjoittaa muotoon

dou dou  ddw
et Ty | — + —— | = 6U(u, v, 5.41
gax+ T (82+8x) (w,v,w) (5.41)
muistaen, ettd o, ..., 7., ovat todellisen ratkaisun jannityskomponentit ja du, dv ja

dw ovat virtuaaliset muutokset todellisiin siirtymédkomponentteihin ndhden. Téten
virtuaalisen tyon periaate (5.34) voidaan nyt muuntaa muotoon

5 /Q U(u, v, w)dV — / (Fubu+ f,50 + f.0w)dV

\%4

—/ (tsz0u + tg,0v + tg.dw) dS = 0. (5.42)
Iy

Tamaé lauseke on hyddyllinen niisséd kimmoteorian tehtévissé, joissa ulkoiset kuor-
mitukset eivit ole johdettavissa potentiaalifunktiosta.

Seuraavaksi otaksutaan, ettéd tilavuusvoimat f ja pintavoimat tg ovat johdetta-
vissa potentiaalifunktioista V; ja V; siten, etté

0V oV ovy.
—0Vy = — 5 ou — o ov — S dw = frou+ fyov + fow, (5.43a)
-0V, = —%5u — %50 — %&U = tgy0u + tg,0v + tg,0w. (5.43b)

ou v ow

Télloin voidaan variaatioperiaate (5.42) muuntaa muotoon

511 = 0, (5.44)

3Tarkkaan ottaen pitéisi puhua muodonmuutosenergiatiheydesti, tai muodonmuutosenergiasta
tilavuusyksikkoa kohden.
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126 LUKU 5. Mekaniikan variaatioperiaatteita

jossa
H:/[U(u,v,w)+Vf(u,v,w)]dV+/ Vi(u, v, w)dS (5.45)
Q Iy

on kokonaispotentiaalienergia. Periaate (5.44) ilmoittaa, ettd kaikkien kinemaatti-
sesti luvallisten sirtymien u, v ja w joukossa todelliset sirtymdt antavat kokonais-
potentiaalienergialle stationddrisen arvon. *

Otaksutaan, ettd tilavuusvoimat (f,, f,, f.), pintavoimat (tg,,ts,, ts,) ja annetut
siirtymét (ug,vg, wg) ovat méadrittyja ja siilyttdvat suuntansa sekd suuruutensa
variaation tapahtuessa. Siten potentiaalit (5.43a) voidaan kirjoittaa muodossa

Vi = faut fyo+ fow, (5.46a)
-V = tgu+ tsyv + tsw, (546b)
jolloin paddytdén systeemin (5.6), ... , (5.17) variaatioperiaatteeseen, jota kutsu-

taan potentiaalienergian minimin periaatteeksi: Kaikkien mahdollisten kinemaatti-
sesti luvallisten siuirtymdtilojen joukosta todelliset siirtymdat antavat kokonaispoten-
tiaalienergialle

H:/U(u,v,w)dV—/(f$u+fyv+fzw)dV—/ (tsat +tsyv +tg,w)dS (5.47)
Q Q Iy

absoluuttisen minimin.

Néytetddn nyt, ettd potentiaalienergia (5.47) todella saavuttaa minimin luval-
listen siirtymékenttien joukossa. Olkoon todellinen siirtymatila u, v, w ja siitd varioi-
malla saatu mielivaltainen kinemaattiset reunachdot toteuttava siirtymatila v*, v*, w*,
eli v* = u+ du,v* = v+ dv,w* = w + dw. Tarkastellaan potentiaalienergian lause-
ketta

(u*, v*, w*) = H(u, v, w) + 511 + §°I1, (5.48)

jossa 0II on potentiaalienergian siirtymien suhteen lineaarinen ensimméinen variaa-
tio ja 0%II on siirtymien suhteen kvadraattinen toinen variaatio. Koska todellinen
siirtymaétila antaa funktionaalille stationddriarvon yhtélon (5.44) mukaan, héviaa
potentiaalienergian ensimméinen variaatio ja koska muodonmuutosenergiafunktio
U on positiivinen, katso epéayhtalod (5.40), toteuttaa toinen variaatio epéyhtéalon

61 = /U(éu, dv, dw)dV > 0, (5.49)
%

jossa yhtdsuuruus tulee kyseeseen ainoastaan, kun virtuaalisista siirtymista derivoi-
dut muodonmuutoskomponentit ovat identtisesti nollia. Tama taas on mahdollista
vain, mikéli virtuaalinen siirtymétila kuvaa jaykin kappaleen liikettd, eli reunaeh-
dot ovat riittamattomia yksikésitteisen ratkaisun olemassaolon takaamiseen. Téten

4Sana “kokonais” jatetddn usein jatkossa pois ja kiytetdin vain termii potentiaalienergia koko-
naispotentiaalienergian sijasta.
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mikali jaykén kappaleen liike on siirtyméreunachdoin estetty, pitee potentiaaliener-
gialle epayhtalo
Hluvallinen Z 1_-[todellinena (550)

jossa alaindeksit viittaavat siirtymaétiloihin. Koska virtuaalisen siirtymén suuruu-
delle ei ole asetettu mitddn vaatimuksia, voidaan todeta, ettd potentiaalienergian
absoluuttinen minimi saavutetaan todellisten siirtymien arvoilla.

5.4 Muunnoksia potentiaalienergian minimin periaatteesta

Potentiaalienergian minimin periaatteen (5.45) soveltaminen vaatii siirtyméfunk-
tioilta tietynasteista sdannollisyytta sekéd kinemaattisten reunachtojen toteuttamis-
ta. Numeerisia menetelmia silmaéllapitden on joissakin tapauksissa edullista lieven-
tad naitd vaatimuksia. Kertauksena voidaan kirjoittaa potentiaalienergian minimin
periaate seuraavasti: etsitddn minimi potentiaalienergialle

I(u) = / [U(w) — fTu]dv — / tiudS (5.51)

Q Iy

side-ehdoilla

u =ug, reunalla I',. (5.52)

Mikéli halutaan paédstd eroon side-ehdoista, jotka siis rajaavat kinemaattisesti
luvallisten siirtyméfunktioiden joukkoa, voidaan ne ottaa mukaan potentiaaliener-
gian funktionaaliin (5.51) Lagrangen kertojien avulla, jolloin saadaan muunnettu
funktionaali

1 (u,p) = [ QU@ -l av - [

r

tgudS—/ p’(u — ug)dS, (5.53)
t T

jossa p on Lagrangen kertojista koostuva vektori. Nyt funktionaalin (5.53) varioita-
vina muuttujina ovat riippumattomat suureet w ja p ilman mitdén side-ehtoja.

Funktionaalin (5.53) stationaarisuusehdosta seuraa, ettd Lagrangen kertojat ovat-
kin traktiokomponentit pinnalla I",, eli

p =t(u) reunalla T',. (5.54)

Kaavan (5.54) perusteella Lagrangen kertojat voidaan eliminoida funktionaalista
(5.53) ja uusi modifioitu funktionaali voidaan kirjoittaa muodossa

[%2() = / U(w) — f7u] dV — / £ udS — / t(w)(u — ug)dS,  (5.55)
Q I T
jossa varioitavana suureena on vain siirtymavektori w4 ilman mitdan side-ehtoja.
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128 LUKU 5. Mekaniikan variaatioperiaatteita

Elementtimenetelméssé approksimoidaan tuntemattomia siirtyméafunktioita pai-
kallisesti kunkin elementin alueella tietynasteisilla polynomeilla. Jotta funktionaa-
lien, esimerkiksi (5.45),(5.47), (5.53) tai (5.55) integraalilausekkeet olisivat méaa-
riteltyja, on jatkuvuusominaisuuksien oltava voimassa elementin rajapintojen yli.
Tama saattaa joissain tapauksissa johtaa monimutkaisiin ja hankaliin ehtoihin, joi-
ta pitaisi pystyé lieventdméan. Erds mahdollinen tapa on konstruoida modifioituja
funktionaaleja, joissa jatkuvuusvaatimukset ovat lievemmaét. Tahén asiaan palataan
viela lyhyesti laattaelementtien yhteydessa, mutta asiasta kiinnostuneet voivat tu-
tustua muunnettuihin variaatioperiaatteisiin esimerkiksi Washizun teoksen luvuista
13.4-13.5 [34].

5.5 Harjoitustehtavia

1. Kuvan massatonta, jaykkda sauvaa kuormittavat pistemomentti M ja pistekuorma
P. Jousien jaykkyysvakio on k. Ratkaise tasapainotilaa vastaavat jousivoimat sovel-

tamalla

(a) virtuaalisen tyon periaatetta ja

(b) potentiaalienergian minimin periaatetta.

.
- = =

2. Johda muodonmuutosenergian lausekkeet

tasoristikkosauvalle,

(a)
(b) Eulerin-Bernoullin tasopalkille,
(c)
(d) Kirchhoffin laatta-alkiolle.

tasojannitystilassa olevalle levyalkiolle ja

Materiaalin otaksutaan noudattavan lineaarisesti kimmoisan isotrooppisen aineen

mallia eli Hooken lakia.

3. Néyta, ettd Lagrangen kertojien p fysikaalinen tulkinta funktionaalissa (5.53) on
traktiovektori.
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Luku 6

Kontinuumielementteja

Kontinuumielementtien muodostaminen on melko suoraviivainen yleistys kak-
sidimensioisen lammonjohtumisyhtélon tapauksesta. Elastisuusprobleeman rat-
kaisu elementtimenetelmalld tasojannitys- ja tasomuodonmuutostilassa on sa-
mankaltainen, ainoa ero on materiaalin jaykkyysmatriisissa. Elementimenetel-

maéan perustana oleva heikko muoto on virtuaalisen tyon yhtalo.

6.1 Tasojannitys- ja tasomuodonmuutostilan elementit

Tarkastellaan nyt kimmoteorian yhtéloitd (x,y)-tasossa. Kaksi erilaista tapausta
voidaan erotella:

1. tasojdnnitystila, jossa tason pinnan normaalin suuntainen jannityskomponentti
héviad, eli o, = 0, (my6s 7., = 7oy = 0) seké

2. tasomuodonmuutostila, jossa vastaavasti tasoa vastaan kohtisuorassa suunnas-
sa muodonmuutoskomponentti havidé: €, = 0 (my6s V., = 7.y = 0).

Aloitetaan tasomuodonmuutostilan kisittelylla. Nollasta eroavat muodonmuutos-
ja jannityskomponentit karteesisessa suorakulmaisessa koordinaatistossa ovat

e:[ew €y %y]T, s:[aw o, 0, Txy}T. (6.1)

Tasomuodonmuutostilan konstitutiivinen yhteys saadaan suoraan yleisestd kolmi-
dimensioisesta materiaalilaista, katso luku 5.1, jattdmaélla nollamuodonmuutoksia
ja -jannityksid vastaavat sarakkeet kirjoittamatta. Kimmoisan isotrooppisen aineen
tapauksessa on tasomuodonmuutostilan konstitutiivinen yhtalé seuraavanlainen:

Oy A+ 2u A 0
€x
oy A A2 0
- . 6.2
o, A\ A0 “ (62)
Toy 0 0 p| ~
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Y1Ia oleva materiaalilaki kirjoitetaan usein muodossa jossa jannityskomponentti o,
jatetdan merkitseméatta jannitysvektoriin s, eli talloin

Oy A 2u A 0 €r
o, = A A+2u 0 € - (6.3)
Tay 0 0 % Yoy

Tasomuodonmuutostilaa vastaava virtuaalisen tyon yhtélo on (yksikon paksuista
levyé kohden)

/(axéex + 0,0€y + Tuy0Yyy)dA = / SulfdA + / Sultgds, (6.4)
Q Q Iy

missé siirtymavektori w pitaa sisélladn x ja y-akselin suuntaiset siirtymakomponentit
w:n ja v:n. Muodonmuutoskomponenttien virtuaaliset muutokset ovat

 9bu v dsu Db

0y =—, 0 : oy = = + . 6.5
‘ ox “ dy Ty oy + ox (6:5)
Kinemaattinen yhteys voidaan kirjoittaa matriisimuodossa
- 5 -
— 0
€ 8x
& o= 0 == eli €= Gu. (6.6)
%y v
w) oo Y
L dy Oz |

Virtuaalisille siirtymille ja virtuaalisille muodonmuutoksille pétee tietenkin yhtalo
de = Gdu. Ottamalla huomioon kinemaattinen yhteys (6.6) ja materiaalilaki (6.3)
saadaan virtuaalisen tyon yhtalé muotoon

/(Gdu)TDGudAzféqudA+/ Sultgds. (6.7a)
Q Q

I

Virtuaalisen tyon yhtalo sisaltda siirtymien ensimmaisia derivaattoja. Téaten ele-
menttimenetelmén interpolaatiofunktioiksi kelpaavat Cy-jatkuvat polynomit. Olkoon
kiytossa elementti, jossa on m solmua ja interpoloidaan molempia siirtyméakompo-
nentteja samanlaisilla funktioilla, eli

Uy
U1
Ug
V2

{v} - ZNZ(S’”){W}_{O N 0 Ny -+ 0

=
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Sijoittamalla tdmé siirtyméotaksuma virtuaalisen tyon yhtéloon saadaan elementti-
kohtaisiksi lausekkeiksi

e sisdisten jannitysten tekemaélle virtuaaliselle tyolle

suT / (GN)"DGN dAu'"” = 5u9" |  BTDBdAu
Q(e) Q(e)

= 5u@TK©u©  (6.9)

e ja ulkoisten voimien tekemélle virtuaaliselle tydlle

50T ( ()NdeA+/( Nt ds) = Julf), (6.10)
Qfe Fte

missa elementin kuormavektoriin tulee termi reunakuormituksesta mikali ele-
mentin jokin reuna on reunan osalla I'.

Siirtyma-muodonmuutosmatriisi B voidaan lohkoa solmukohtaisiin osiin seuraa-

vasti:
B=[B, B, --- B, | (6.11)
missa
Niz 0
B, = 0 Ny |- (6.12)
Niy Nig

Derivaatat globaalien x,y-koordinaattien suhteen saadaan derivaattoina perusele-
mentin luonnollisten koordinaattien suhteen kuten on aiemmin esitetty.
Tasojannitystilan elementti on taysin tasomuodonmuutostilan elementin kaltai-
nen. Ainoa ero on se, ettd materiaalin jaykkyysmatriisi on erilainen. Tasojdnnitys-
tilan ehtosta o, = 0 voidaan muodonmuutoskomponentti e, ratkaista
ez + €y)

)\633 + )\Gy + ()\ + 2,“)6,2 =0 = €, = —W (613)

Sijoittamalla tdma takaisin kolmidimensioiseen konstitutiiviseen yhtal6on, saadaan

o A+ 21 A 0 €y
o, ¢= A A+2u 0 € 7 (6.14)
Tay 0 U Vay
missd on merkitty
< 20U\
\ = 6.15
A+ 2u (6.15)

Siirtyma-muodonmuutosmatriisi B on identtinen tasomuodonmuutostilan ele-
mentin kanssa.
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6.2 Pyordahdyssymmetrisen tilan elementti

Pyorahdyssymmetrisesti kuormitetun pyorahdyssymmetrisen kappaleen ratkaisu muis-
tuttaa tasomuodonmuutostilan ratkaisua. Pyorahdyskappale muodostuu, kun rz-
tason alue pyordahtad z-akselin ympéri. Pyordhdyssymmetrista kappaletta voidaan
tutkia vain tarkastelemalla halkileikkauksen puolikasta.

Merkitaan rz-tason siirtymié symboleilla u ja w aivan vastaten tasojannitys- ja
tasomuodonmuutostehtévissa tason xy siirtymié u ja v. Muodonmuutoskomponent-
tien lausekkeet sylinterikoordinaatistossa ovat

€r u,r
€ w
e={ 7 3= 7 : (6.16)
€p rou
Vrz u,z + w,r

Konstitutiivinen laki saadaan suoraan kolmiulotteisen tilan materiaalilaista ja on

muotoa
oy, A+ 2u A A 0 €r
o, A A+ 24 A 0 €,
= ) 6.17
o] A A A + 2u 0 €p ( )
Trz 0 0 0 % Vrz

Otaksumalla siirtymille samanlainen interpolaatio kuin tasotehtévissikin (6.8)
saadaan siirtyma-muodonmuutosmatriisiksi

B=|B, B, --- B, ], (6.18)
missa
N; » 0
0 N;
B; = YE 1
T‘_lNZ‘ 0 (6 9)
Ni,z Nz,r

6.3 Esimerkkeja

Esimerkki 6.1 Mddritd oheisen yhdestd bilineaarisesti interpoloidusta taso-
jannitystilan elementistd muodostetun rakennemallin siirtymdt ja jannitystila.
Rakenne on kuormitettu momenttikuormalla M joka voidaan aitkaansaada kah-
della pistekuormalla solmuissa 2 ja 3. Rakenteen materiaalin kimmokerroin ja
suppeamaluku olkoot E ja v. Ota huomioon symmetria ja antimetria aktiivien
vapausasteiden (ug,us, vs,vy) valilla, jolloin tehtdvdadin jad ainoastaan kaksi
tuntematonta solmupistesiirtymdd. Reunaehdothan ovat u1 = v1 = vo = ug =

0.

Havaitaan, ettd solmujen 2 ja 3 vaakasiirtymét ovat toistensa vastalukuja sa-
maten kuin solmujen 3 ja 4 pystysiirtymat, eli

us = —ug, V4 = —Us. (6.20)
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Y
M/L
3 r
4 3
E vt L
1 2| M/L x
A

Ryhmitetddn nyt elementin vapausasteet seuraavasti:

T

ul®) = [ w3 V1 Uz V2 U3 U3 Ug U4 ] . (6.21)
Vapausasteita ug, uzvs ja vg vastaava yhtalosysteemi on
K33 K35 Kz Ksg U f 2
Ks3 Kss Kse Ksg ug \ _ ) Jfa3 (6.22)
K¢z Kos Koo Keg U3 0
Kg3 Kgs Kgg Ksg Uy 0

Ottamalla nyt huomioon vapausasteita sitovat yhteydet, saadaan ratkaista-
vaksi kahden tuntemattoman systeemi

K33 — K35 K36 — K3g (CI fa2 (6.23)
K¢z — K¢s Koo — Kes U3 0

Oletetaan materiaalin jiykkyysmatriisin olevan muotoa

Dy D 0O
D=| Dy Dy 0 |. (6.24)
0 0 D33

Jaykkyysmatriisin solmuihin ¢ ja j liittyva lohko on siten

KZ(;?) =/ BIDBjtdA, (6.25)

jossa solmuun 7 liittyvd muodonmuutos-siirtyméamatriisi B on

Niz 0
B; = 0 Ny |, (6.26)
Ni,y Ni,$
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joten

BI'DB, =

D11N; 4 Nj o + D33N; yNj, D12N;j 2 Njy + D3z Ny Nj .

6.27
D1oN; yNjz + D33N; 2 Njy  DoaNiyNjoy + D3z N o Nj (6.27)

Nyt geometrian kuvaus on yksinkertainen

z = (Ny+ N3)L = 5(1+ &)L, y=(Ns+NyL=g(1+nL, (6.28)
josta kuvauksen Jacobiaani ja sen kdénteismatriisi ovat
J:[% ;], det J = 1L, J*:%[é?],(mm
josta seuraa derivaattojen muunnoksille yhtalot
Goree Loy (630

Tarvitaan interpolaatiofunktioiden derivaattoja paikallisten koordinaattien suh-

teen
M 11-90-n), Nig = —3(1-n), DNy -11-9),
Ny = (1481 —n), Nog = 3(1—n), Ny, = —1(1+9),
Ny = 31481 +n), Nzg = 3(1+mn), N3, = (149,
Ny 11=90+n), Naoe = —3(0+n), Nuy la-o.
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Tarvittavat jaykkyysmatriisin alkiot saadaan nyt

K33 = t/ll /11(D11N22,$ + D33N3 ,).Jd&dn

= 1t(D11 + Ds3), (6.31a)
Kzs = t/ll /11(D11N2,$N3,$ + D33N3 N3 ,).Jd€dn

= (§Du1 — $Ds3)t, (6.31b)
Kz = t/ll /11(D12N2,xN3,y + D33 N3 N3 ;) JdEdn

= 1t(D12 — Ds3), (6.31c)
Ksy = t/ll /11(D12N2,J:N4,y + D33No yNy ;) JdEdn

= $t(D12 + Dsg), (6.31d)

1 s
Kes = t/ / (D12N3 x N3 + D33 N3 N3 ) JdEdn
1/

= 1t(D12 + Ds3), (6.31e)
11
Kes = t/ / (D3N3, + DssN3 ) Jdédn
1/
= 1t(Das + D33), (6.31f)

1 1
Keg = t/ / (D22 N3,y Nyy + D33 N3 2Ny . )JdEdn
1/
= (§D22 + 5Ds3)t. (6.31g)

Tarvittavat matriisialkiot ovat siten

Ks3 — K35 = 3t(D11 + Ds3) — ¢tD11 + $tDsg
(D11 + 3 Ds3)t, (6.32a)
K36 — Kss = +t(D1s — D33) + D1 — Dss)
= LDy (6.32D)

Isotrooppisesti kimmoisan aineen tapauksessa materiaalivakiot ovat

E E

D = —F D = -
11 1—V2’ 33 2(1+V),

(6.33)

jolloin siirtymien us ja v3 ratkaisuyhtéaloiksi saadaan

Et
1—v2

Ratkaisu on siten

2 1 1 1
ug | _ M l-v 278 11(1 —1V) 1 (6.35)
w | TELE e ) [ Aa-n b-b [0
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Lasketaan muutamalla eri v:n arvolla

8
B up | [ &1 M [ 26666 | M
v=0 = { Vs } - { i (BLL { 13333 (BLi  (039)
B up | [ 2821 | M
R N A o
Siirtymaétila on siten
u = Nayusg— Nyup = 3 [(1+ €)1 —n) = (L+E)(1+n)] us
= —%(1 + &)nua, (6.38a)
v = Ngv3— Ngvg=[(1+&)1+n) — (1 =& +n)vs
= %(1 + 77)61)3. (6'38b)
Venymaét saadaan madritelméan mukaan
ou 2 0u U9
o= il (6.39%)
dv 20v V3
o = =i (6.390)
L ov_2(0u, o
Tev T By Tor L \on o
_ [ u2 v
- (1+£)L+(1+n)L}. (6.39¢)

Havaitaan, ettd elementtiin syntyy liukumia vaikka kyseesséd on puhdas taivu-
tustila. Jannitykset saadaan konstitutiivisen lain kautta, ja ovat

FE U

E V3
0x = T3 (€x +rey) = T2 (_”f + fo) ) (6.40a)
E V3 u9
oy = T aletrea)=1—7 (§f - V77f> : (6.40b)
E () U3
_ _ —1+92+ 1 +n2]. (640
E e 2<1+u>[ (1+&=2+1+n2]. (6400)

Esimerkki 6.2 Mddritd jainnitykset kuvan bilineaarisessa tasojinnitystilan ele-
mentissd, jota kuormittaa lineaarisesti jakautunut reunakuormaitus joka on staat-
tisesti samanarvoinen taivutusmomentin M kanssa. Ota huomioon symmetria
ja antimetria vapausasteiden vdlilld. Kimmokerroin olkoon E ja suppeamaluku
v =0.

Y 1 2
T @ @ '
L
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Koska suppeamaluku on nolla ei kappaleeseen synny siirtymia y-akselin suun-
nassa, eli v = 0. Symmetrian perusteella taas us = uq = —u; = —ug, joten

siirtymaétila kuvataan lausekkeella
= (=N1 + N2 — N3 + Ny)us. (6.41)

Virtuaalisen tyon yhtalo

t/(axéem + 0ybey + Toy0Yey)dA = tszouds, (6.42)
Q Iy

supistuu nyt muotoon (e, = v, = 0,0, = Eey = Eu g, Tpy = GYzy = Guy):
Et/(ewéea; + %%yé%y)dA :/ tg,0uds. (6.43)
Q Ty

Venymien lausekkeet ovat

(=Nig+ Nog — N3 + Nyg) ua, (6.44)

€Er =

SIS

Yoy = (=N1,y + Noy — N3y + Nay) ua. (6.45)

Tarvittavat interpolaatiofunktioiden derivaatat lokaalien koordinaattien suh-

teen ovat ) )
Nig = —z(1=m), Ny = —3(1-9),
Mg = i-m, My, = -ia+e), 6.1
Nsg = 3(1+mn), Ny = 3(1+9),
Nig = —3(l+n),  Nay = 3(1-9).
Téaten venymien lausekkeet ovat paikallisten koordinaattien avulla lausuttuna
seuraavat
U2
¢z = HpA=n+T-n~-00+n)—1+n)]u
= —277%, (6.47a)
Uz
Yy = 1= -(1+8-A++ 1 -u
- —25%. (6.47D)

Virtuaalisten venymien lausekkeet ovat vastaavasti

)

0e, = :—2772, (6.48a)
L
1)

ey = :—252 (6.48b)

Lasketaan reunakuorman tekemaé virtuaalinen ty6. Reunakuormituksen maksimi-

intensiteetti saadaan momentin M avulla

fn = 6. (6.49)
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Virtuaalinen siirtymé du on reunalla 2:
ou(l,m) = (N2 — N3)oug = —ndus. (6.50)
Reunalla 2 virtuaalisen tyon lauseke on
L [ .
tszouds = 3 (—=ntm)(—nduz)dn = 5t Lous. (6.51)
2 -1
Jannitysten tekemé virtuaalinen tyd on
Et/ (ex0€x + %%y(hmy)dA
A
1 pl 2 2
4n 14¢
_ 172 —

Siirtymé wue voidaan siten ratkaista yhtalosta

2Btuy = 2t L = up = %% = zE—AfL. (6.53)
Elementin jénnitykset ovat
oy = 0,
oy = Bey= —EQn% = —4%77, (6.54)
Ty = Oy =—BEZ =20 (6.55)

Normaalijannityksille saatiin oikeat arvot, mutta elementtiin syntyy leikkaus-
muodonmuutosta ja siten leikkausjannityksid puhtaan taivutuksen tapaukses-
sa. Tamaé johtuu bilineaarisesta interpolaatiosta, joka ei pysty kuvaamaan tai-
vutustilaa korrektisti. Se vaatisi parabolisen siirtymaétilan, téssd tapauksessa
siis parabolisen v-komponentin.

6.4 Harjoitustehtavia

1. Kirjoita tasomuodonmuutos- ja tasojannitystilan kimmoisen isotrooppisen aineen
materiaalin jaykkyysmatriisit kimmokertoimen FE ja suppeamaluvun v avulla.

2. Muodosta tasojannitystilaa vastaavan lineaarisen kolmioelementin jaykkyysmatriisin
eksplisiittinen lauseke.

3. Muodosta tasomuodonmuutostilaa vastaavan lineaarisen kolmioelementin jéykkyys-
matriisin eksplisiittinen lauseke.

4. Muodosta tasojinnitystilaa vastaavan bilineaarisesti interpoloidun elementin jéyk-
kyysmatriisin eksplisiittinen lauseke.
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5. Maérita oheisen tasojannitystilassa olevan levyelementin jannitykset elementin kes-
kipisteessi (£ = 1 = 0), kun solmupistesiirtymét ovat: w3 = ug = v; = vy = v3 =
0,us = v4 = A,uz = 2A. Elementin paksuus olkoon t ja materiaalia kuvataan line-

aarisesti kimmoisalla isotrooppisella mallilla, jonka parametrit ovat F ja v.

6. Oheista lineaarista tasomuodonmuutostilan kolmioelementtid kuormittaa pystysuora
pistevoima F solmussa 3. Solmujen 1 ja 2 vapausasteet ovat sidotut (= 0). Ratkaise
tehtavé, eli madritd elementin siirtyma- ja jannitystila. Materiaalivakiot olkoon F ja

v. Mita tapahtuu kun v — 0,5 ja miksi?
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