Luku 4

Elementtimenetelma tasoalueessa

Elementtimenetelmén yleistys useampiulotteisiin tapauksiin on sangen suora-
viivaista. Kaksidimensionaalisuus mahdollistaa erilaisia elementtigeometrioi-
ta, joista téssd luvussa esitetdén kolmio ja nelikulmio. Geometrian kuvaa-
minen mahdollistaa mielivaltaisten alueiden analysoimisen. Isoparametrisissa
elementeissé elementin geometriaa kuvataan samoilla interpolaatiofunktioil-
la kuin itse ratkaistavaa suuretta. Luvussa sovelletaan elementtimenetelmaa
kvasiharmoonisen yhtélon ratkaisuun.

4.1 Kvasiharmoninen yhtalo

Elementtimenetelméa olisi tuskin kehitetty alkua pidemmalle, jollei sen yleistaminen
useampiulotteisiin tapauksiin ja mutkikkaisiin geometrioihin olisi ollut mahdollista.
Tarkastellaan seuraavassa ns. kvasiharmonisen yhtélon

-~V - (DVu)+cu=f (4.1)

ratkaisua elementtimenetelmalla. Télla yhtalolla on ndennéisesta yksinkertaisuudes-
ta huolimatta suuri merkitys fysikaalisten ongelmien mallinnuksessa. Taulukossa 4.1
on esitetty yhtélon (4.1) tarkeimpié sovellutusalueita ja suureiden merkityksid. Mi-
kili yhtdlon (4.1) kerroin ¢ on negatiivinen vakio ja lahdetermi f = 0, on yhtélo
ominaisarvotehtava, jota kutsutaan myos Helmholtzin yhtéloksi.

Otetaan esimerkkind kvasiharmonisesta yhtdlosta lammon siirtymisté johtumal-
la kuvaava osittaisdifferentiaaliyhtélo, jossa lammonlédhde ei riipu lampdotilasta it-
sestédn (¢ = 0)

~V - (DVu)=f (4.2)

kaksidimensioisessa alueessa {2 reunaehdoilla

u = ug, reunan S osalla S, (4.3)

qg = gq,, reunan S osalla 5.
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LUKU 4. Elementtimenetelmé tasoalueessa

Taulukko 4.1 Kvasiharmonisen yhtélon —V-(DVu)+cu = f sovellutusalueita.

Fysikaalinen Suureen Materiaali-
ongelma Suure tulkinta lain nimitys
lammonjohtuminen U lampotila q=—-DVu
(c=0) D lammonjohtavuudet = lampdvuo

f lammonlédhteen antoisuus Fourier
diffuusio U konsentraatio q=—-DVu
(c=0) D diffuusiokertoimet = vuo

f lahteen antoisuus Fick
suotovirtaus U hydraulinen korkeus q=—-DVu
(c=0) D vedenldpaisykertoimet = virtavuo

f virtausldhteen antoisuus Darcy
st. sihkokentta U jannite q=—-DVu
eristeessa D permittiivisyys = sahkovuon tiheys
(c=0) f sahkovarauksen antoisuus -
virtastationdari tila U jannite q=—-DVu
johteessa D sadhkonjohtavuus virrantiheys
(c=0) f séhk6varauksen antoisuus Ohm
kitkattoman ja kokoon- U nopeuspotentiaali v=—-Vu
puristumattoman nesteen D=1 = nopeusvektori
pyOrteeton virtaus (¢ = 0) f virtausldhteen antoisuus (1)
kalvon taipuma U poikittainen taipuma
(c=0) D=1

f=p/S paine/kalvon jannitys
massiivipoikkileikkausten U Prandtlin jannitysfunktio
vapaa viaanto (¢ = 0) D =G 'T  G=leikkausmoduuli
(B. de St. Venant/L. Prandtl) f =26 0= vaantyméa
matalan veden seisova U aallonkorkeus perustilaan
aaltoliike (Seiche-aalto) D =hI h = veden syvyys perustilassa
f=0 c= 73%2 g = painovoiman kiihtyvyys

T varahdysliikkeen jaksonaika
akustiset vardhtelyt u paineen muutos perustilaan
=0 c=—(w/v)?> w = aaltoliikkeen taajuus

v aallon nopeus véliaineessa

(1) ei ole materiaalilaki

Lampovuo g on yhteydessa lampotilan gradienttiin konstitutiivisen yhteyden

q=—DVu,

valitykselld. Yhtélo (4.2) voidaan siis kirjoittaa myds muodossa

vq:fu
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4.1. Kwvasiharmoninen yhtdlé 75

josta kertomalla painofunktioilla 4 ja integroimalla alueen € yli seuraa

/Q av - qdA = /Q afdA. (4.7)

Osittaisintegroimalla ja kiyttdmalla Gaussin lausetta ensimméiseen termiin, saa-
daan muoto

iaq - nds — /Q(va)quA: /QafdA. (4.8)

Ottamalla huomioon se, ettd testifunktio hévidd reunan osalla S, (us = 0) ja
lampovuo on annettu reunan osalla S, (g = ¢q,) scké sijoittamalla yht&l66n materi-
aalilaki (4.5), paadytaan lopulliseen muotoon

/ (Vi)' DVudA = / UfdA — / g -nds, (4.9)
Q Q Sq

joka on yhtélon (4.2) heikko muoto. Otetaan kdyttoon elementtimenetelmén mukai-
nen kantafunktiojarjestelma N;(x,y), i = 1,...,n, misséd n on solmupisteiden luku-
madrd ratkaisualueessa. Funktio u ja painofunktio 4 voidaan kirjoittaa lineaarikom-
binaationa kantafunktioista NV; seuraavasti:

u = Nu, u= N, (4.10)

misséd pystyvektorit w ja 4 siséltédvat w:n ja u:n vapausasteet, jotka ovat téssd ta-
pauksessa suureiden solmupistearvot koko alueessa (2. Kéytetdan gradienttioperaat-
torin diskreetille vastineelle merkintaé

B=VN. (4.11)

Suorakulmaisessa kaksiulotteisessa karteesisessa koordinaatistossa gradienttiope-
raattori on muotoa

o0 01"
V=|+— — |, 4.12
| Oz Oy } (4.12)
jolloin
[0
~ N N
B=VN-=| % :[ x] (4.13)
—N N,
L Jy
Nyt heikko muoto (4.9) voidaan kirjoittaa muodossa
al / B"DBdAu — / NTfdA+ | N'q,nds| =0. (4.14)
Q Q Sq
Koska painofunktiot ovat mielivaltaisia, on oltava
/ B"DBdAu — / NTfdA+ | N'q,nds=0. (4.15)
Q Q Sq
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76 LUKU 4. Elementtimenetelma tasoalueessa

Koska elementtimenetelmén kantafunktiot ovat paikallisia vain elementin alueella
Q) mésriteltyja funktioita, voidaan integrointi suorittaa elementeittiin ja merki-
taan elementin jaykkyysmatriisia

K = / BT"DBdA. (4.16)
Qle)

Osittamalla diskreetti gradienttimatriisi B elementin paikallisten solmujen mu-

kaan seuraavasti
B=|[B, B, --- B, |, (4.17)

voidaan diffuusioyhtélon heikko muoto lausua myos muodossa

N m
ZZ/Q B DB ;dAu,

=1 j—1 79
N

= Z/ NifdA—Z/ Nig,onds, i=1,..,m, (4.18)
e=1 /) e(50) 7 55"

missd m on yksittdisen elementin solmupisteiden lukumaara. Viimeisessa lausekkees-
sa summaus suoritetaan niiden elementtien yli, joiden reunaviiva osuu kappaleen
reunan osalle ;.

4.2 Lineaarinen kolmioelementti

Yksinkertaisin mahdollinen kaksidimensioinen elementti on lineaarinen kolmioele-
mentti, katso kuva 4.1. Lineaarisen funktion kuvaamiseen tarvitaan kolme paramet-
ria, joten funktion u interpolaatio voidaan kirjoittaa muodossa

u(z,y) = a3 + asx + azy = Pa, (4.19)
jossa
aq
P=[12zy], a=< o ;. (4.20)
a3

Sijoittamalla interpolaatioyht&loon solmujen koordinaattien arvot ja vastaava funk-
tion u arvo paadytadn kolmen tuntemattoman yhtdloryhméan, josta kertoimet o
voidaan ratkaista, eli

(75} ]_ 1 Y1 aq
uy p= 11 x93 4o oy g, u'® = Aa. (4.21)
Uus 1 z3 y3 as

Interpolaatio elementin e alueella voidaan nyt kirjoittaa interpolaatiofunktioiden

N=PA'=[ N, N, N;| (4.22)
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4.2. Lineaarinen kolmioelementti 77

Yy 3 $37i93)
sivu 2 T
1 2
2 (z2,92) l
1 (1’17%) 1
X Nl (SL’, y)

Kuva 4.1 Lineaarinen kolmioelementti.
avulla muodossa

u= Nu'®. (4.23)

Matriisin A kéénteismatriisin muodostaminen onnistuu helposti, ja se on

adjA 1 TolYs — T3lY2 T3y — T1Y3 T1Y2 — T2Y
T det A 24 Y2=Ys Ys — % Y1 — Yo : (4.24)
T3 — T2 r1— X3 Ty — T

-1

misséd A on kolmion 1-2-3 pinta-ala

A= %(xlyZ + Toys + T3Y1 — T1Y3 — Toy1 — T3l2) = %($21y31 — T31Y21), (4.25)

jossa on kéytetty merkintdd x;; = x; — x; ja y;; = y; — y;. Yhtdlo (4.23) voidaan nyt
kirjoittaa auki muodossa

U(ZL‘, y) = Nl(xa y)ul + NQ(xv y)UZ + Ng(ZL‘, y)ui’n (426)

jossa lineaariset interpolaatiofunktiot ovat

N1 = (a1 + bll’ -+ Cl’y>/2A, (427&)
N2 = (CLQ + bg[[’ -+ CQ?/)/QA, (427b)
N3 = (a3 + b3l’ + C3’y>/2A, (427C)
seka vakiot
a1 = T2Y3 — T3Y2, b1 = Y2 — ys, C1 = T3 — Z2,
Qg = T3Y1 — T1Y3, by = Y3 — 1, Co = T1 — I3, (4-28)
az = T1Y2 — T2Y1, bs = y1 — Yo, C3 = Tg — X71.

Havaitaan, ettd indeksit vakioiden a;, b; ja ¢; lausekkeissa muodostavat syklisen per-
mutaation solmunumeroiden suhteen.
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78 LUKU 4. Elementtimenetelma tasoalueessa

Palataan nyt hieman taaksepdin muotoon (4.15) tai (4.18). Siiné olevat element-

tien osuudet ovat
ij

K9 = / BTDB;dA. (4.29)
Qle)

Gradienttimatriisi B saa kolmisolmuisen elementin tapauksessa muodon

(4.30)

B — [ B1 B2 B3 } _ [ Nl,x NQ,x N3,x } )

Nl,y N2,y N37y

Koska interpolaatiofunktiot Ny, Ny ja N3 ovat lineaarisia funktioita, on matriisi B
kolmisolmuisen lineaarisen kolmioelementin tapauksessa vakiomatriisi

1 [ by by b3
B=— . 4.31
2A |: C1 Co C3 } ( )

Tarkastellaan nyt hieman yksityiskohtaisemmin konstitutiivista yhteytta eli ma-
teriaalilakia, joka sitoo toisiinsa lammonjohtumisyhtélon tapauksessa lampotilagra-
dientin ja lampdvuon muodossa

q = —DVu. (4.32)

Fysikaalisten syiden vuoksi lampé virtaa kuumemmasta kohti kylmempéa aluetta,
josta seuraa miinusmerkki ylla olevaan yhtaloon. Siitd seuraa myos, etta lampdtila-
gradientin ja lampovuovektorin sisdtulo on negatiivinen, eli ne muodostavat tylpan
kulman keskendan

(Vu)-q = (Vu)''q < 0, (4.33)

joka on havainnollistettu myos kuvassa 4.2. Sijoittamalla ylla olevaan epéyhtaloon
materiaalilaki (4.32) seuraa epayhtélo

(Vu)"'DVu >0 VVu#0, (4.34)

joka osoittaa konstitutiivisen matriisin D olevan positiivisesti definiitin. Energia-
argumenttien perusteella se on myos symmetrinen eli

D = D", (4.35)

ja sen yleinen muoto kahdessa dimensiossa on:

D= { Koo Koy } , (4.36)
k:xy k:yy

jossa kyy, kgy ja ky, ovat lammonjohtumiskertoimia. Mikéli koordinaattiakselit yhty-
vat materiaalin pddsuuntiin, saadaan ortotrooppisen aineen konstitutiivinen yhteys

kow O
D=| """ . 4.37
|: 0 kyy :| ( )
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4.8. Alakoordinaatit 79

Vu
kuuma
q
kylmé&
Kuva 4.2 Lampovuovektori q ja lampdatilagradientti Vu.

Materiaalia kutsutaan isotrooppiseksi, mikéli sen ominaisuudet ovat jokaisessa suun-
nassa samanlaiset. T&ll6in materiaalilaki yksinkertaistuu muotoon

D:{SH:kHH:M. (4.38)

Koordinaatiston muunnoksella voidaan matriisin D taysi muoto (4.36) aina saat-
taa diagonaaliseen muotoon (4.37). Tamé& on laskentateknisesti edullista, silld tél-
16in jaykkyysmatriisia muodostettaessa suoritettavien kertolaskujen méaéaré vihenee
huomattavasti.

Kolmisolmuisen lineaarisen kolmioelementin jaykkyysmatriisi voidaan kvasihar-
monisen yhtéalon tapauksessa kirjoittaa auki eksplisiittisesti:

K(e) = / BTDBdA = / (kmmN?;N,m + kny,,Z;/va) dA
Qle)

Qe
L b% b1 b2 bl b3 C% C1Cy (C1C3
= Ex(xe) b1b2 b% b2b3 + Ey(ye) C1Co C% CoC3 . (439)
b1 bg bg bg bg C1C3 CoC3 Cg

Kuormitusvektori on tasan jakautuneen lammonlédhteen ja reunoille tasan jakautu-
neen lampovuon tapauksessa

© FA© 1 1| 45 + Gn3s3
= 3 — 5 Qn1S1 + Qn2S2 ) (440)
Gn252 + qn3s3

jossa @,; viittaa reunaehtona annetun lampdévuon normaalikomponenttiin sivulla 7,
ja vastaavasti s; on sivun ¢ pituus, katso kuva 4.3.

4.3 Alakoordinaatit

Ajatellaan kolmio 1-2-3 jaetuksi kolmeen osa-alueeseen joiden pinta-alat ovat Ay, A,
ja Az ja jotka kohtaavat pisteessd P, katso kuva 4.4. Kolmion luonnolliset eli ala-
koordinaatit ! méiritelliin suhteina

A A A
D A A (1.41)

!'Kutsutaan myos barysentrisiksi koordinaateiksi.
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80 LUKU 4. Elementtimenetelma tasoalueessa

Kuva 4.3 Kolmion sivujen numerointi ja lampdvuon normaalikomponentit.

Y 3

Kuva 4.4 Alakoordinaatit.

jossa A on kolmion 1-2-3 pinta-ala. Koordinaatit L, Ly ja Ls eivét ole riippumatto-
mia, silld niitd sitoo rajoiteyhtélo

Li+ Lo+ Lg=1. (4.42)

Alakoordinaatit voidaan tulkita myos etdisyyssuhteina. Esimerkiksi koordinaatin
L4 tasa-arvoviivat on piirretty kuvaan 4.4. Jokainen néaista viivoista on yhdensuun-
tainen sen sivun kanssa josta koordinaatin mittaus alkaa.

Tarkastellaan lahemmin koordinaatin L; lauseketta. Mielivaltaisen, kolmion 1-2-
3 alueella olevan pisteen P koordinaatit ovat (z,y). Kolmion P-2-3 alaksi saadaan

Ay = Hlws —2)i+ (g2 — 9)j) % [(x3 — 2)i + (ys — )]l (4.43)
i ik
= %| To—x yo—y 0 |[= %[9023/3 — 23y + (Y2 — y3)x + (23 — 22)y),

r3—2 Yys—y 0
joten alakoordinaatin L, lauseke on

A

1
Ly 1 ﬂ[!EQ?/g —23ys + (Y2 — y3)7 + (23 — 22)y| = ﬂ(al +hiz+cay). (4.44)
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4.4. Korkeamman asteen kolmioelementteji 81

Se on tasmiélleen sama kuin aikaisemmin johdettu lineaarisen interpolaatiofunktion
lauseke (4.27a). Vastaavasti voidaan my6s johtaa alakoordinaateille Lo ja L3 saman-
lainen kaava ja tulos voidaan kirjoittaa yleisessd muodossa

1
_ﬂ(

Nyt lukijalle helposti herda kysymys onko alakoordinaateista mitdan etua ensin

esitettyyn lahestymistapaan nahden. Lineaarisen kolmioelementin tapauksessa ne
eivit tuo mitddn erikoista formulaatioon, mutta korkeamman asteen elementtien
yvhteydesséa ne helpottavat kisittelyd huomattavasti.

4.4 Korkeamman asteen kolmioelementteja

Tasoalueessa lineaarisen funktion esittdminen vaatii kolme parametrid, kvadraat-
tisen muodon kuvaaminen vastaavasti kuusi ja kuubisen kymmenen parametria.
Funktion u interpolointi kvadraattisella tai kuubisella esitykselld voitaisiin kirjoittaa

muodoissa
U = o+ a4 asy + aux® + aszy + gy’ (4.46)
U = o+ a4 asy + oux® + aszy + agy’ + arr® + agr?y + agry? + agy’

Mikéli nyt otetaan kiyttoon Lagrangen tyylinen interpolaatio tarvitaan joko kuusi
tai kymmenen pistetté, joiden kautta kyseinen interpolaatio voidaan pakottaa kul-
kemaan. Vastaavasti, kuten lineaarisenkin elementin tapauksessa, voidaan solmuin-
terpolaatiofunktiot konstruoida kirjoittamalla ndmé yhtalot, jolloin paddytéaan line-
aariseen, tyyppid (4.21) olevaan yhtalosysteemiin

ul® = Aqa, (4.47)

jossa A on solmupisteiden koordinaateista riippuva vakiomatriisi ja josta parametrit
a voidaan, ainakin muodollisesti, helposti ratkaista.

Edella kuvattu menettely on kuitenkin epékéytéinnollisen hankala. Miellyttavam-
pi tapa konstruoida interpolaatiofunktiot on kirjoittaa ne auki suoraan kuten yksi-
dimensioisessa tapauksessakin kdayttden hyvéksi joitain tunnettuja polynomeja.

Kolmioelementit sallivat tdydellisen tiettyd astetta olevan polynomin kayton
kenttésuureen interpolaatiossa. Kuvassa 4.5 on esitetty interpolaatiossa olevien kan-
tapolynomien ja solmukonfiguraation suhdetta aina asteeseen neljé saakka. Havai-
taan, ettd kolmannen ja sitd korkeamman asteen elementteissd joudutaan kaytté-
méan sisdsolmuja. Niiden mukaantulo ei kuitenkaan ole haitallista, vaan painvastoin
edullista, silld niihin liittyvat vapausasteet on mahdollista kondensoida elementtita-
solla pois globaalisesta yhtéalosysteemisté.

Tarkastellaan yleistd tapausta, jossa kolmioelementin alueella interpolaatioon
kiytetadn taydellistd astetta p olevaa polynomia. Elementin solmupisteet voidaan
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82 LUKU 4. Elementtimenetelma tasoalueessa

polynomin
Pascalin kolmio astep n kolmioelementtien solmukonfiguraatiot
1 0 1

8
N
<
o
[\)
(@]

2
>

Ty

B 22y o P
2t 2y 2%y oxy? oyt 4 15
Kuva 4.5 Lagrangen tyyppisen kolmioelementin interpolaatio ja solmukonfi-

guraatio. Kolmioelementissé on solmuja sama mééara kuin interpo-
laatiossa termija (n = (p+ 1)(p + 2)/2).

(0,0,p)

(p,0,0) (0,p,0)

Kuva 4.6 Astetta p oleva kolmioelementti.

madrittdd kuvan 4.6 mukaisesti jakamalla kukin sivu p:n osaan. Tarkastellaan mie-
livaltaista solmua 7, jonka kuvaamiseen tarvittavien alakoordinaattien arvot olkoot
Ly, Lagy ja La). Mééritelldédn solmuun 4 liittyvé interpolaatiofunktio

Ni(Ly, Ly, Ls) = I;(L1)l5(La)l; (Ls), (4.48)

jossa I”, I ja I ovat Lagrangen astetta r, s ja t olevia interpolaatiopolynomeja (3.16),
jossa nyt &:n tilalla argumenttina on alakoordinaatit ;. Lukukolmikon r, s,t arvoja
sitoo tietenkin ehto

r+s+t=np. (4.49)

Suoritetaan yksityiskohtainen interpolaatiofunktioiden johto kvadraattiselle ele-
mentille. Solmuun 1 liittyvé funktio on kaavan (4.48) mukaan

Ny = 13(Ly). (4.50)

Funktion N; kulku voidaan mieltda yksiulotteisena paraabelina pitkin reunaviivaa
1-2 tai 1-3, se kumpaa ajatellaan on yhdentekevaé. Funktio saa tunnetut arvot sol-
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4.4. Korkeamman asteen kolmioelementteji 83

mupisteissé, eli arvon 1 solmussa 1 ja arvon 0 solmuissa 2 ja 4, mikali tutkitaan

1
)92
polaatiofunktion N; kulku voidaan konstruoida mainittujen kolmen pisteen kautta.

kulkua viivalla 1-2. Vastaavasti alakoordinaatin L; arvot ovat 1,=,0. Taten inter-

Kirjoitetaan funktion /Ny interpolaatiodata viela taulukon muodossa.

Lagrangen interpolaatiopisteen # (k) | 0| 1| 2
elementin solmun # 21411
alakoordinaatin L; arvo Ly, 0 % 1
Ny(Ly, Ly, L3) = 13(Ly) 0101

Nyt voidaan funktio /NV; kirjoittaa

(L1 — L)) (L1 — Lyyy) Li(Li — %)
N, =13(Ly) = = 2. — ,(2L,; — 1). (4.51
1 2( 1) <L1(2) . L1(0)>(L1(2) _ L1(1)> 1. % 1( 1 ) ( )

Vastaavasti saadaan kaikille kolmion kérkien interpolaatiofunktioille samanlainen

lauseke, joten parabolisen kolmioelementin solmufunktioille voidaan kirjoittaa
N; = L;(2L; — 1). (4.52)
Sivujen keskisolmujen lausekkeet saadaan samalla tavalla, esimerkiksi
Ny = 15(L)ly (Lo). (4.53)

Tama on siis lineaarinen polynomi kummankin koordinaatin L; ja Lo suhteen.
Lausekkeen muodon ymmértamiseksi on syyta kuvitella funktion N, kulkua pit-
kin linjoja 4-5 ja 4-6, joita pitkin interpolaatiopolynomit I}(L;) ja I{(Ly) voidaan

konstruoida. Havainnollistetaan asiaa uudelleen taulukon avulla. 3

Lagrangen interpolaatiopisteen # (k) | 0 | 1

elementin solmun # 415 6 )
alakoordinaatin L; arvo Ly, % 0
N4(L17L27L3) - l%(Ll)l%<L2) 110
Lagrangen interpolaatiopisteen # (k) | 0 | 1
elementin solmun # 416
alakoordinaatin Ly arvo Lo, % 0
N4(L17L27L3) - l%(Ll)l%(LQ) 1 0

Muodostetaan nyt lauseke
Ny = (L) (Ly) = 4L, Lo. (4.54)

Versio: kevit 2014



84 LUKU 4. Elementtimenetelma tasoalueessa

Muiden sivujen keskisolmujen lausekkeet ovat vastaavanlaisia, joten kvadraattisen
elementin kuusi interpolaatiofunktiota ovat:

Ny = Li(2L; — 1), (4.55a)
Ny = Ly(2Ly— 1), (4.55b)
Ny = L3(2L;— 1), (4.55¢)
N, = 4L,L,, (4.55d)
Ns = 4L,Ls, (4.55¢)
Ny = 4L,Ls. (4.55¢)

Elementin jaykkyysmatriisia muodostettaessa tarvitaan derivaattojen lausekkei-
ta koordinaattien x ja y suhteen. Ne on helppo muodostaa ketjuderivoinnin avulla
seuraavaan tapaan:

0 0L, 0 0L, 0 9Ly O
9r — Oz 0L, Or 0L,  Or 0L, (4.56)

0 oL, 0 0Ly, 0 OLs 0

—_ = 4.56b
oy Oy 0L, Oy oL, T Oy oLy’ (4.56b)
jossa

= — —_— = . 4.57
or 2A° Oy 24 (4.57)

Vakiot b; ja ¢; on annettu yhtéloissd (4.28).

Yleinen lauseke interpolaatiofunktion (4.48) osuudelle [¢(Ly,) on
Ly —j+1
19(Ly,) = j (4.58)
1 kun ¢ = 0.

Alakoordinaattien potenssien integraaleja tarvitaan elementtimatriiseja ja vek-
toreita muodostettaessa, jossa seuraava kaava on hyodyllinen
1171k!
2+i+7+ k)

/ LiL,LEdA = 2A© A = ala(Q). (4.59)
Qle)

Y1l oleva kaava voidaan johtaa seuraavasti. Alakoordinaatit on méaéritelty pinta-
alojen suhteina

kolmion 3P2 pinta-ala

I, —
"™ kolmion 123 pinta-ala
gl l32h1€1%
=21 = 4.60
I ol 3 (4.60)
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l32
hié Q
laak . 1P

7 :

3 [51& 1
l31

Koska kaikki alakoordinaatit eivét ole riippumattomia, niille péatee ehdot
Ly+ Lo+ L3 =1= L3 =1—L;— Ly ja reunalla 1-2: Li+Ly=1. (461)

Differentiaalinen alaclementti dA on
dA = l31dLy sin 0 lsyd Ly = ls1hodLydLy = 2A®d Ly d Ly, (4.62)

missid A©) on kolmion 123 pinta-ala. Téten on

1 1-L,

/ LiLLEdA = 2A©) / Li / Li(1 — Ly — Ly)*dLy | dL,. (4.63)
Qle)
0 0

Integroimalla alakoordinaatin Ls yli antaa tuloksen

1-1Lq

/Lg(1—L1—L2)de2:
0
1 e J k+1 J v Jj—1 k+1
-~ Li(1— Ly — Ly) +k—H/L2 (1— Ly — Ly)*dL, =
0
j L N By A -
el i) Ly Y1 — Ly — Ly) +k—+2/L2 (1 — Ly — Ly)*2dL, | =
0

1-1L1

joi-1d—itt [ "

L2791 — Ly — Lo)"dLy, =

k+1k+2 k+j / 2 1= L) 2
0

1=h k!

(1 - L1 - L2)k+j+1 = m(l - Ll)kJerrl. (464)

R -1
k+)k+j+1

0
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Integroimalla alakoordinaatin yli L, saadaan

1
Jk! / ‘ k4j+1
I [ L1 — Ly)MHL
(k+j+1)! il 1) !
0
1
" . S N N
— J,k L i /Lg—l(1—L1)’“+J+Z+1dL1
k+j+Dk+j+2 k+j+i+l
0
W il 1[_(1_L)k+j+i+2}
k+i+Dk+j+2)--(k+i+i+2)], !
151k!
S (4.65)
(k+j+i+2)!

Kokoamalla tulokset yhteen saadaan tulos (4.59).

4.5 Esimerkkeja diffuusioyhtalon ratkaisusta tasoalueessa

Esimerkki 4.1 Mddritd lampotilajakauma oheisessa nelion muotoisessa alu-
eessa kdayttien yhtd parabolista elementtid alueen kahdeksasosalle. Oletetaan,
ettd materiaali on isotrooppista ja sen limmdnjohtavuuskerroin k on vakio ko-
ko alueessa. Otaksutaan lisiksi homogeeniset reunaehdot ja ettd limmadnlihteen
antoisuus on vakio.

f = vakio

globaali solmu # 11213 3
elementin solmu # | 6 | 5 | 3

@ :

L

Lasketaan elementin jaykkyysmatriisin ja kuormavektorin lausekkeet:
K© = / BTDBdA = / (koo NLN o + kyy NLN ) dA,(4.66)
Qe) (e) ' '

flo = / NTfdA - NTq,.ndS (nytq,=0). (4.67)
Q@ Sq(e)

Interpolaatiofunktiomatriisi IN on kvadraattiselle elementille muotoa
N = [ N, Ny, Ns N, Ns Ng ] , (4.68)
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jossa interpolaatiofunktiot on annettu yhtéaloissi (4.55a). Tarvitaan derivaat-
tojen lausekkeita:

0 OL; b;
Nig = 3olLi@Li—1)] = (4L - )52 = (L - 1),
) OLi. oL 2
Nivse = — (ALiLi)=4(L; Liv 220} = 2 (Libis + Lish,
i+3,z 8.%'( 7 H—) ( 7 O + i+ 8.%') A(e)( zbz++ z+bz)7
(&
Niy = @ @Li-1),
2
Ni+3,y = m(LjCﬂ_-FLﬂ_Cj), 1 =1,2,3. (469)

Merkinté ¢+ tarkoittaa elementin solmunumeroa, joka seuraa solmua ¢ vasta-

paivaan kierrettiessa.

Jaykkyysmatriisin termi K ﬁ) on siten:
e 1
K9 = AR /Q(e) (Kgab? + kyyct) (1617 — 8Ly + 1)dA (4.70)
1 2 2 e) (4 4,1 1 2 2
— 4(A(e))2 (kxl‘bl =+ kyycl) 2A( ) (g -3 + 5) = 414(6) (kmmbl + kyycl) s

jossa on kiytetty kaavaa (4.59) integrointien suorittamiseen.

Suorittamalla muiden termien integrointi samaan tapaan, saadaan kvadraatti-
sen elementin jaykkyysmatriisiksi (vastaten solmupistevapausasteita uy, ug, ..., ug):

[ 163 0 0 2biby O ibibg ]
103 102 1b1bs %bgbg 1 0
K _ Kex 703 0 gbabs 50103
Ale) 2B1> 3Bas 3B
2By 1DBsi
L 2Bi3 |
[ %C% 0 0 %0102 0 %0103 T
%c% 1O2 %0102 %0203 1 0
k 1 1 1
L P 163 , 0 f’CQC?’ i,’clcg @)
Ale) 3C12 503 30123
2Cy  1C519
L 2Ch3
jossa on kiytetty lyhennysmerkintoja
Cij = ¢} + cicj + c?, (4.72Db)
Bijk = bl(bl + by + bg) + ijbk, (472C)
Cijk = Ci(Cl —+ co + 03) + QCjCk. (4.72d)
Kuormitusvektoriksi saadaan
T
FEO =14@© [ 000111]. (4.73)
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Rakenteen jaykkyysmatriisi on siten

1 1 1
Koy Kg Ky

K = Ky kY
Ky
1 %(313 + C13) %(3312 + C312) %(b1b3 +cic3)
= 1O 2(Bog + Ca3)  4(babs + cacy) | .(4.74)

(b3 +c3)

Maaritetaan vakiot

by = y2—y3 —3L,
by = ys—y1 = 3L,
bs = — = 0
3 U1 Y2 ) (475)
cCl = X3— T2 = O,
Cy — X1 —T3 = —%L,
C3 — X9 — T %L,
ja lasketaan termit
Bz = b +bibs+0b3=1L% (4.76a)
Ci3 = C% + ci1c3 + Cg = iLQ, (476b)
B321 = bg(bl + by + bg) + 2b1by = —%LQ, (4.76C)
C31 = 63(01 +co + 63) + 2c1c0 = 0. (476(1)
Kolmion pinta-alahan on %LQ, joten yhtéalosysteemiksi saadaan
16 -8 0 Uuq
k| -8 16 —4 up p=31fL?¢ 1 5. (4.77)
0 -4 3 us

Ratkaisuksi saadaan siten uy = 1o fL%/k,uy = 135 fL?/k,uz = $5 fL*/k =
0,075fL?/k.

Keskipisteen tarkka ratkaisu on

(L Yol
uy = 812 DS “n((?zm)“n@m);uo.o7367fL2/k. (4.78)

4 2
s m ns)mn
m=1,3,5,... n=1,3,5,... + )

joten virhe siind on noin 1,8 %.

Maéaritetaan vield lampdvuo x-akselilla. Lampotilan approksimaatio elementin
alueella on

u = Nguél) + N5ué1) + Nﬁuél) = N3U3 + N5U2 + N6u1
712
= (S N3+ 135 N5 + 15 Ng) L=, (4.79)

josta lampovuo reunalla 1-2 (elementin solmunumeroita) saadaan

qn1 = q * Nq, (480)
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89

jossa mp on elementin sivun 1 yksikkonormaali n; = —j. Taten lampdvuoksi
elementin reunalla 1 saadaan

ou

s = K22 (181)
Maaritetadn interpolaatiofunktioiden N3, N5 ja Ng derivaatat
Tl = esll-1 =7,
aa—]\f = %(LQC;} + Lacy) = %L% (4.82)
88—]\;6 = %(L:scl + Lics) = %Ll,

jossa on otettu huomioon etté alakoordinaatti L3 saa arvon nolla pitkin reunaa
1. Interpolaatiofunktioiden Ly ja Lo lausekkeet reunalla 1 ovat
x x
L1=1-2—, Lo =2—, 4.83
1 7 2 =27 (4.83)

joten lampovuon lauseke pitkin reunaviivaa 1 on

1 = [—35 + 185162 + 158(1 — 22)] fL = 3(1 +2)fL. (4.84)

Esimerkki 4.2 Ratkaise elementtimenetelmdlld [dmmonjohtumisongelma ne-
lidalueessa (sivun pituus L) kun kuormituksena on tasa-antoinen limmonlihde
(f(xz,y) = f = vakio). Reunaehdot ovat homogeeniset, eli w = 0 koko reunal-
la. Kaytd hyviksest symmetriaa oheisen kuvan mukaisesti ja ratkaise tehtdvd
kdyttien neljida lineaarista elementtia. Mddaritd myds limpdévuo reunalla y = 0.
Materiaali on isotrooppista ja sen lammonjohtavuuskerroin on k.

Y
f = vakio
us
L
4
Uy U2
2
1 3 |z
L

Havaitaan, ettad elementtimatriisit elementeisté 1, 3 ja 4 ovat identtiset. Téten
riittdd muodostaa vain elementit 1 ja 2. Kolmioelementin lausekkeissa olevat
b; ja ¢; vakiot

by = y2—y3, < = T3— 12
b = yz3—y1, <€ = T1—13 (4.85)
b3 = y1—Y2, €3 = X2—11

on maéritetty alla olevaan taulukkoon
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elementit 1,3,4 | elementti 2
1|-L/4| -L/4 0 -L/4
2| L/4 0 L/4 | L/4
3 0 L/4 -L/4 0
Kaikkien elementtien pinta-ala on A(®) = L2 /32 ja elementtimatriisit ovat
seuraavat:
[ 1 -1 0 10 -1
K = 3 -1 10 +§ 00 O
0 00 -1 0 1
[ 2 -1 -1
k
= 3 -1 1 o0/, (4.86)
-1 0 1
(0 0 0 1 -1 0
@ _ k
K = 3 0 1 -1 |+-] -1 10
0 -1 1 0 0
1 -1
i 0
= 3 -1 2 -1 (4.87)
0 -1 1

Elementtien paikallisten solmupisteiden ja kuvan globaalien solmunumeroiden

valilld on seuraavan taulukon mukainen yhteys.

solmu
elem. |1 2 3
1 - -1
2 - 21
3 - -2
4 1 2 3

Taulukosta voidaan nyt lukea globaalin jaykkyysmatriisin elementtialkiot:

Ky,
K2
K3
Koo
Kas
K

Globaali jaykkyysmatriisi on siten

K=k
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Ky + K33 + K7,
K + K5,
K. (4.88)
KD+ k9 + kY,
K3,
K3,
2 -1 -1
-1 2 0], (4.89)
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jonka ka#dnteismatriisi on

1
Y B
K =213 1 2
1 5 3
Rakenteen kuormitusvektori on
1 2 4
fo= B+ Y =8 bl = L
Jo = %f—LQ’
fa = o5fL*
Solmupisteiden lampdétiloiksi saadaan
2 2
u LT JL
2 2
o fLT fL
2 2
_ s LT JL

(4.90)

(4.91)

(4.92)

Keskipisteen tarkka ratkaisu on us = 0.07367fL?/k, joten virhe on noin 6 %.

Lampovuo maéaritelladn Fourierin limmonjohtumislain mukaan seuraavasti

7= —kVu. (4.93)
Nyt kysyttiin lampovuota reunalla 1-2, jonka normaalin suunta on negatiivisen
y-akselin suunta, eli 7 = —f, joten lampovuo reunalla 1-2 saadaan lausekkeesta
- ou
ni; =4 "N = ka_y (4.94)
Elementissa 1 on lampotilaratkaisu muotoa
1
u = Nyu = 5—(as + b3z + cay)us, (4.95)
joten
ou  c3 L 32 11 fIL? 11 fL
— = —u =——75———=—""—=0.2292— 4.96
dy  2A"Y T 4212192 k48 k ’ (4.96)
ja
Gniy = — S fLJ. (4.97)
Vastaavasti elementille 3:
ou c3 1w fL
= N. — = —uy = 5— = 0.1771— 4.98
T G T o T ey ko (4.98)
Gpip = — S5 L. (4.99)

Vuo on tietenkin vakio jokaisessa elementissé erikseen, koska kysymyksessa on

lineaarinen kolmioelementts.
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Esimerkki 4.3 Mddritd ja piirrd edellisen tehtdavdin lampotilan tasa-arvokdyrat
Umaz /3 J0 2Umaz /3, JOSSA Umay on keskipisteen lampdtila.

Lasketuista solmupistearvoista voidaan péatelld, ettd tasa-arvoviiva %u?, leik-
kaa elementit 1, 2 ja 4. Vastaavasti tasa-arvoviiva %u?, leikkaa elementit 1,2 ja

3.

Kaydédan jokainen elementti lavitse. Aloitetaan elementista 4. Interpolaatio on

U(.%'7 y) = Nl(x7 y)ul + NQ('%'7 y)u2 + Ng(.%', y)u?n (4100)
jossa
1
N, =L, = ﬂ(ai + bz + ¢y). (4.101)

Vakiot b; ja ¢; ovat jo maédritetyt edellisessd tehtéavissi. Vakiot a; on méaari-
tettava kussakin elementissé erikseen, silla

ap = T2y3 — T3Y2,
az = T3Y1 — T1Ys3, (4.102)
az = T1y2 — T2Y1.

Elementissi 4 vakioden arvot ovat a; = L%/8,as = 0,a3 = —L?/16. Ratkais-

tavana on siis suora, joka toteuttaa

N2 N2 Ny = 2L (4.103)
us us us
Sijoittamalla lukuarvot saadaan
2 11 17
— = Ni— + No— + Nj. 4.104
3 175 + 235 + V3 ( )
Elementissa 4 alakoordinaattien lausekkeet ovat
_ 1 1% 1Yy
Ny = 16%% = 4¢, (4.105)
Ny = 16(—%+ i%) = 1+4p,

jossa on merkitty £ = x/L ja n = y/L. Yhtélosta (4.104) saadaan

= 2-4—-dn +4¢ll+an-1
= —10¢ +16n — 3. (4.106)

O wiNy

=

Ratkaistaan nyt ylla olevan suoran leikkauspisteet elementin 4 reunaviivojen
n= i jan= % — & kanssa. Saadaan ratkaisut

(=4, n=1 ja ¢=2=~01923, n=24~03077. (4.107)

Vastaavalla tavalla kiydddn muut elementit ldvitse ja saadaan oheisen kuvan
mukainen tasa-arvoviivasto.

Versio: kevit 2014



4.5. Esimerkkejd diffuusioyhtilon ratkaisusta tasoalueessa

Esimerkki 4.4 Madadaritd oheisen lineaarisen tasoelementin kuormitusvektori

kun limpovuo muuttuu lineaarisesti arvosta g1 arvoon qa reunalla 2 (solmuvdili

2 -3).
Y
/ﬁ/S
4
1, (L,2L) 2°5L, 1)

Kuvion perusteella vuovektori reunalla 2 on

@ = ¢ <%?+ %j), solmussa 1, (4.108)

B = ¢ <%;+ %;) ,  solmussa 2, (4.109)
ja reunan 2 normaalivektori on

ity = =i+ =], (4.110)

Vuon normaalikomponentit reunan 2 alku ja loppupisteessa 1 ja 2 ovat

Qin = q1 Ty = %\}—?—7%, Qon = G2 - Tig = %\}—?—7%- (4.111)

Elementin kuormitusvektorin komponentit ovat
Sa

Solmua 1 vastaava termi on tietenkin nolla ja muut ovat (suoritetaan integroin-
ti Simpsonin kaavalla):
fo = —3amVITL =
fs = —3qnVITL -

(g2n — qin)V1ITL = — (3 ¢2 + 12q1) L, (4.113)

1
5
Hgon — an)VITL = — (go + £q1) L. (4.114)
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qin ’//‘ q2n din ’// q2n

Esimerkki 4.5 Mddritd kuubisen elementin solmuihin sidotut interpolaatio-
funk‘tiot Nl, N4, N5 ja NlO'

NN N N S S

Interpolaatiofunktiolla on arvo N; = 0 kaikissa muissa salmuissa paitsi sol-
mussa 1.

Solmu 1: Etsitdén kolme tasa-arvoviiva, jotka kulkevat kaikkien muiden, pait-
si solmun 1, kautta.

1 2
[1—=0. L1 =~ [ =2
1 ) 1 37 1 3

1 2
= Ny =c1Li(L1 —=)(L1 — =), jasilld on arvolsolmussal,eli N1(1,0,0)/=1

3 3
1 2 9
1(1=2Y(1=-2)=1 =2 4.11
= o ll-g)(-3)=1=a= (4. 115)
9 1 2
= Nl——Ll(Ll——)(Ll——)

(4.116)
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Solmu 4:
1
Ly =0, leg, Ly=0
1 21 27
= Ny= C4L1(L1 — —)LQ, N4(—, —,0) =1l=c=— (4.117)
3 33 2
27 1
Ny=—L{(L1 — =)L
= 4 5 1(Ly 3) 2
(4.118)
Solmu 5:
1
Ly =0, Ly =0, L2:§
1 1 2 27
= N5 = C5L1L2(L2 — —), N5(—, —,0) =1= Cy = — (4.119)
3 33 2
27 1
Ny = —IL1L5(Ly — =
= 5 5 1 2( 2 3)
(4.120)
Solmu 10:
L1=0,Ly=0,L3=0
111
= Nig = cioL1LaLs3, NlO(ga 3 g) =1=c0=27 (4.121)

= Nyjg=27L1LsLg
(4.122)

Esimerkki 4.6 Ratkaisen stationddrinen limmdonsiirto-ongelma
—k(Uge + U yy) = [ = vakio

tasasivuisessa kolmiossa homogeenisilla oleellisilla reunaehdoilla uw = 0. Kdy-
td yhtd kuubista elementtid ja mddritd myds ldmpdvuon lauseke reunalla 1-2.
Kolmion sivun pituus on L.

Kayttden yhtd kuubista elementtid on ratkaistavana vain yksi tuntematon,
u10, joka voidaan ratkaista yhtalosta

Kio,10u10 = fio0, (4.123)
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jossa

Ki0,10 = k?/ (N10,2N10,2 + N1oyN1oy) dA, (4.124)
A

ja edellisen esimerkin mukaan on solmuun 10 liittyva interpolaatiofunktio:
Nyg = 27L1 Ly L3. Lasketaan tarvittavat derivaatat:

oL oL oL
Ny = 27 —1L2L3 + —2L1L3 + _3L1L2
’ ax ax ax
27
= ﬂ(blLﬂzs +baLy1L3 + b3L1L2) (4.125)
27
Nioy = ﬂ(clLﬂzs + coL1Lg + c3LqLo).

Kerroinmatriisin alkiolle saadaan lauseke

27\
K010 = <ﬂ> kﬁ/A [(b1LaL3 + byLiLs + b3L1Ly)?

+ (e1LoL3 + co L1 L3 + 03L1L2)2] dA
27\ ?
= <ﬁ> k:/A (bL3L3 + b5LTL3 + b3LTL3 + 2b1bo Ly Lo L3
+ 2b1b3L1L%L3 + 2b2b3L%L2L3 + C—termit)dA, (4126)
2A) 151k
2+i+j7+k)!

Kiiytetiiin kaavaa / LiL,LEdA = 0 =1
A

27% [ 52121 .4

4

2
2
361+2b1b26!+'”>

272
:kﬂ (b7 + 1) + (b3 + c3) + (b3 + c3)
4
+ b1by + bibg + babs + c1cp + cic3 + cac3] —

6!
81 k 2 2 2 2 2 3
=0 (b7 + ¢ 4+ b3 + 5 + b3 + ¢3 + biba + bibs + babs + c1ca + crc3 + cacy) |

(4.127)

Kuormatermiksi saadaan
1 9
fio = / f27TL1LoLsdA = 54Af— = — fA. (4.128)
A 520

Lasketaan kertoimet ja elementin pinta-ala:

V3

51:3/2—%:—7[4 Cl1 =3 — T2 = —

V3
b2:y3—y1:7L C2=21-I3=—73
bs=y1—y2=0 c3=x9—21=1L
:lﬁlﬂzﬁlﬁ
2 2 4

SECIES

A (4.129)
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K 81 4 3+1+3+1+1 3+1 1 1/{:
10107 403 |4 471 474 2 2
243
= (4.130)
20V/3
Ratkaisuyhtélo on siten
243 9 1 fL?
= mkulo = g{)—LQf, jonka ratkaisu on w9 = %fT (4.131)

Lampotilajakauma elementin alueella on siten: uw = Nyguig = 27L1 Lo L3uqg.

Lampovuon lauseke on ¢ = —kVu = —k(u7mf—i— uJJ). Lampovuon normaali-
komponentti on g, = ¢- 7. Reunalla 1-2 on 7 = —jja L3 =0, siten
oL oL oL
Gn = kuy = ku1027 | =2 LoLs + L1 L3 + <= L1 Ly
dy dy dy
OL3

= ku1927L1 L =27k 1L LLiLs. 4.132
w027l L5 = u102A 1L = \/gf 1Lo ( )

Koska Ly = 1 —z/L ja Ly = x/L lampoévuon normaalikomponentin lausek-

3 -z X
= fr (1-—). 4133
=575 7 (4.133)

keeksi saadaan

Esimerkki 4.7 Ratkaise massitvipoikkileikkauksisen sauvan vadantojiyhyys siir-
tymdamenetelmdlla De Saint- Venantin vapaan vidnnén teorian mukaisesti.

De Saint-Venant otaksui siirtymétilan olevan muotoa
u=—yp=—yzb,
v=1xp=xz20, (4.134)
w = 0¢(z,y),
missd ¢ on vadntokulma, = d¢/dz vaantymé ja (x,y) poikkileikkauksen
kdyristyméfunktio. Sauvan akselin z suuntaisen tasapainoehdon

OToy  OTyy

0z dy

=0 (4.135)

perusteella saadaan soveltamalla Hooken lakia

Tow = GY2a = GO(Y 5 — 1), (4.136)
Toy = G2y = GO(Yy + 7). (4.137)

Téten saadaan Laplacen yhtalo kiyristyméafunktiolle:
¢,m + w,yy = 0. (4138)
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Jos sauvan reunalla ei ole kuormitusta, niin reunaechto on
Tn = TanNg + Toyy = 0, (4.139)

missd n, ja n, ovat reunan normaalivektorin komponentit. Lausumalla janni-
tyskomponentit siirtymien avulla reunaehto saadaan muotoon

(Ve = Y)ne + Yy + x)ny = 0. (4.140)

Suoritetaan vadntoprobleeman likiratkaisu Galerkinin keinolla minimoimalla
potentiaalienergian funktionaali

=1 /Ac:(fyzm +72,)dA = 3 /AG (Y —y)?+ (by +2)?] dA.  (4.141)
Minimin valttaméton ehto on
511 = /A G (e — y)0s + (thy + 2)500, ] dA = 0, (4.142)
eli
/A G (20 5 + 10 ,00,) dA + /A G(—yo, +x0tp,)dA =0,  (4.143)

missé toinen termi saadaan osittaisintegroimalla muotoon

] G cuvatasv,)da= [ Gl=po0).+ @), )dA
= G (—yng + xny) opds.  (4.144)
0A
Sijoittamalla interpolaatio 1 (z,y) = >  N;(z,y)1; saadaan elementin jayk-
kyysmatriisin alkioiksi lauseke
Kij = / G (Ni,mNj,m + Ni,yNj,y) dA. (4145)
A

Vastaavasti kuormavektorin lauseke on

fi= / G (yny — xny) Nids. (4.146)
0A

Huomaa, ettd yhtélon (4.138) reunaehdot (4.139) ovat luonnolliset. Mikéli kiy-
ristyméfunktion arvoa ei sidota, on globaali jaykkyysmatriisi singulaarinen ja
kdyristyméfunktion arvo on vakiota vaille yksikésitteisesti méarétty. Singulaa-
risen systeemin kasittelylta valtytaan, mikéli kyristyméafunktion arvo sidotaan

jossain poikkileikkauksen pisteessé.

Vaantojayhyys I voidaan laskea yhtalosta

2 2
It:/gkg—f—y) —i—(g—q’;—i—x) dA
oy o
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4.6 Nelikulmioelementteja

4.6.1 Elementtiperheet

Nelikulmioelementit tarjoavat vield kolmioelementtejéakin yksinkertaisemman tavan
konstruoida interpolaatiofunktioita. Tarkastellaan vain C-jatkuvia elementtejé. Téas-
sé luvussa kasitelladn myos geometrian parametrista kuvaamista interpolaatiofunk-
tioiden avulla. Nain voidaan helposti mallintaa geometrisesti monimutkaisia alueita.
Talldisten elementtien jaykkyysmatriisin ja kuormavektorin analyyttinen muodosta-
minen ei aina ole mahdollista, vaan joudutaan kiayttdmaan numeerista integrointia,
joten myos yleisimmét kiytossé olevat numeeriset integrointimenetelmét esitellaéan.

Tarkastellaan interpolaatiopolynomeja ns. perusneliossé, joka madritellaan luon-
nollisten koordinaattien & ja n avulla seuraavasti: ({,7) € (—1,1) x (=1,1). Yk-
sinkertaisin tapa konstruoida kaksidimensioisia interpolaatiofunktioita on kayttad
suoraan yksidimensioisia Lagrangen polynomeja tulomuodossa eli

Ni(€,m) = 15" (€)1l (), (4.148)

jossa py ja pg ovat interpolaation asteet £ ja 1 suunnissa. Mikali interpolaation aste on
sama kummassakin suunnassa (p; = py = p), pitdéd Lagrangen tyyppinen elementti
sisallaan kaikki termit, joissa toisen tekijan asteluku on pienempi tai yhtésuuri kuin
p. Kaksidimensioiseen Lagrangen interpolaatioon tulevat termit on piirretty Pasca-
lin? kolmioon kuvassa 4.7, ja elementin solmukonfiguraatioita on esitetty kuvassa
4.9.

Havaitaan, ettd interpolaation asteen kasvaessa elementtien sisdisten solmujen
méaara kasvaa merkittavasti. Tata on usein pidetty Lagrangen elementtien haittana,
koska téalloin myOs vapausastemadra tarpeettomasti kasvaa, silla approksimaatio-
teoreettiselta kannalta Lagrangen elementissd on ‘turhia’ vapausasteita. Elementin
tarkkuusominaisuudet pysyvét kertaluokalleen samoina, kun mukana ovat kaikki as-
tetta p olevat polynomit. Lisdtermit, jotka ovat esimerkiksi astetta p kummankin
koordinaatin suhteen, eivit siten vaikuta ratkaisevasti elementin approksimaatio-
ominaisuuksiin. Néilla termeilld on kuitenkin suuri merkitys elementin kiyttaytymi-
seen, kun tarkastellaan ns. isoparametrisia elementteja, joten ei ole syytd unohtaa
Lagrangen elementtejd kahdessa (tai kolmessa) dimensiossa.

On mahdollista konstruoida elementtiperhe, jossa on vihemmén vapausasteita
kuin vastaavissa Lagrangen elementeissd ja jonka interpolaatiofunktiot siséltavat
taydellisen astetta p olevan polynomin kahdessa dimensiossa. Tamé elementtiperhe
kulkee nimelld Serendipity. Siiné kanta konstruoidaan polynomeista, jotka ovat vé-
hintdédn astetta p ja jota tdydennetddn polynomeilla, jotka ovat muotoa &£Pn ja EnP.
Talldinen kanta on piirretty kuvaan 4.8 ja elementtien solmukonfiguraatioita kuvaan
4.10.

?Blaise Pascal (1632-1662): ranskalainen filosofi, fyysikko, matemaatikko ja kirjailija. 1654
Pascal kévi lapi vaikean henkisen kriisin jonka jilkeen han keskittyi uskonnollisiin kysymyksiin.
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1
§ n
& &n 7’

& &% &’ Uk
'3 & & &n’ n*

&' &n? &’ &'

&' &P &t
&y &t
&t

Kuva 4.7 Lagrangen interpolaatio asteeseen nelja saakka.

1
§ U
¢ &n Ua
& & &n’ UK
¢! & &y’ &’ Uk
&' &'
Kuva 4.8 Serendipity interpolaatio asteeseen nelja saakka.

4.6.2 Parametrinen kuvaus

Tahén asti on elementtien geometria otaksuttu joko suorista sivuista koostuviksi kol-
mioksi tai nelikulmioksi. Geometriaa voidaan myos interpoloida kuten itse ratkais-
tavaa funktiota. Mikéli elementissd on m solmua, voidaan yksinkertaisesti kirjoittaa
kaksidimensioisessa alueessa

r= Z N (& n)x,  y= Z NI (&, (4.149)
i=1 i=1

jossa x; ja y; ovat elementin solmujen koordinaatit. Interpolaatiofunktioita /N voi-
daan hyvilla syylld kutsua muotofunktioiksi. Mikéli muotofunktiot N; ovat identti-
set ratkaistavan funktion (tai funktioiden) interpolaatiossa kiytettyjen funktioiden
kanssa, kiytetddn elementistd nimitysté isoparametrinen. Mikéili elementin geomet-
riaa kuvataan muotofunktioilla, jotka ovat matalampaa astetta kuin itse ratkaista-
van suureen interpolaatiopolynomit, on elementti aliparametrinen (engl. subpara-

i

Kuva 4.9 Lagrangen nelikulmioelementtien solmukonfiguraatioita.
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IR SEEINE A

Kuva 4.10 Serendipity-nelikulmioelementtien solmukonfiguraatioita.

metric). Vastaavasti kiytetddn nimitysta yliparametrinen (engl. superparametric),
mikili geometriaa kuvataan tarkemmin kuin itse ratkaistavia suureita.

[soparametristen elementtien kiyttokelpoisuudesta ja suosiosta johtuen kéyte-
tdan termid muotofunktio yleisesti myos itse ratkaistavana olevan funktion interpo-
laatiofunktioista.

Tarkastellaan ensin asian havainnollistamiseksi yksinkertaista parabolista janae-
lementtid. Peruselementti on jana ¢-koordinaatistossa vélilla (—1,1). Merkitdan ele-
mentin koordinaatteja globaalisessa z-koordinaatistossa x1, s ja z3 (3=keskisolmu).
Elementin geometrian kuvaus on siten

T = ZNi(f)xz‘ = 366 — Dy + 36(1 + &za + (1 — ). (4.150)

Elementin jaykkyysmatriisin ja kuormavektorin integrointia varten tarvitaan deri-
vaatan lausekkeita xz-koordinaatin suhteen:

d d¢d (de\'d _d
i i (i) i o

jossa J on kuvauksen (4.150) mittakaavatekija. Jotta kuvaus olisi yksikésitteinen ja
sdilyttaisi suuntaisuuden, on mittakaavatekijan oltava aina positiivinen

J > 0. (4.152)

Tama ehto asettaa rajoituksia elementin solmujen sijoitteluun eli siis keskisolmun
sijaintiin padtesolmuihin ndhden.

Esimerkki 4.8 Tutki parabolisen isoparametrisen janaelementin keskisolmun
sijainnin sallittua aluetta.

$1:0 T3 $2:L T
@ @ @

Yleisyyttd menettaméttd voidaan tutkia tilannetta, jossa elementin paitesol-
muilla on arvot 1 = 0 ja x9 = L. Geometrian kuvaus on siten lausuttavissa

kaavalla
x = NoL + N3zxs, (4153)
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ja ehto kuvauksen yksikésitteisyydelle on

dz

T=

= NyeL + N3exg = (3 +&) L —26x3 >0, (4.154)

josta seuraa

2x3 < (3 +¢) L. (4.155)

Tutkitaan erikseen tapaukset £ > 0 ja £ < 0, jolloin saadaan epéyhtalot

1

v o< 2EL- fOL (4.156)
1

T3 22—2§L = f()L. (4.157)

Funktion f(&) derivaatta on aina negatiivinen, joten f on monotonisesti las-

keva funktio. Téaten pétee

3 < f(L)L< f(L, f()L=2L, (4.158)
x5 > f(-1)L> f(§)L, f(-1)L=1L. (4.159)

Elementin keskisolmu ei siten saa sijaita elementin reunaneljénnesten alueella.

4.6.3 Bilineaarinen interpolaatio

Lagrangen ja Serendipity-tyyppisten elementtiperheiden alimman asteen jasen on
bilineaarisesti interpoloitu elementti. Siind kantafunktioina ovat 1,&,n ja £n. Inter-
polaatiofunktiot ovat siten

Ni(&m) = (1= —n), (4.160a)
N(&,m) H1+8)(1—n), (4.160D)
N3(&,m) 11+ +1n), (4.160c)
Ny(&m) = ;=81 +mn), (4.1604)

jotka voidaan kirjoittaa lyhyesti yleisessd muodossa

Ni(&m) = (1 + &)1 +mim), (4.161)

jossa &; ja m; ovat peruselementin solmun ¢ koordinaatit. Elementin interpolaatio-
funktio N7 on esitetty kuvassa 4.11.

Mikéli my6s elementin geometriaa interpoloidaan funktioilla (4.161), on tulok-
sena isoparametrinen bilineaarinen elementti. Kuvauksen munnosmatriisi saadaan,
kun tarkastellaan funktion

u(z,y) = u(z(§,n),y(&,n)) (4.162)
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Kuva 4.11 Lineaarinen interpolaatio tasoalueessa.

derivaattojen lausekkeita peruselementin koordinaattien ¢ ja 1 suhteen:
ou Ooudx  Oudy

% = matoae (4.163)
ou Ooudx Oudy
6_77 = %8_77+8_y8_n’ (4.164)

joka voidaan kirjoittaa matriisimuodossa

{ g }: [fv,g Ve ] { Ug } i we=J"ug. (4.165)
Uy Ty Yn Uy ’

jossa J on geometriakuvauksen Jacobin matriisi. ® Jotta kuvaus olisi yksikésitteinen,
on Jacobin matriisin determinantin oltava nollasta eroava ja jotta kuvaus sailyttaisi
suuntaisuutensa on sen oltava positiivinen, eli vaaditaan

det J = J > 0. (4.166)

Esimerkki 4.9 Tutki oheisen bilineaarisen isoparametrisen elementin solmun

3 sijainnin sallittua aluetta.

Y
b

(z3,y3)

a

Elementin geometrian kuvaus kaavoja (4.160a) kdyttden on

xTr =

NE

N;(&,m)x; = Naa + N3xs

<.
Il

I
I
—

_ =

+& (1 =n)a+ (1 +n)xs], (4.167)

K
M-

N;i(&,m)yi = N3ys + Nub

=11+ [Q+Eys + (1 - Y. (4.168)

3Monissa elementimenetelméé kisittelevissi kirjoissa kutsutaan J:m transpoosia parametrisen

@
Il
-

kuvauksen Jacobin matriisiksi. Téssd esityksessd noudatetaan kuitenkin yleisempéad kaytantoa,
missé kuvauksen x; = f;(y;) Jacobin matriisi mééritellddn J;; = 9f;/0y;.
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Mittakaavatekijan muodostamista varten tarvitaan derivaattojen lausekkeet,

jotka ovat
ze=1[1-n)a+(1+n)as], (4.169a)
ye=1(1+n)(ys —b), (4.169b)
2y =1(1+&)(x3 - a), (4.169¢)
Yy =11+ ys + (1 -4, (4.169d)
Ehto kuvauksen yksikésitteisyydelle on
detJ =z ¢y, —yexry, >0, (4.170)
josta seuraa epéayhtalo
(1+&ays + (1 +n)bxs — (£ + n)ab > 0. (4.171)
Yhtélo
(14 &ays + (1 +n)bxs — (§ +n)ab =0 (4.172)
esittda laskevaa suoraa, joka leikkaa koordinaattiakselit pisteissa
£+
=0, = >0y = £1(&,m)b, 4.173
T3 Y= e fi(&:m) ( )
£+
=0, T3 =-——a= ,m)a. 4.174
Y3 s g f2(&:m) ( )
Ehdon (4.171) nojalla on oltava voimassa
ys > f1(&§,n)b kun 23 =0, (4.175)
x3 > f2(€,n)a kun y3 = 0. (4.176)

Funktioiden f; ja fo maksimiarvot ovat 1, kun (£,n) € (—=1,1) x (=1,1), ja
koska ehto (4.171) médrittelee suoran, on solmun 3 sallittu alue méaariteltavissa

epayhtaloilla
y3 > b kun x3 =0, (4.177)
3> a kun y3 =0, (4.178)
b
Y3 >b— —x3 kun 0<z3<a. (4.179)
a

Solmun 3 on sijaittava siten, ettd kuvanelikulmio on konveksi, ts. siiné ei ole
sisddnpistavia kulmia. Sallittu alue on piirretty alla olevaan kuvaan.

| solmun 3

sallittu alue
AN
AN
AN

\.____
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(a) (b)
4 7 3 4 7 3
[ ° ° ° ° °
e oG ® L o) ®G
o ) ° ° ° o
1 d 2 1 D 2

Kuva 4.12 Kvadraattisten elementtien solmunumerointi: (a) Serendipity, (b)

Lagrange.

4.6.4 Bikvadraattinen ja korkeamman asteen interpolaatio

Kvadraattisia elementtejé ovat bikvadraattinen 9-solmuinen Lagrangen elementti ja
8-solmuinen Serendipity eli ns. supistettu bikvadraattinen elementti. Numeroidaan

elementin solmut kuvan 4.12 mukaisesti. Lagrangen elementin interpolaatiofunktiot

ovat siten

AT A A A s A A s AN A
S S S S S S 33

~— S N N~ N N~ N

i
i
|

—~ 72272 Y
78 2 NN7 8 oY

—~ M M
AHAH;\—G\/—\A/—\

Iy

TN N N N N R = s e

1—-&)(1—n%),

joista muutamia on esitetty kuvassa 4.13.
Supistettu bikvadraattinen eli 8-solmuinen elementti muodostetaan helpoimmin
seuraavasti. Lahtokohtana on havainto, etta sivusolmuille 5-8 voidaan ottaa Lagran-

gen tyyppinen interpolaatio, joka on solmun sivun suunnassa kvadraattinen ja sivua

vastaan kohtisuorassa suunnassa lineaarinen

(1= €)1 =),
31+ =7,
(1= €)(1+m),
3(1= O =n").

Nurkkasolmuja 1-4 vastaavat interpolaatiofunktiot voidaan konstruoida bilineaari-
sista V; ja edella esitetyisté interpolaatiofunktioista. Tutkitaan esimerkkiné solmun
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Kuva 4.13 Lagrangen bikvadraattisia interpolaatiofunktioita.

1 interpolaatiota. Bilineaarinen interpolaatio Nl saa arvon % solmuissa 5 ja 8, joi-
ta vastaavat funktiot (4.181a) ja (4.181d) saavat arvot 1. Mikéli nyt bilineaarisesta
funktiosta N; vahennetédan sopivasti N5:n ja Ng:n osuus, saadaan haluttu solmujen

5 ja 8 interpolaation arvo:
N1 :Nl —%NE)—%Ng (4185)

Néin saatu interpolaatiofunktio on piirretty kuvaan 4.14. Kvadraattisen Serendipity-
elementin nurkkasolmuihin liittyviksi interpolaatiofunktioiksi saadaan yleisesti

Ni(§,m) = (L + &L +nm) (&€ +nm— 1), i=1,...4. (4.186)

Aivan vastaavalla tekniikalla voidaan muodostaa korkeamman asteen Serendipity-
tyyppisia interpolaatioita, esimerkiksi kuubiset interpolaatiofunktiot ovat:

N; = 5(1+&+mn) [9(8% +n*) —10], kulmasolmuille, (4.187)
N; = 2(1+&O1 —n*) (14 9nn), sivusolmuille & + 1 ja n; = £1,(4.188)

ja muita sivusolmuja vastaavat interpolaatiot saadaan vaihtamalla muuttujia. Nel-
jannen asteen Serendipity-interpolaatioon tulee polynomin taydellisyysvaatimuksen
takia mukaan yksi keskisolmu. Tahén keskisolmuun liittyva interpolaatioksi voidaan
asettaa (1 — &2)(1 — n?), joka on nolla elementin reunoilla.
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vaihe 1

1-0

A
N1=N1'%N5'%N8

Kuva 4.14  Serendipity-tyyppisen elementin interpolaatiofunktion N; muodos-
taminen.

4.7 Elementtimatriisien muodostaminen

Elementin jaykkyysmatriisi on yleisessd muodossa kirjoitettuna
K© = / BTDBJ. (4.189)
Qe

Kahdessa dimensiossa integrointi suoritetaan alan yli, joten d2 = dA. Parametrisen
kuvauksen vilitykselld integrointi elementin alan Q¢ yli suoritetaankin perusnelios-
s (&,m) € (=1,1) x (—=1,1), jolloin (4.189) muuntuu muotoon

1 1
K© = / / BTDB.Jd¢dn, (4.190)
—-1J-1

jossa J on geometriakuvauksen Jacobin matriisin determinantti eli mittakaavatekijé.
Johdetaan seuraavaksi (£, n)-tason alkion d€dn ja (x,y)-tason alkion dA vélinen
muunnoskaava

dA = det(J)dédn = JdEdn. (4.191)
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£= C1
y
g—[]dn dA

£= C1
n | J

| or

| / oz

x ) n=0C,
F
,,,,,,,,,, n=0C, T y
: ke X

Kuva 4.15 Parametrinen kuvaus.

Tarkastellaan kuvan 4.15 kuvausta (&, n)-tasosta (x,y)-tasoon. Suora { = C; =
vakio kuvautuu (x,y)-tason kiyriksi £ = C] ja vastaavasti suora n = Cy kuvautuu
kiyraksi. Alkioiden dx, dy ja d&, dn vilinen yhteys on ketjusddnnon nojalla

ox ox

= — — 4.192

dx 8§d£+ 877dn’ (4.192)
Jy dy

dy = ==d —=d 4.193

eli
)=l U =ot )
dy Ye Ya J Udn dn
Merkitéén (z,y)-tason paikkavektoria OP
ity (1195)

missi 7 ja j ovat koordinaattiakseleiden suuntaiset yksikkovektorit. Kayrien & = C}
ja n = Cy tangenttivektorit ovat

i = —dé=(—=i+—=—=j)|d 4.196
@ = Geac— (Gei+ 57 as (1.196)
- or or- 0Oy-
b = —dn=|-1+--j|d 4.197
an"" <8nl+5‘n> ! 19
Pinta-ala-alkio dA muodostetaan vektoritulona
dA=|@ixbl=axb-k, (4.198)
missi k on (z, y)-tasoa vastaan kohtisuora yksikkévektori. Kaavasta (4.198) seuraa
0 0 1
A= 2¢ ye 0|dedn = (@ey, —2qye)dsdn, (4.199)
Ty Yy O
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eli

dA = det Jdédn = Jdédn. (4.200)

Esimerkki 4.10 Muodosta suorakaiteen muotoisen isoparametrisen bilineaa-
risen elementin jaykkyysmatriisi kvastharmooniselle yhtdlolle.

Geometrian interpolaatio on
z=(No+N3)Ja=3(1+&a, y=(N3+Nyb=3(1+nb  (4.201)
Kuvauksen Jacobin matriisin transpoosi supistuu diagonaalimatriisiksi
T Te Yge a 0
J' = ’ S = 1| (4.202)
T Yn 0 30

jonka kadnteismatriisi on yksinkertaisesti

[N

O v

It =J"= [ ] , (4.203)

o O

ja determinantti
J =detJ = 1ab. (4.204)

Kvasiharmonisen yhtalon jaykkyysmatriisille on johdettu lauseke
T T
K(© — /Q . (kza NN ; + kyy N, N ,) dA, (4.205)
joka tdssa tapauksessa muuntuu muotoon
KO = [ [ (bt NTN 51y A NT N, ) Tabded
= ) ) Tt £+ w2 Y i m | 10 £dn
1 1 b . a ..
= e kmaN,éN,é""kyygN,nN,n d&dn. (4.206)
Elementtimatriisin yksittdinen alkio on siis
(e) Lot b a
Kij = /1 /1 <k$$aNi7§Nj,§+kjyygNiJ]NjJ]> dédn. (4207)

Suorittamalla integroinnit, paddytdan lopputulokseen

2 —2 -1 1 2 1 -1 -2
kb | =2 2 1 —1 Kyya 1 2 -2 -1
K — 27 W) et . (4.208
6o | -1 1 2 2| T | 21 2 2 1 ( )
1 -1 -2 2 2 -1 1 2

Esimerkki 4.11 Muodosta kvastharmonisen yhtdlon bilineaarisen isoparamet-

)

risen elementin alkion Kﬁ lauseke yleisessd tapauksessa.
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Elementin alkion 11 lauseke on
i = /Q(e) (kaxNT o + ki NT ) dA. (4.209)

Siirrytaéan peruselementin (§,7) koordinaatistoon, jolloin tarvitaan globaalien
koordinaattiakselien suhteen ilmoitettujen derivaattojen lausekkeet ilmaistuna
luonnollisten koordinaattien avulla, eli joudutaan kiddntamééan yhteys (4.165)

Nia | _ 1 Yn  —Ye | ) Nig
Niy TelYm —Yely | —Tp T Niy

1 — N;
- T = weL (4.210)
det J —J12 J11 Ni,n
jossa J;j:t ovat Jacobin matriisin komponentit. Lauseke (4.209) saa siten muo-
don
K\ = (4.211)

Lol JooN1¢ — Joi N1 p\ 2 —J1oN1 ¢ + Ji1 Ny \ 2
/1/1 [kmm< 22 1,5J 21 1777) +k‘yy< 12 1,§J 11 17n> J dédn,

jossa J = detJ. Ylla olevan kaltaiset isoparametrisen elementin jaykkyys-
matriisin alkiot integroidaan yleensé numeerisesti. Tahén seikkaan palataan
myOhemmissa luvuissa.

4.8 Parametriset kolmioelementit

Aivan vastaavaan tapaan kuin nelikulmioelementtien tapauksessa voidaan kolmio-
elementtien geometria kuvata parametrisesti. Mikéli interpolaatiopolynomit lausu-
taan alakoordinaattien suhteen, on muistettava ettd vain kaksi kolmesta alakoordi-
naatista ovat riippumattomia. Toisaalta alakoordinaatit L, ja Lo voidaan assosioida
alla olevan kuvan 4.16 mukaisen peruskolmion luonnollisiin koordinaatteihin £ ja 7.
Lineaariset interpolaatiofunktiot ovat siten

N1:L1:§, NQILQZT], N3:L3:1—£—?7 (4212)
Parametrisen kolmioelementin késittely selvinnee seuraavasta esimerkista.

Ui

solmu 2

: solmu 1
solmu 3 1 ¢

Kuva 4.16  Peruskolmio.
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Esimerkki 4.12 Mddritd oheisen kvadraattisen isoparametrisen kolmioelemen-
tin ldmpotilan gradientti kaarevalla reunalla, kun elementin solmuldmpdtilat
ovat up = 0,us = ug = 44, uqy = ug = 22, us = 5A.

Koska elementti on isoparametrinen interpoloidaan geometriaa samoilla funk-
tioilla kuin lampdtilaakin, eli

6 6 6
T = ZNZDUZ Yy = ZNz‘yi7 u = ZNiuia
=1 i=1 i=1

missé x; ja y; ovat solmun 7 koordinaatit, u; solmupistelampdotilat. Kvadraat-
tiset interpolaatiofunktiot N;,i =1, ...,6 ovat:

N; = Li(2L; — 1), Nsy;=A4L;Lyy i=1,23. (4.213)

Korjoittamalla (&, n)-koordinaattien avulla ne ovat

Ny =¢£(2¢ - 1), (4.214a)
Ny = (20 — 1), (4.214b)
Ny =(1-¢&—n)(1-2¢—2np), (4.214c)
Ny = 46, (4.214d)
N5 =4n(1 —= ¢ —n), (4.214e)
Ng = 46(1 — € — ). (4.214f)

Aivan vastaavalla tavalla kuin isoparametristen nelikulmioelementtien yhtey-
dessé, saadaan tarvittavat derivaatat rakennekoordinaatiston koordinaattien

(x,y) suhteen ketjuderivoimalla. Geometriakuvauksen Jacobin matriisin trans-

poosi on
ox 0y
JT= | % gg (4.215)
o on
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Intepolaatiofunktioiden derivaatat reunalla 2, jolla & = 0, ovat:

Nie = -1, Ni, = 0,

NQ@ = 07 N2777 = 477 - 1,

N37§ = —3+4n, Ngm = 4n -3, (4.216)
Nye = 4n, Nyy = 0,

N5e = —4n, N5, = 4-38n,

Neeg = 44, Ng, = 0.

Jacobin matriisin muodostamisessa tarvittavien geometriainterpolaatioiden de-

rivaatat reunalla 2 ovat:

% = > 5E T = —4(1 +1)L, (4.217a)
i=1
ox
= ; 1 —2n)L, 4.217b
an Z m) ( )
dy
%€ Z 5 yz =— (4.217¢)
6
7 => o i = —4L. (4.217d)
i=1
Jacobin matriisi laskettuna reunalla 2 on
g7 = | TAAm) =2 L, det J = 242, (4.218)
41-2n) -4

ja sen kaddnteismatriisi on

1 —4 2
O =5 [ 420 —1) —4(1+7n)

Nyt voidaan laskea gradientin termit

Uy = % = (J_l)ng—z + (J_l)Zlg_Z
o, L1 = 0N,
= (J Hn ZZ:; 3—5% + (J Yy ZZ:; a—nuz
5.7 0N, , _, ON;
- Z; g
= 24L{2(477— 1)4 + [—4(4n — 3) +2(4n — 3)] 4
+(—4-4n)2 4+ [—-4(—4n) +2(4 — 8n)] 5 + [—4(4 — 4n)] 2}
_ %_ (4.220)

Gradientin x—komponentti on vakio koko reunalla 2. Téméa on oikein, silld
annettu lampotilakenttd on w(z,y) = Ax/L, joten gradientti on vakio koko
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alueessa. Totea, ettd gradientin y-komponentti havida identtisesti laskemalla
tehtava loppuun.

4.9 Hierarkinen interpolaatio kahdessa dimensiossa

4.9.1 Nelikulmioelementit

Hierarkisia interpolaatiofunktioita voidaan muodostaa useilla tavoilla. Seuraavassa
esitetddn kuitenkin vain yksi mahdollinen jéarjestelmé, jonka peruselementtind on
bilineaarinen nelikulmioelementti. Interpolaatiofunktiot voidaan luokitella kolmeen
kategoriaan: solmuinterpolaatiofunktiot, sivumuodot ja sisdiset muodot. Seuraavassa
esitetdan yksi tapa konstruoida Serendipity-tyyppinen hierarkinen kantajérjestelma.

1. Solmumuotofunktiot ovat tavanomaiset bilineaariset interpolaatiofunktiot:
Ni(&,m) = 11+ &L +mm),  i=1,...4. (4.221)

2. Sivumuotoja on astetta p olevalla elementilld 4(p — 1) kappaletta (p > 2), jotka
liittyvét elementin sivujanoihin. Sivuun 1, katso kuva 4.16, liittyvat sivumuo-
dot ovat

NOEm) = S0 =mul©). i=2.p (4222)

missé funktiot ;(£) on mééritelty yhtéloilla (3.21). Vastaavasti muut sivu-
muodot ovat

NP(,m) = La+&win),
NP(Em) = S0+ n)wie), (4.223)
NOEn) = YA -, i=2,..p.

3. Sisdisid muotoja on p-asteisessa Serendipity-tyyppisessa hierarkisessa interpo-
laatiossa (p — 2)(p — 3)/2 kappaletta (p > 4). Namé voidaan kirjoittaa muo-

dossa:
N = a(&)ia(n),
NP = s ()a(n),
Ny V2 (E)s(n), (4.224)
N = a(€)a(n),
N = pa(€)us(n),
N = u(Euln),  jne.
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° ® Ur
(0,V/3)
§
&t
[ ®
(-1,-1) (1,-1)  (-1,0) (1,0)

Kuva 4.17  Perusnelio ja peruskolmio.

4.9.2 Kolmioelementit

Hierarkiset interpolaatiofunktiot kolmiolle on kéitevintd lausua alakoordinaattien

avulla. Kolmion hierarkiset interpolaatiofunktiot on myos hyva konstruoida siten,

ettd ne sopivat yhteen vastaavan nelikulmioelementin hierarkisten muotojen kans-

sa. Maaritelladn tasasivuinen ns. peruskolmio ja lineaariset alakoordinaatit kolmion

luonnollisten koordinaattien &; ja n; avulla, katso kuva 4.17:

L = t(1-&- L), (4.225)
Ly = %m- (4.225c¢)

1. Solmuinterpolaatiofunktiot ovat samat kuin jo aikaisemmin esitetyt lineaarisen

kolmioelementin interpolaatiofunktiot (4.225a).

Sivumuotoja on 3(p — 1) kappaletta, ja ne on konstruoitu siten, ettd ne sopivat
yhteen nelikulmioelementin hierarkisten interpolaatiofunktioiden kanssa. Neli-
kulmioelementin sivumuodot laskettuna sivuilla ovat funktiot ; (3.21). Koska
it ovat funktioita, jotka hividvit sivun padtepisteissi & = £1, termi 1 — &2
voidaan jakaa pois. Méaritelladn uudet funktiot

L1 —&)ei(€) = vil€), i=2.3,...p. (4.226)

Esimerkiksi

62(6) = VB, 05(6) = —VIOE,  du(€) = —\/I6G ~1).  (4.227)

Sivuihin 1,23 liittyvét interpolaatiomuodot voidaan nyt kirjoittaa muodossa
NY = LiLagi(Ly — L),

NP = LyL3gi(Ls — Lo), (4.228)
N® = LiLyp(Ly — L3), i=2,3,..,p.
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3. Sisdiset muodot voidaan maédritelld alakoordinaattien ja Legendren polyno-
mien P; tuloina. Astetta p olevalla elementilld (sisdltden kaikki astetta p ole-
vat monomit) on (p — 1)(p — 2)/2 sisdistd muotoa, jotka saadaan seuraavaan
tapaan:

N = LiL,Ls,

N = LiL,LyP(Ly — L), (4.229)
N = LiLyLsP(2Ls —1).

4.10 Yhteenveto

Luvussa esitettiin kolmio- ja nelikulmioelementtien interpolaatiofunktioiden muo-
dostamisperiaatteet. Parametrinen kuvaus mahdollistaa kaarevareunaiset elementit.
[soparametrisessa elementissé sekéd geometriaa etté ratkaistavia funktioita kuvataan
samoilla interpolaatiofunktioilla, ja ne ovatkin kaikkein yleisimmin kéytettyjé ele-
mentteja.

4.11 Harjoitustehtavia

1. Johda heikko muoto (4.9):

/(va)TDvudA:/afdA— 4q - nds
Q Q Sq

komponenttimuodossa.

2. Ratkaise kuvan kaksidimensioinen ld&mmdnjohtumistehtava kiyttaen lineaarisia kol-
mioelementteja kuvan mukaisesti ottaen huomioon tehtavan symmetria. Materiaalin
otaksutaan olevan isotrooppista ja sen lammonjohtavuus on k. Kuormituksena on
parabolisesti jakautunut limpévuo § = —4q.(y/L)(1 — y/L)i. reunalla x = L.

17
L u=0
s=ol2 4 6| - a
@ ®
@ 3 @ 5 .
1 u=0 2L X

3. Maéaritd homogeenisesta isotrooppisesta aineesta valmistetun neliopoikkileikkauksi-
sen (sivun pituus L) sauvan vaantojaykkyys kiyttden lineaarisia kolmioelementteji
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ja sivulla 89 olevan esimerkin kaltaista neljan elementin verkkoa. Prandtlin voima-
menetelman mukainen vaantotehtéva palautuu probleemaksi

=Dy — Py = 2G0, (4.230)
jossa ®(z,y) on jannitysfunktio, joka saa reunalla arvon ® = 0. Vaintojayhyys
saadaan yhtalosta

2
L=— [ ® dA. 4.231
= [ #w) (1.231)

Maéarita myos leikkausjannitysten jakaantuminen alueessa kun kuormitus on véan-
tymé 0 = 1/L. Leikkausjannitysten lausekkeet ovat

Tox = @y, Toy = —P . (4.232)

Voit kayttda hyvéiksesi sivulla 89 lasketun esimerkin tietoja soveltuvin osin.
4. Ratkaise edellinen tehtéva esimerkin 4.7 mukaisesti siirtymémenetelmélla. Kéayta li-
neaarisia kolmioelementteja ja sivulla 89 olevan esimerkin kaltaista neljan elementin

verkkoa. Vertaa tulosta edellisen tehtdvan ratkaisuun.

5. Maaritd kuubisen isoparametrisen janaelementin solmun 2 sallittu alue kun muut
solmut ovat kohdissa z1 = 0,23 = 2L /3,24 = L.

6. Maaritd kvadraattisen isoparametrisen janaelementin derivaatan lauseke globaalin
koordinaatin x funktiona. Elementin solmupisteiden koordinaatit ovat x1 = 0,29 =
alL,z3 =L (o > 0). Missé rajoissa parametri « voi vaihdella? Interpoloitavan funk-
tion lauseke on u(z) = ug(x/L)? = a?uzNo+usz N3, missi Ny = 1—£2, Ny = 2£(1+€).
Piirré isoparametrisen elementin derivaatan lauseke koordinaatin x funktiona c:n ar-
voilla a = 1/4 ja a = 1/3. Mité voit sanoa tarkkuudesta?

7. Totea, ettd luvussa 4.9.1 esitetty kanta on Serendipity-tyyppinen.

8. Miten luvussa 4.9.1 esitettyd kantaa olisi muutettava, jotta saataisiin Lagrangen
tyyppinen hierarkinen interpolaatio.

9. Oheisen redusoidun bikvadraattisen elementin solmupistelampdétilat ovat: uy = ug =
us = 0,u3 = 2u,uq = u,ug = 5/8u,u; = 35/16u,ug = 1/2u. Materiaali otaksutaan
isotrooppiseksi ja sen lamméonjohtavuus on k. Maaritd lampovuovektori ¢ = —kVu
solmussa 4.
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L/4

L)2

L2

L/4 L/A L/A LJ4

10. Nelikulmioelementin interpolaatio voidaan lausua muodossa
u(r,y) = ai + ax + azy + ay (4.233)

Muodosta nelikulmioelementin interpolaatiofunktioiden V7 ... N4 lausekkeet opetus-
monisteen luvun 4.2 tyyliin. Elementin solmutkoordinaatit ovat (0, 0); (a,0); (2a, a); (a, 0).
Onko néin konstuoitu elementti yhteensopiva. Tarkastele u:n lauseketta y:n funktio-

na oikealla reunalla.

11. Muodosta oheisten isoparametristen bilineaarisesti interpoloitujen nelikulmioelement-
tien geometriakuvauksen Jacobin matriisit. M&aritd myos Jacobin matriisin ominai-
sarvot ja hairidalttius (spektraalinormissa) parametrin 5 funktiona. Laske myos ele-
menttien pinta-alat.

Ba
a a
a
Ba £ a a

12. Muodosta isoparametrisen nelisolmuisen kolmioelementin solmuihin sidotuttujen in-

terpolaatiofunktioiden lausekkeet Ni ... Ny. Muodosta geometriakuvauksen Jacobin
matriisi kolmiolle jonka solmujen koordinaatit ovat (0,0); (a, —%a); (Ba,0); (a, %a).
Laske my0s Jacobin matriisin ominaisarvot ja héirialttius (spektraalinormissa) :n
funktiona seké elementin pinta-ala. Mitkd ovat S:n sallitut arvot?

13. Muodosta Lagrangen tyyppiset kuusisolmuisen suorakaide-elementin interpolaatio-
funktiot Ny, ..., Ng perusneliossé, (£,1) € (—1,1), kun interpolaatio on lineaarinen
&-koordinaation suhteen ja kvadraattinen n-koordinaatin suhteen.

Laske muodonmuutokset oheisen isoparametrisen tasomuodonmuutostilan elementin
linjalla y = L kun solmupistesiirtymét ovat: u; = us = us = ug = v1 = v5 = vg =0
jaug = —bA ug = —8A, vy = 8A,vg = %A,m = 8A.
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Y
[
5 4
®6 3 2L
[ 2 r
4L L
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