Luku 2

Variaatioperiaatteet

Luvun tarkoituksena on antaa perustiedot variaatiolaskennasta. Tamén luen-
tomonisteen kannalta variaatioperiaatteiden térkein ominaisuus on mahdol-
lisuus likiratkaisujen muodostamiseen. Variaatiomenetelmilld on my6s mui-
ta hyvid ominaisuuksia: (i) varioitavalla funktiolla on usein selked fysikaali-
nen merkitys, (ii) se on invariantti koordinaatistomuunnosten suhteen, (iii) ne
mahdollistavat usein jonkin suureen yla- ja alarajaratkaisut ja (iv) ne mah-
dollistavat ongelman muuntamisen toiseksi ekvivalentiksi ongelmaksi, joka on
ehké helpommin ratkaistava (Legendren-Fenchelin muunnos).

2.1 Variaatiolaskennan perusteita

Differentiaalilaskennan perustoimitus on yhden tai useamman muuttujan funktion
aariarvon etsinta ja funktion ominaisuuksien tutkiminen a#riarvon laheisyydessa.
Pédatelmia addriarvon luonteesta ja funktion kdyttaytymisestd tehddan tutkimalla
funktion derivaattoja mahdollisessa dariarvopisteessa. Variaatiolaskennan perusteh-
tdva on l0ytaa funktio, joka antaa ddriarvon ns. funktionaalille eli kuvaukselle, joka
liittdd reaaliluvun tarkasteltavaan funktioon.! Funktionaalin kiyttiytymisesti taas
voidaan tehdé péédtelmid tutkimalla sen variaatioita dédriarvopisteessi (= se funk-
tio, joka antaa funktionaalille A4riarvon). Adriarvon etsiminen palautuu differentiaa-
liyhtélon ratkaisuun, joten funktionaalin minimointi ja differentiaaliyhtélon ratkaisu
ovat ekvivalentteja toimenpiteitéd. Koska differentiaaliyhtéloiden ratkaisu on vaikeaa,
voidaankin kysyé: mitéd etua variaatiomenetelmén kiayttéonotto tuo tullessaan? Ky-
symykseen vastaaminen on helppoa, silld variaatiomenetelmien suurin etu (etenkin

!Formaalin nikokannan mukaan méérityn integraalin minimoiminen on aito variaatiolaskennan
tehtdva kun taas funktion minimointi kuuluu tavallisen differentiaalilaskennan piiriin. Historialli-
sesti naméa kaksi ongelmatyyppia tulivat esille miltei samanaikaisesti ja selvdd eroa niiden valilla ei
tehty ennen kuin Joseph-Louis Lagrange kehitti yleisen variaatiolaskennan metodiikan teoksessaan
Mécanique Analytique 1788. Erés variaatiolaskennan &itiongelmia on nopeimman laskun kiyrin
yhtdlon médrittdminen; ongelma jonka Jean Bernoulli esitti 1696 ja jonka ratkaisun 16ysivét toisis-
taan riippumatta Isaac Newton, Gottfried Wilhelm Leibniz ja Bernoulli itse. Variaatio-ongelman
yhteyden differentiaaliyhtéléihin havaitsivat Leonhard Euler ja Lagrange.
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20 LUKU 2. Variaatioperiaatteet

néin tietokoneiden aikakaudella) on helppous muodostaa probleeman likiratkaisuja.
Tarkastellaan funktionaalia

[(w):/ F(z;w,w)dx, (2.1)

ja etsitddn funktiota w(x), joka antaa minimiarvon I:lle ja joka toteuttaa reunapis-
teissd ehdot
w(a) = ug, w(b) = uy. (2.2)
Otaksutaan liséksi, ettd funktio w on vahintaéin kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva,
eli w € Cy(a,b). 2
Olkoon u(z) se funktio, joka antaa minimiarvon funktionaalille (2.1), eli

b
I(w) = mi F(z:w,w')d 2.3
(= min [ Pl (2.3)

ja toteuttaa reunaehdot (2.2). Maaritellaén varioitu funktio
w(x) = u(z) + ou(r) = u(z) + eu(x), (2.4)

jossa € on mielivaltainen reaaliluku ja @ on kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva, homo-
geeniset reunaehdot (u(a) = u(b) = 0) toteuttava mielivaltainen funktio (mielival-
tainen, mutta téysin kiinnitetty kun valitaan variaatioksi). Funktiota du(x) = eu(x)
kutsutaan funktion u variaatioksi. Sijoitetaan varioitu funktio funktionaalin (2.1)
lausekkeeseen, jolloin saadaan

b
I(w)=I{u+eu) = I(e) = / F(x;u+ et,u' + et')d. (2.5)

Huomaa, ettéd funktionaali on nyt vain e:n funktio, silld sekéd u ettd o ovat kiinnitet-
tyjé funktioita. Oletuksen mukaan funktio u(x) antaa [:lle minimiarvon ja vastaa
edellisen funktionaalin arvoa, kun ¢ = 0. Minimin olemassaolon véalttdméaton ehto

on
dl(e) b OF dw  OF duw b OF OF
- ow de dr = .l i'(z) ) do = 0.
de |._, /a (aw de + ow' de) x /a 8wu(:zc) + aw/u(x) T
(2.6)
Osittaisintegroimalla jalkimmaéinen termi
b b b
or . OF d [0F

/a 8w/u’($)dx = aﬁw’u —/a u(x)% (8w/) dz (2.7)
saadaan

dl(e)

bror d [OF\] .
de | _g - /a {8—@0 T dr (aw,)} u(z)dx =0, (2.8)

silla sijoitustermi héavidaa, koska funktio 4 toteuttaa homogeeniset reunaehdot.

Nyt tarvitaan hieman aputuloksia matematiikasta.

Zn-kertaa jatkuvasti derivoituvien funktioiden luokkaa merkitéiin C,,.
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2.1. Variaatiolaskennan perusteita 21

Lause 2.1 Mikdili funktio f(x) on jatkuva vililld |a,b] ja

/ f(x)n(x)dx =0 (2.9)

kaikille funktioille n(x) € Cy(a,b) ja n(a) =n(b) =0, niin f(x) =0 Vo € (a,b).

Soveltamalla tété tulosta yhtdloon (2.8), saadaan funktionaalin (2.1) ns. Eulerin

yhtdilo 3
oF d (0F

joka on toisen kertaluvun differentiaaliyhtélo funktion w(z) maarittdmiseksi ja valt-

taméton ehto sille, ettd w(x) antaa funktionaalille I suhteellisen minimin. Yhtalén
(2.10) ja reunaehdot (2.2) toteuttavaa funktiota kutsutaan myos funktionaalin (2.1)
ekstremaaliksi.
Yhteenvetona voidaan todeta, ettd funktionaalin minimin etsiminen annetuilla
reunachdoilla on ekvivalenttia differentiaaliyhtélon ratkaisulle ko. reunaehdoilla.
Funktion u variaatio du madritelladn yhtalolla

d N
du(z) = eu(x), eli ou = EM : (2.11)
de 0
Samalla tavalla voidaan mééaritelld myos funktionaalin variaatio
dl 1
or = (Hluten) (2.12)
de o

Yhtélon (2.8) mukaan

YTOF d [ OF
5[ = /(; |:8—w — % (aw/):| 5Ud37 = 0, (213)

eli funktionaali I saavuttaa ddriarvon, jos ja vain jos 6/ = 0. Funktionaalin I kor-

keampia variaatioita voidaan maarittaa rekursiivisesti, esimerkiksi

b (OF OF
2[ _ [ _ i o !
) 5(o1) 5/a <8w5u+ 8w’5u) dx
PTOPF ., O*F , OPF .,
= /a {W(éu) +28w8w’5U5u + S (ou) } dx. (2.14)
Yleisesti voidaan kirjoittaa lauseke
[(u+5u):[(u)+5](u)+%52[(u)+-~- , (2.15)

3Usein kutsutaan myds Eulerin-Lagrangen yht#loksi.
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22 LUKU 2. Variaatioperiaatteet

joka on analoginen funktion Taylorin kehitelmén kanssa. Yhtélon (2.13) mukaan
funktionaalin dariarvon olemassaolon vélttadméaton ehto on sen ensimmaéisen variaa-
tion havidminen. Téten ddriarvon laadun tutkiminen voidaan suorittaa tutkimalla
funktionaalin toista variaatiota.

Yhden muuttujan funktion w tapauksessa, jos integrandifunktio F' riippuu funk-
tiosta w ja sen derivaatoista kertalukuun n saakka, on variaatioformulaatio muotoa

b
min [ (w) = min/ Fz;w,w',w", ..., w™)dz, (2.16)

weA weA

jossa A merkitsee luvallisten funktioiden joukkoa, eli funktioita joiden derivaatat
ovat jatkuvia aina kertalukuun 2n saakka ja jotka toteuttavat reunaehdot w:lle ja
sen derivaatoille kertalukuun n — 1 saakka. Funktionaalin (2.16) Eulerin yhtélé on

OF d OF d® OF _d" OF

ow d:c@w’+dx28w” —t (=D dzm dw™

Tarkastellaan seuraavassa useamman muuttujan funktioiden variaatioformulaa-

0. (2.17)

tiota, ja kidydaan lavitse funktionaalin

ow Ow
T(w) = / Flavyiw 5 54 (2.18)

A
Eulerin yhtélon johto tasoalueessa A jonka reunakéyraé merkitdan S:114. Kaytetadn

seuraavia kompakteja merkintoja osittaisderivaatoille:

_ Ow ow 0*w

w,:B = %’ ’u},y = 8—y7 w71.1. = W Jne (219)
Merkitddn nyt varioitua funktiota
w(z,y) =u(z,y) + ei(z, y), (2.20)

jossa u(z,y) toteuttaa homogeeniset reunachdot reunalla S ja otaksutaan funktion
u(z,y) antavan funktionaalille (2.18) stationdérisen arvon. Nyt varioitu funktionaali
saa muodon
I(e) = /F(:c, YU+ €U, Uy + €Uy, Uy, + €ty )dA. (2.21)

A
Aivan vastaavasti kuin yksidimensioisessa tapauksessa, on ddriarvon edellytyksend
nyt ensimméisen variaation hévidminen, eli

dl(e)

de

=0=I(u) = mu%n I(w), (2.22)

josta saadaan

dI(e) OF dw oF d(w,) OF d(w,y)
de /[810 de +8(w7$) de +8(w7y) de a4
A
OF . oF | oF
= /[a—w 8(wm)wm—i-a(why)u,y] dA. (2.23)
A
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2.1. Variaatiolaskennan perusteita 23

Jotta mielivaltainen, mutta variaatiotoimituksen ajaksi kiinnitetty funktio a(z,y)
saataisiin yhteiseksi tekijiaksi oheiseen lausekkeeseen, muokataan integrandin kahta
viimeista termia:

[ OF OF
a(“’,x (w,y) Y
|

%( z A) o (atur)
A/[@ ( ) ;(a(aF))}@dA- (2.24)

Nyt ensimméseen termiin voidaan soveltaa Gaussin® lausetta kahdessa dimensiossa,

B B

(katso esim. K. Vaisila: Vektorianalyysi)

/v-gdA - %g-ﬁds, (2.25)
A S

jossa 77 on reunakiyran S ulkonormaali. Téll6in saadaan

A/ [% <%(8Ti)> + a% (ua(aTFy))] dA = Z{u {agi)nx + aﬁfy)ny] ds =0, (2.26)

jossa n,,n, ovat reunakéyrén yksikkéulkonormaalin 77 komponentit. Kokoamalla

nyt tulokset yhteen saadaan

T [ 503 ()~ (G )| o0 e

Aivan vastaavasti kuin yksidimensioisessakin tapauksessa voidaan todistaa lauseen

2.1 vastine useampidimensioiseen avaruuteen, jolloin funktionaalin (2.18) Eulerin

oF 0 [ OF d ( OF
- _ = 2.2
ow Oz <8w7m) y (8w,y) 0 (228)

joka on toisen kertaluvun osittaisdifferentiaaliyhtalo tuntemattoman funktion w rat-

yhtéloksi saadaan

kaisemiseksi tasoalueessa riittéavilla reunaehdoilla.

Lopuksi voidaan todeta, ettd miké tahansa differentiaaliyhtéloé voidaan kirjoittaa
variaatiomuotoon. Erds tapa tdmén toteamiseksi voidaan konstruoida seuraavasti:
Toteuttakoon funktio u(x,y) osittaisdifferentiaaliyhtalon

du du Pu Pu Pu  I"u
"O0x’ Oy’ 0x2’ Dxdy’ Oy’ Oy™

G(z,y;u )=0 (2.29)
“Karl Friedrich Gauss (1777-1855), saksalainen matemaatikko.
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24 LUKU 2. Variaatioperiaatteet

ja tietyt sopivat reunaehdot. Télloin voidaan maééaritelld funktionaali

I(w) =

2 2 2 m 2
/{G(x,y;w ow ow *w *w *w O™w JA. (2.30)

J "0z Oy’ 02 Oxdy’ Oy 8ym)
ja A on alue (z,y) tasossa jossa yhtdlo G = 0 on ratkaistava ja jossa w on miki
tahansa funktio, joka toteuttaa wu:lle asetetut reunaehdot. On selvid, ettd oheinen
integrandi on aina positiivinen ja havida silloin kun w = w, joten [:n minimiarvo
(nolla) saavutetaan kun w = w. Funktionaali (2.30) ei kuitenkaan kuvaa mitéén
fysikaalista mielekéstd suuretta.

Esimerkki 2.1 Taivutetun pyorihdyssymmetrisen laatan potentiaalienergian
funktionaali on

1
M(w) = / |:§(MT"€7’ + Mykg) — qu| dA, (2.31)
A
jossa
d*w
M, = D(k,+vKg), Ky = ——7 = —,
1dw w'’
M¢ = D(K¢ + l/lir), K¢ = —;% — _7, (232)

ja D on laatan taivutusjaykkyys ja v materiaalin suppeamaluku. Johda pyo-
rahdyssymmetrisen laatan FEulerin yhtdlo.

Sijoitetaan momenttien lausekkeet muodonmuutosenergian lausekkeeseen, jol-
loin saadaan

Uw) = 3 /D (n% + lié + 2wk, k) 2mrdr

= 4 [ D e

w"w'] 27rdr. (2.33)
,

Korvataan w — w + ew, ja suoritetaan variaatio, eli

1/1
= 277/ {D [(w" + zw’) "+ = <—w/ + Vw”> ’U)i| — qu?} rdr = 0.
=0 r AN
(2.34)
Otaksutaan sellaiset reunaehdot, jotka johtavat sijoitustermien hévidmiseen

d_H
de

osittaisintegroitaessa ja otaksutaan vield, ettd laatan taivutusjaykkyys D on
vakio, jolloin saadaan

/ {D [(rw” +vuw')’ — (Vw” - %w’)l] — qr} wdr =0, (2.35)

josta sieventamalla tulee
" 2 " 1 1 1 / A
D(w" 4+ -w" — sw" + =Zw | —q| wrdr =0. (2.36)
r r2 r3

Versio: kevit 2014



2.1.

Variaatiolaskennan perusteita

25

Koska funktio w on mielivaltainen, saadaan FEulerin yhtéloksi

2 1
D (w//// + 20" - o+ _w’> =q. (2.37)

Esimerkki 2.2 Johda Eulerin yhtald funktionaalille

TP e (E) () e (5) ] o

jossa a,b ja ¢ ovat vakioita. Milloin oheisen funktionaalin minimoinnista voi-
daan oikeutetusti puhua, ts. tutki funktionaalin toista variaatiota.

Suoritetaan variaatio, eli korvataan w — w + ew. Otaksutaan, ettd w:lle on
annettu arvot koko alueen reunalla, joten variaation w on toteutettava homo-
geeniset reunachdot. Saadaan siis

I(w+ed) = 3 // (aw?, + 2bw ywy, + cw?) dady
+e / / [aw 4 W 5 + bW,y + W W 5) + cw ] dedy
+ie2 / / (atd?, + 2bib 1, + ci?,) dady, (2.39)

jossa on merkitty osittaisderivaattoja lyhyesti esim. dw/0x = w,. Eulerin
yhtélo saadaan ensimmaéisen variaation avulla

dl

= = // [(aw o + bw ) W 5 + (bw gz + cw y) W] dedy
€ e=0

— // { (aw 5 + bw ) W] + 62 [(bw 5 + cw ) 11)]} dxdy
Y
// [ (aw 5 + bw ) + (% (bw 5 + cw,y)] wdzdy

= }{ [(aw 5 + bw ) Ny + (bw gz + cw ) Ny Wds

— / / (AW gz + 2bW 4y + cw ) Wdzdy = 0. (2.40)

Koska variaatio w toteuttaa homogeeniset reunaehdot, héavidéa reunaintegraa-
litermi ja variaation mielivaltaisuudesta seuraa Eulerin yht&lo

aw gz + 20w 4y + cw yy = 0. (2.41)

Tutkitaan nyt funktionaalin ominaisuuksia hieman tarkemmin. Jotta funktio-
naalilla varmasti olisi minimi on toisen variaation oltava aidosti positiivinen,
eli

2
1

27 _
5I—ed€2

= / / (b, + 2btb gy + i’ dady > 0 (2.42)

e=0
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26 LUKU 2. Variaatioperiaatteet

Koska variaatio w on téysin mielivaltainen, on positiivisuuden edellytys, etta
integrandi on positiivinen kaikissa tarkastelualueen pisteissé (x,y). Merkitaan
variaation w derivaatan arvoja pisteessé (x,y) seuraavilla symboleilla

$= ﬁ},m(x’ y)a r= UA),y(x’ y) (243)
Nyt toisen variaation positiivisuusvaatimus voidaan esittaé
as® + 2bsr + cr? > 0. (2.44)

Havaitaan lausekkeen olevan neliomuoto, joka voidaan kirjoittaa muodossa

CELfebe e

Jotta ylla oleva lauseke olisi positiivinen, on neliomuodon matriisin oltava po-
sitivisesti definiitti, eli sen ominaisarvojen on oltava positiivisia. Ominaisarvot
\; saadaan yhtélosta

a— A\ b
det =0 2.46
o 5] v

josta seuraa

A=Y+ Kt o a2 24)

Jotta molemmat ominaisarvot olisivat positiivisia, on oltava
La+e)? —ac+b* < (a+c)? (2.48)

josta seuraa
ac —b* > 0. (2.49)

Oheisella ehtoyhtalollé voidaan toisen kertaluvun osittaisdifferentiaaliyhtéloita
luokitella. Yht#lo on elliptinen, mikili minimointi onnistuu, eli kun ac—b% > 0
ja hyperbolinen kun ac — b*> < 0. Rajatapauksena on parabolinen yhtils kun
ac — b?> = 0. Paraboliseen yhtdloon liittyy kuitenkin tietty varaus. Mikéli esi-
merkiksi ¢ = b = 0 ei vastaava yhtélo w ;, = 0 ole parabolinen vaan elliptinen.
Sen sijaan yhtalo w ;. +w, = 0 olisi parabolinen.

2.2 Oleelliset ja luonnolliset reunaehdot

Kuten on jo mainittu, tarvitaan differentiaaliyhtéldiden ratkaisuun riittéavé méaaré
reunachtoja. Mikali reunachtoja ei ole asetettu, tai ne ovat puutteelliset, ei yksikésit-
teistd ratkaisua voida loytaa. Heradkin kysymys: mikd on kullekin yhtéalolle riittava
madra reunaehtoja ratkaisun yksikésitteisyyden takaamiseksi? Variaatiomenetelmé
antaa tdhén vastauksen.
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2.2. Oleelliset ja luonnolliset reunaehdot 27

Tarkastellaan esimerkkiné taivutetun ohuen palkin yhtaloa (Eulerin-Bernoullin
palkkimalli). Palkin potentiaalienergian funktionaali on

1 L L
) = / FI(v")2dz — / fodz, (2.50)
0 0
ja jonka Eulerin yhtéaloksi saadaan
El" = f. (2.51)

Suoritetaan yksityiskohtaisesti Eulerin yhtdlon johto. Varioidaan taipumafunktiota
v — v+ €0, jossa €0 on taipuman variaatiofunktio. Mitkd reunaehdot funktion v on
toteutettava riippuu minimointiprobleemalle

min II(v), veA (2.52)

asetettavista reunaechdoista, eli siitd millainen on kinemaattisesti luvallisten taipu-
mafunktioiden joukko A. Palataan v0:lle asetettaviin reunachtovaatimuksiin kun ka-
sitelladn minimointiongelman spesifeja reunachtotapauksia.

Stationaarisyysehdosta seuraa

dll

L
T = / (EIV"&" — fi) dz = 0. (2.53)
0

e=0

Suorittamalla kaksi osittaisintegrointia saadaan tulokseksi®

EI["(L)#' (L) — v"(0)i(0) — v (L)o(L) + v (0)6(0)] + /0 (BIV"™ — f)idz = 0.

(2.54)
Mikali nyt otaksutaan Eulerin yhtalon Elv” = f toteutuvan, jaa jaljelle sijoitus-
termit reunoilta, joiden tulee havita, eli

V" (L)0' (L) — 0" (0)0'(0) — " (L)0(L) 4+ v™(0)5(0) = 0. (2.55)
Tutkitaan nyt erikseen neljad mahdollista reunaehtotapausta.

1. Jéaykdsti kiinnitetyt reunat. Télloin taipumaviivalta vaaditaan

v(0)=0, v(L)=0,
v'(0) =0, (L) =0. (2.56)
Koska taipuman variaatio toteuttaa homogeeniset reunachdot, v(0) = v’(0) =

0(L) = ¢'(L) = 0 toteutuu reunatermien (2.55) havidminen automaattisesti,
joten liséehtoja ei tarvita.

SHuomaa, ettd sijoitustermi voidaan kirjoittaa muodossa:
M(0)2(0) — M(L)d'(L) — Q(0)2(0) + Q(L)d(L).
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28 LUKU 2. Variaatioperiaatteet

2. Vapaasti tuetut reunat. Talloin taipumalta vaaditaan ainoastaan
v(0)=0, v(L)=0. (2.57)

Koska taipuman variaation derivaatat péatepisteissd ovat nyt mielivaltaiset,
tarvitaan kaksi lisdehtoa, jotta reunatermit haviaisivit:

v"(0) =0, "(L)=0, (2.58)
jotka taydentavit annetut siirtyméareunaechdot.

3. Toinen pad jaykasti kiinnitetty ja toinen vapaa. Olkoon palkki kiinnitetty pis-
teestd x = 0. Talloin taipumalta vaadittavat reunaehdot ovat:

v(0) =0, /(0)=0. (2.59)

Vapaassa pédssa ei taipumalle eikd kaltevuuskulmallekaan aseteta mitaan eh-
toja, joten taipuman ja sen derivaatan variaatioillekaan ei voida asettaa mitdan
vaatimuksia. Téten vaaditaan ehtojen (2.59) lisdksi

V(L) =0, v"(L)=0. (2.60)

4. Molemmat pddt vapaat. Talloin taipumalle ei aseteta mitddn annettuja ehto-
ja kummassakaan padssa. Kuitenkin taipuman on toteutettava luonnollisesti
seuraavat ehdot, jotta reunaehtotermit (2.55) hévidisivét:

U”(O)

0, '(L)=0,
'U,”(O) — ’

V(L) = 0. (2.61)

Intuitiivisesti voidaan péaatelld, ettd tdmé tapaus on hieman muita kolmea
tapausta mutkikkaampi. [lmeisestikdén palkki ei voi leijua ilmassa annettujen
kuormien alaisuudessa, vaan niiden on oltava tasapainossa itsensa kanssa, eli
kuormafunktion f on toteutettava tasapainoehdot

L L
/ fdx =0, / xfdr = 0. (2.62)
0 0

Kuten edellisesté esimerkista voidaan havaita, vaaditaan ohuen palkin tapaukses-
sa neljan reunachdon toteutuminen, jotta probleeman ratkaisu olisi yksikésitteinen.
Annettuja reunachtoja (2.56), (2.57) ja (2.59) taydentévit ns. luonnolliset reunach-
dot (2.58), (2.60) ja (2.61), jotka tulevat luonnollisesti esiin variaatioformulaatiossa.
Annettuja reunaehtoja kutsutaan usein oleellisiksi reunachdoiksi tai Dirichletin reu-
nachdoiksi ja luonnollisia reunaechtoja Neumannin reunaechdoiksi. Huomaa erityises-
ti, ettd annettuja oleellisia reunaechtoja vastaavissa reunan pisteissid variaation on
havittava.
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2.3 Variaatiotehtavan likiratkaisumenetelmia

Tamé kappale toimii johdatteluna elementtimenetelméén. Variaatioperiaatteiden
kiytosta likiratkaisujen saamiseksi esitetdan klassiset painotettujen jaannosten me-
netelma, kollokaatiomenetelmé ja Galerkinin menetelmé soveltaen niita yksiulottei-
seen tasapainotyyppiseen esimerkkiongelmaan.

2.3.1 Painotettujen jdannosten menetelma

Olkoon ratkaistavana differentiaaliyhtélo (tavallinen tai osittainen)
Fu=f (2.63)

alueessa () reunachdoilla
Au=a (2.64)

alueen () reunalla S. Oletetaan myo0s, ettd operaattorit F' ja A ovat lineaarisia. Pai-
notettujen jadnnosten menetelma tai jadnnosformulaatio muodostetaan seuraavalla
tavalla. Tuntematonta funktiota approksimoidaan yritteella

U= Z Picvi, (2.65)
i=1

jossa ¢;:t ovat sopivasti valittuja paikkakoordinaateista riippuvia kantafunktioita ja
a;:t tuntemattomia parametreja. Yhtdlot (2.63) ja (2.64) kerrotaan painofunktiolla

w = i Yiw;, (2.66)
i=1

jossa 1;:t ovat paikkakoordinaateista riippuvia kantafunktioita ja w;:t mielivaltaisia
parametreja. Integroidaan néin saatu lauseke alueen tai reunanosan ylitse, eli

/Qw(Fﬁ—f)dV+’y/Sw(A7l—a)dS:0, (2.67)

jossa v on mahdollisesti dimensiollinen painokerroin. Sijoittamalla painofunktion
lauseke (2.66) ylla olevaan lausekkeeseen, saadaan

i (/Q%(Fﬁ—f)dV+7/Swi(Aﬂ—a)dS) w; = 0. (2.68)

Koska painokertoimet w; ovat mielivaltaisia, on sulkulausekkeen sisélla olevien lausek-
keiden héavittava, taten yhtalo (2.68) muodostavaa itse asiassa n-kappaletta lineaa-
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risia yhtaloitéa

;</§2¢1F¢jd9+’7/5¢114¢jd5) aj:/lefdQ—i—fy/SwladS,
S ([ verosa0-4n [ atoyas)ay= [varans [ vaaas
j=1

: (2.69)
5 (/ 6nF 6,40+ [ s, dS) o= [ wnsd2+y [ dads
= \Ja S Q S
Tama voidaan ilmaista kompaktisti
Z Kijaj = fi7 1= 1, ., N, (270)
j=1
jossa
Ky = [ wFoav o [ diaods
Q s
fo= [usav ey [vas (2.71)
o) S

ja josta tuntemattomat parametrit «; voidaan ratkaista. On huomattava, ettd [i-
neaarisesti risppumattomia painofunktioita on oltava n kappaletta, jotta ongelmalla
olisi yksikésitteinen ratkaisu. Mikéli yrite u ei ole ongelman tarkka ratkaisu, jaan-
nokset R = Fu — f ja Rg = At — a eivat milloinkaan hévid identtisesti koko alu-
eessa () ja reunalla S. Téten painotettujen jadnnosten menetelmé on tulkittavissa
systeemin (2.63), (2.64) heikennetyksi muodoksi, jossa yhtdlon toteutumista pisteit-
tain jokaisessa kohdassa ei vaadita, vaan yhtdsuuruus saadaan integraalin mielessé
koko alueen suhteen. Kirjallisuudessa kiytetaan usein termejé vahva muoto ja heik-
ko muoto, jossa vahva muoto viittaa differentiaaliyhtdloon (2.63) ja heikko muoto
puolestaan variaatioyhtéloon (2.67).

Yhtélot (2.67) ovat jaannosten Rgq ja Rg ortogonaalirelaatioita painofuntioi-
den 1); suhteen, kun skalaaritulona on integraali

Q S

Matemaattisesti ilmaistuna likim#aréisratkaisu 4 on siten tarkan ratkaisun
ortogonaaliprojektio ylld olevan pistetulon mielessd. Huomaa kuitenkin, et-
td “kohtisuoruutta” mitataan painofunktion suhteen, joka ei valttaméatta ole
samassa funktioavaruudessa kuin itse yritefunktio.
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Kuten yhtélostéd (2.67) havaitaan, ei menetelmén kiytto sellaisenaan vaadi pai-
nofunktioilta minkéénlaista jatkuvuutta. Ne voivat olla epédjatkuvia funktioita tai
vaikkapa yleistettyja funktioita, kuten esimerkiksi Diracin delta-funktio. Tuntemat-
toman funktion u approksimaation u sileysominaisuuksien pitdé olla sopusoinnussa
operaattorin F' korkeimman kertaluvun derivaatan kanssa. Jos F':n kertaluku on 2m
on yritefunktion @ oltava vahintddn 2m — 1 kertaa jatkuvasti derivoituva (mikéli f
on jatkuva), siis @ € Cy,_1.

Yritefunktioiksi kelpaavien funktioiden joukkoa voidaan laajentaa, mikali yhtalon
(2.67) ensimméinen termi osittaisintegroidaan. Tallin paddytain muotoa

Q S S

olevaan yhtaloon, jossa Gy...G4 ovat differentiaalioperaattoreita (tai pelkistdan al-
gebrallisia operaattoreita), joiden kertaluku on pienempi kuin operaattorin F'. Jos
operaattori F' on itseadjungoitu, niin patee G; = G, ja joiden kertaluku on m.
Havaitaan, ettd painofunktioilta vaaditaan nyt enemmén sileysominaisuuksia kuin
muodon (2.67) tapauksessa. Tamé tuntuu kuitenkin luonnolliselta; jotainhan on
maksettava siité, ettd yritefunktioita voidaan valita vapaammin suuremmasta funk-
tioluokasta.

Ongelmana on nyt 16ytaé sopiva yrite funktion approksimoimiseen ja painofunk-
tioiden valinta. Yritefunktion optimaalinen valinta perustuu tietenkin ongelman rat-
kaisun erityisluonteeseen. Mikéli tiedetddn jotain ratkaisun tyypistéd, voidaan yrite-
funktioiksi ottaa joitain samantapaisesti kiyttaytyvia yksinkertaisia funktioita. Pai-
nofunktioiden valinta pitéisi pystyd automatisoimaan kullekin probleemalle opti-
maaliseksi. Tatéa seikkaa kasitelladn kuitenkin huonosti alan kirjallisuudessa. Kos-
ka asian perinpohjainen késittely menee hieman liian pitkélle peruskurssin tarpeita
silméllapitden, turvaudutaan standardiformulaation valintoihin. Asiasta enemmén
kiinnostuneille lukijoille suositellaan perehtymisté artikkeleihin [43], [54].

Edella esitetty ajatuskulku saattaa tuntua hyvin abstraktilta. Asian sovellustapa
selvinnee kuitenkin seuraavasta esimerkista.

Esimerkki 2.3 Tarkastellaan yksidimensioisen lammonjohtumaisyhtdalon
—(ku") = f (2.74)
ratkaisua alueessa 2 = (0, L) reunaehdoin
w(0) =ug, q(L)=—ku'(L)=0. (2.75)

Pilkku suureen oikeassa yldkulmassa merkitsee derivointia paikkakoordinaatin
x suhteen. Otaksutaan, ettd ldmmdnlihteen f antoisuus on vakio koko tarkas-
teltavalla alueella ja ettd limmadnjohtavuus k muuttuu lineaarisesti arvosta kg
arvoon 2ky, joten k(x) = ko(1+x/L). Suorita analyyttinen ratkaisu ja likirat-
kaisu jaannosmenetelmdlld.
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Yhtélon tarkan ratkaisun loytdminen on triviaali toimenpide

u(w) = u0{1+£0—i[21n(1+%)—%]}
- u0{1+5[2ln(1+%)—%”, (2.76)

jossa on merkitty annetun lampdétilan wug, ldmmonldhteen antoisuuden f ja
limmonjohtumiskertoimen kg suhdetta f = BugkoL 2, ja B on dimensioton
vakio.

Ratkaistaan tehtéava likiméariisesti valitsemalla kaksiparametrinen yritefunk-
tio, joka toteuttaa annetun lampdétilareunaehdon (oleellisen reunaehdon)

w(z) = up 4+ oy (x/L) + ag(z/L)> (2.77)

ja alueen painofunktioiksi vakio ¢; = 1 ja lineaarinen termi v = (z/L).
Kirjoitetaan painotettujen jaannosten formulaatio (2.67) esimerkkitehtévélle:

/0 Ui [(k@') + f]dx + s [-k(L)d/ (L)] =0, i=1,2 (2.78)

Ongelmana on nyt oikeanpuoleisen reunaehdon (pisteessi x = L) painon -y
hyva valinta. Jotta esitetty muoto olisi dimensionaalisesti mielekés, on lampo-
vuoreunaehdon painokertoimen oltava laaduton, kuten on myo6s kenttdalueen
painokerroin. Téten voidaan valita yksinkertaisesti v = 1. Sijoittamalla yhté-
16systeemiin valitut painokertoimet ja yritefunktio saadaan

/OL{% |1 + 202+ 4as (7 +f}d:c— %(al‘FQCD) = 0,

/OL (%) {% {al + 209 + 4o (%)} —i—f}dm— % (a1 +200) = (0,79)

josta seuraa lineaarinen yhtéléryhma kahden tuntemattoman kertoimen «; ja
a9 ratkaisemiseksi:

k -1 0 -1 1
TERIEINEINE

josta ratkaisu on
« 1
{ ! } = { ) }5u0. (2.81)
(%) —%

Lampotilafunktion approksimaatio jédnnosmenetelmalld on siten

i(z) = [1 + (%) - gﬁ (%)Q] Yo (2.82)

Ratkaisu on piirretty kuvaan 2.1. Mikéli reunatermié ei oteta mukaan yhta-
16ihin ollenkaan, saadaan lineaarinen approksimaatio u(x) = ug [1 — B(x/L)],
miké on kelvoton tulos.
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2.3.2 Kollokaatiomenetelmat

Mikéli painofunktiot 1; valitaan Diracin delta-funktioiksi, eli

jossa r merkitsee paikkavektoria, saadaan pistekollokaatiomenetelmé. Toisin sanoen,
jaannos (2.67) vaaditaan havidméédn tietyissd pisteissd r;, joita kutsutaan kollokaa-
tiomenetelméan kontrollipisteiksi.
On my6s mahdollista jakaa alue €2 osa-alueisiin 21, Q. ..., 0, ja valita painofunk-
tioiksi
; =1 alueessa ;, 1; =0 muualla, (2.84)

jolloin saadaan menetelma, jota kutsutaan osa-aluekollokaatiomenetelmaksi.
Esimerkki 2.4 Sovelletaan kollokaatiomenetelmdd edellisen esimerkin tehtd-
vaan.
Kaytetdan samaa yritettd kuin edelld, ja valitaan kontrollipisteiksi vélin kol-

masosapisteet. Reunaehtoja varten kiytetdin samantyyppisid painofunktioita

kuin edelld (tehd#in ainoastaan dimensiokorjaus v = L~1), joten ratkaisuyh-

taloiksi saadaan 6

k 2k
/5 ——L [ 0<a1+2a2+4agz>—i—f}dm—L—;(al—l-?OéQ) = 0,

/5 ~2n [ko <a1+2a2+40425>+f}d$—%(al+2a2) = (285)

3 L?
ko | =1 —
Lz | -1

a1 o —1 o —1 Buoko
Hop- {5t e
Ratkaisu on

{ Z; }:{ (1) }mo, = a(z) = uo [1+5(%)]. (2.87)

Kollokaatiomenetelman antama likiratkaisu on siis suora !!! Ei ole menetelman

josta seuraa

wlrowlno

huonoutta, etté saatiin kehno tulos, vaan péavastuu surkeasta ratkaisusta lan-
keaa nyt reunaehtojen painojen valinnalle. Suoritetaan laskelma uudestaan
valitsemalla kontrollipisteessd x = L/3 muodostetun yhtélon oikeanpuoleisen
reunaehdon painoksi vaikkapa v = 0. Tama merkitsee sitéd, ettd oikeanpuo-
leista reunaehtoa ei painoteta ollenkaan vasemmanpuoleisen kontrollipisteen
kohdalla, jolloin saadaan

k 1 (05} —1 upk
ENEINEI

6 Diracin delta-distribuutiohan poimii funktion arvon, mikili se esiintyy integrandissa tulomuo-

oS

dossa kyseisen funktion kanssa, eli fab 0(x — ¢)f(x)dx = f(c), jossa piste ¢ kuuluu véliin (a, b).

Versio: kevit 2014



34 LUKU 2. Variaatioperiaatteet

josta ratkaisu on

2 2
(af-{ o = omui B ()2
(2.89)
Tamakaan kollokaatiomenetelmén antama approksimaatio ei ole kovin hyva.
On mielenkiintoista havaita, ettd jattdmaélla reunatermi kokonaan pois péé-

dytéan lineaariseen ratkaisuun, joka on sama kuin painotettujen jaénnosten
menetelmassé, jossa reunatermi on myds jatetty pois.

2.3.3 Pienimman nelion menetelma

Pienimmén nelion keinossa painofunktioiksi valitaan yksinkertaisesti jadnnostermi
itse, eli
w = Rg, alueessa ) ja w = Rg reunallas, (2.90)

jolloin painotettujen jadnnosten variaatiomuoto saadaan nayttdméan seuraavalta:

u

min% UQ(FU — f)QdV+72/S(Aa - a)st] : (2.91)

jossa kerroin vy pitda huolen dimensionaalisuuden oikeellisuudesta ja puolikas lausek-

keen edessé on valittu mukavuussyista.

Esimerkki 2.5 Tutkitaan edellinen esimerkkitehtivd myés pienimmdn nelion
keinolla kdyttien samaa yritefunktiota.
Minimoitava funktionaali on nyt
~ 1 L ~N/ 2 1 2 ~/ 2
1) = 5 (k) + 1| dw+ 572 (L)@ (D). (2.92)
0
Sijoittamalla yritefunktio, on funktionaali kahden parametrin a; ja oo funktio

1 [ETk x 2 2 2k, 2
I, a2) = 5/0 [L—Z <a1 + 209 +4a2f> + f] dx + % [TO (oq + 2a2)] :
(2.93)

Minimin valttamaton ehto on osittaisderivaattojen haviaminen naiden para-

metrien suhteen, eli

oI k[t T ko [T o 4k?
2 - X 209 + 4 —) 0 =0 2as) =
2o L4/0 <a1+ a9 + azz dx + L2/0 fdx+~ 2 (a1 +2a2) =0,
ol k:(Q] L T T ko [F T
a5 2y + 4 —) (2 4—) —/ (2 4—)
vy 74 /0 <Oc1 + 2000 + OéQL + T dr + 72 ; f + T dx
2 8K3
+7 (a1 +2a2) = 0. (2.94)

2
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Suorittamalla integroinnit saadaan yhtélosysteemi
1+492L  4(1 +24%L) o | ) -1 upko (2.95)
41+292L) 2 +169°L a [ ] —4 L2 '

Mikali valitaan oikeanpuoleisen reunaehdon painoksi v = 0, tulee approksi-

ko
2

maatioksi lineaarinen lauseke u(x) = ug [1 — f(z/L)], joten ratkaisun paran-
tamiseksi on syytd valita 7 # 0. Lasketaan tehtdvd painokertoimen arvolla
~% = L7, jolloin parametrien arvoiksi ja ratkaisuksi saadaan a; = %ﬁuo ja
Qg = —%ﬂuo, joten

11 _ /=x 7 T\ 2
L - 1 <_) N <_> ’ 2'
ite) = |1+ 338 (3) - 170 ( (296)
Likiratkaisu ei ole erityisen hyvéa, ja se on piirretty kuvaan 2.1.

2.3.4 Galerkinin menetelma

Galerkinin mukaan on saanut nimensd menettely, jossa painofunktioiksi valitaan
samat kantafunktiot kuin ratkaisuyritteelle, eli

Vi = ¢i. (2.97)

Menetelméad voidaan tietenkin soveltaa muotoon (2.67) tai siitd osittaisintegroimalla
saatuun muotoon (2.73).

Esimerkki 2.6 Ratkaistaan jo tutuksi tullut 1-dimensioinen esimerkkitehtdvd
vield Galerkinin keinolla. Tarkastellaan lisdksi muodon (2.73) reunatermejd
huolellisemmin.

Ratkaistaan tehtéva ensin kdyttden muotoa (2.67). Yhtéloiksi saadaan
L /
/ o1 [(k) + f] dz —Ak(L)H(L) = o,
0

L
/O s [(ka’)’Jr f} dz — k(L)@ (L) = 0, (2.98)

josta havaitaan ylimméisen olevan identtinen jadnnosmenetelmaélla ratkaistun
tehtavén toisen yhtdlon kanssa, miké on luonnollista, koska kéytettiin samaa
yritetta ja painofunktiota (z/L). Suorittamalla alimmaisen yhtélon integointi
saadaan yhtalosysteemi muotoon

ko | 5-=2v -4y | J o | _ [ ~
L %—27 3—47 %) -

Otaksumalla painokertoimelle arvo v = 1, saadaan ratkaisuksi oy = % Bug ja

uO]C()
} B, (2.99)

LN

Qg = —%ﬁuo, joten
a(z) = uo [1 + %ﬁ (%) - %5 <%>2] . (2.100)
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Tulos on piirretty kuvaan 2.1 ja se on paras tahénastisista. Mikali painoker-
toimeksi valitaan v = 0 saadaan tulos: a; = —fug,as = 0. Ratkaisu on

lineaarinen approksimaatio, joka ei ole kelvollinen.

Toinen tapa soveltaa Galerkinin keinoa saadaan kun suoritetaan osittaisin-
tegrointi painotetusta kenttayhtalosta, jolloin paddytadan yhtaloihin

L
/0 &; [(ka’)’ n f] dz — ~k(L)d/ (L) = 0 (2.101)
L

L L
= / k¢;ﬂ’d$ — gbi(kﬂ’) + ’Yki(L)z]'(L) — / foidz.  (2.102)
0 0

0

Havaitaan, ettd osittaisintegointi toi mukanaan informaation luonnollisesta
reunachdosta ja sen mahdollisesta painosta. Kun valitaan v = 1, niin oleellista
reunaehtoa vastaava termi héavida ratkaisuyhtalosté, joka siten yksinkertaistuu
muotoon

L L
/ kola'dr = / foidz. (2.103)
0 0

Sijoittamalla interpolaatioiden lausekkeet ja suorittamalla integrointi paady-

tddn yhtalosysteemiin
ko
L

Yhtélon ratkaisu on luonnollisestikin sama kuin (2.100), jossa lahtokohtana oli

[
—
e
——
I
—
M NI

UQ/{?Q
}ﬁT. (2.104)

wlothojwe
wWl~ywlut

Galerkinin keinon osittaisintegroimaton muoto. Tamaé likima#raisratkaisu on
piirretty kuvaan 2.1 ja havaitaan sen approksimoivan erinomaisesti analyyt-
tistd ratkaisua, ottaen huomioon yritteen karkeus.

2.3.5 Rayleighin-Ritzin menetelma

Rayleighin ja Ritzin menetelma, tai lyhyesti pelkkd Ritzin menetelmé ei oikeastaan
eroa Galerkinin menetelmésta. Ritzin menetelméksi kutsutaan likiratkaisumenetel-
mad, jossa lahdetddn liikkeelle minimoitavasta funktionaalista. Téten Ritzin ja Ga-
lerkinin menetelmén antamat likiratkaisut ovat identtiset.

On kuitenkin huomattava, ettd Galerkinin menetelmén soveltaminen ei ole ra-
joittunut vain ongelmiin, jotka voidaan pukea sellaiseen variaatiomuotoon, joka on
seurauksena funktionaalin minimoimisesta, joten Galerkinin menetelmié voidaan
pitad yleispatevampéna.

2.3.6 Muutamia huomautuksia

Lasketusta esimerkistad voisi vetdd sen johtopadtoksen, ettd Galerkinin keino on se
ainoa oikea. Néin ei kuitenkaan ole asianlaita kaikissa ongelmissa, katso my6s harjoi-
tustehtava 8. Voidaan kuitenkin osoittaa, ettd se on optimaalinen tietylle ryhmaélle
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2 T
eksakti —
PJ +—
1.8 -
i KOL p.
PN *x—
y 1.6 Galerkin A -
P O S
U
O g4t *\’\»\—
1.2 -
1 | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x/L
Kuva 2.1 Yksidimensioisen esimerkkitehtévan analyyttinen ratkaisu (yhte-

ndinen viiva) ja nelja erilaista likiratkaisua (PJ = painotettujen
jadnnosten menetelmé, KOL = kollokaatiomenetelmé, ja PN = pie-
nimmén nelién menetelmé). Piirretty 5:n arvolla § = 2.

differentiaaliyhtdloita (osittaisia tai tavallisia), nimittédin elliptisille yhtaloille, jouk-
koon johon juuri kyseinen stationddrinen lammonjohtumisyhtéalo kuuluu. Virtaus-
mekaniikassa vallitsevat yhtalot ovat usein hyperbolisluonteisia, ja talloin Galerkinin
menetelmé saattaa tuottaa pahasti oskilloivia tuloksia.

Téssé esitettyd Galerkinin menetelméd kutsutaan myos Bubnovin-Galerkinin
menetelméiksi erotuksena ns. Petrovin-Galerkinin menetelmaélle, jossa painofunktioi-
na kiytetadn eri tavalla valittuja kantafunktioita kuin itse ratkaisuyritteelle. Tata
menetelméd on sovellettu menestyksellisesti juuri virtausmekaniikassa. Asiasta kiin-
nostuneelle lukijalle suositellaan lisdlukemisena artikkeleja [43], [54].

Edellisissa esimerkeisté voitaneen myos péaatelld, ettei painofunktioiden konstruoi-
minen ole aivan triviaali toimenpide. Erds mahdollinen keino saada hyvéaa infor-
maatiota soveliaista reunaechtopainoista on kiyttaa Lagrangen kertojamenettelya ja
identifioida madraaméattomén kertojan fysikaalinen tulkinta.

Téassé luvussa ei ole otettu suuremmin kantaa kelvollisten painofunktioiden va-
lintaan, eikd menetelmédn mahdolliseen suppenemiseen eli konvergenssiin, kun kan-
tafunktioiden lukuméérad kasvatetaan. Likimenetelmien suppenemiseen palataan
kuitenkin mychemmin itse elementtimenetelmén yhteydessa.

2.4 Yhteenveto

Funktionaalin ddriarvon etsiminen on ekvivalentti funktionaalin varioinnin tuloksena
syntyvan differentiaaliyhtélon ratkaisun kanssa.

Variaatiolaskenta mahdollistaa likiratkaisumenetelmien konstruoimisen. Paino-
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tettujen jadnnosten menetelmé on perusperiaatteeltaan seuraavanlainen: (i) ratkais-

tava ongelma kerrotaan testi- eli painofunktiolla ja (ii) integroidaan tarkastelualu-

een yli. Ratkaistavalle funktiolle valitaan sopiva yrite. Mikéli yritefunktioon koh-

distuvien derivointioperaatioiden lukumaéaéaraa halutaan vahentéda suoritetaan sopiva

madra osittaisintegrointeja. Galerkinin keino saadaan kun painofunktion kannaksi

valitaan sama kanta kuin yritefunktiolle.

2.5

1.

Harjoitustehtavia

Maaérita variaatiolaskentaa soveltamalla sen kdyran yhtalo, joka muodostaa lyhim-
man tien Euklidisen avaruuden tason kahden pisteen vilille.

. Ratkaise klassinen brakistokroniongelma, eli sen tasokéyrén yhtalo joka vakiopaino-

voimakentédssd johtaa massapartikkelin nopeimpaan laskuun kahden tason pisteen
valilla.

. Etsi funktionaalin

extremaalit. Maarad liséksi pisteiden (1,1) ja (3, %) kautta kulkeva extremaali. Mika
on kyseisen funktionaalin fysikaalinen tulkinta 7

. Etsi funktionaalin

w/2
I(y.2) = /0 ()% + ()2 + 2y2)da

ekstremaali, joka toteuttaa reunaehdot: y(0) = 0,y(7/2) = 1,2(0) = 0, z(7w/2) = —1.
Mika on kyseisen funktionaalin fysikaalinen tulkinta 7

. Yksidimensioisen stationdérisen lammonjohtumisyhtalon energiafunktionaali on

I(w) = / b Ek(w’ﬂ - fw] dz,

jossa k on lammonjohtavuuskerroin (oletetaan vakioksi) ja f on ulkoinen lammon-
lahde. Nayta, ettd vastaava Eulerin yhtalo on —ku” = f. Naytd myos, ettd samaan
differentiaaliyhtaloon paddytadn mikéli funktionaaliksi valitaan

b
J(w) = / (k" + f)* d.
a
Muodosta vapaasti tuetun yksiaukkoisen kimmoisalla alustalla olevan taivutetun ja

puristetun palkin Eulerin yht&lo ldhtien potentiaalienergian II lausekkeesta

1

L L
II(w) = 5/0 [El(w")2 — P(w')? + k:(w)Q] dx — /0 fwdzx.

Tutki my6s kokonaispotentiaalienergian funktionaalin toista variaatiota.
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7.

10.

Olkoon ratkaistavana ylld olevaan potentiaalienergian lausekkeeseen liittyva mini-
mointitehtévd (ilman puristavaa voimaa P) seuraavin reunaehdoin:

(a) v(0) =0

(b) v(0) = wo ,

(¢) V(L) = o,

(d) Q(0) = —EI"(0)=F

Mik& on kinemaattisesti luvallisten funktioiden joukko A7 Mitké ovat taipuman va-
riaatiolle asetettavat reunaehtovaatimukset?

Ratkaise yhtalo
—ku" —cu = fx,

(k,c, f ovat vakioita, ¢ = BkL~?2 jossa 3 dimensioton vakio) reunaehdoilla u(0) =
u(L) = 0 analyyttisesti ja likimAdrdisesti

a) pistekollokaatiomenetelmalla valitsemalla kontrollipiste alueen keskelle,

(c) pienimmaén nelion keinolla ja

(a)
(b) osa-aluekollokaatiomenetelmélld valitsemalla osa-alueeksi koko vili (0,L),
)
) Galerkinin menetelmalla

d

kiyttden yksiparametrista yritettd @(z) = aq sin wa/ L. Suorita laskelmat S:n arvoilla
1 ja 100.

Ratkaise Galerkinin menetelméllé Poissonin yht&lo
—kAu = f,

(eli stationddrinen lammonjohtumisyhtild) suorakaiteen muotoisessa alueessa (z,y) €
(0,a) x (0,b). Reunaehdot ovat homogeeniset, eli u = 0 reunaviivalla, ja k, f ovat
vakioita koko alueessa. Kéyta approksimaatiota

i(z,y) = a1(z® — az)(y* — by).

Yksiaukkoisen vapaasti tuetun taivutetun ohuen palkin taipuman analyyttinen lause-
ke tasan jakautuneesta kuormasta f on

@ =30 (1) [(2) -2 (1) +1].

vililld « € (0, L). Ratkaise tehtéva likiméadrdisesti Galerkinin menetelmélla kéytta-

malla trigonometrista sarjamuotoista yritetta

[ee]
. . NI
o(z) = E Uy, Sin ——
L

n=1
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ja minimoimalla potentiaalienergia

() = %/OL EI(©")*dx — /OL foda.

Suppeneeko sarjaratkaisu kohti analyyttistéd ratkaisua? Madrita virhe keskipisteen
taipumassa kun otetaan mukaan vain sarjan muutama ensimméinen termi.
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