Luku 1
Johdanto

Luvun tarkoituksena on esitella erilaisia differentiaaliyhtélotyyppeja ja antaa
késitys niiden ratkaisujen ominaisuuksista. Jotta voitaisiin konstruoida hyvin
toimivia numeerisia menetelmia, on tunnettava ratkaistavan ongelman luon-
teenpiirteet.!

1.1 Fysikaalisten ilmididen mallintaminen

Luonnontieteellisten ja teknisten ongelmien ratkaisemisessa matemaattisella mallin-
nuksella on keskeinen rooli. Ratkaisun kulku on usein kuvan 1.1 mukainen. Ratkais-
tavana olevasta fysikaalisesta ongelmasta muodostetaan matemaattinen malli, jon-
ka pitdisi pyrkid kuvaamaan ongelmassa esiintyvat ilmict mahdollisimman hyvin.
Téassé vaiheessa padtetaan myos kriteerit joilla ongelman ratkaisun kelpoisuutta ar-
vioidaan. Usein télldinen malli on liian monimutkainen, joten matemaattista mallia
joudutaan yksinkertaistamaan jattamalléd siitd pois osia, joiden vaikutuksen arvioi-
daan olevan haluttuun tarkkuuteen nahden vahéinen. Yksinkertaistettu matemaat-
tinen mallikin voi olla liian monimutkainen, jotta ratkaisu onnistuisi analyyttisesti.
Télloin malli voidaan ratkaista numeerisesti. Numeerisesta ratkaisusta tehdéan paa-
telmié yksinkertaistetun matemaattisen mallin toimivuudesta kyseiseen ongelmaan
ja mahdollisesti sithen tehtédvistd muutoksista. Ratkaisu voi tuoda esiin myos muu-
tostarpeita itse fysikaalisen ongelman méarittelyyn.

Matemaattisen mallin ja yksinkertaistetun matemaattisen mallin ratkaisujen vé-
listd erotusta kutsutaan mallinnusvirheeksi. Mikéli mallinnusvirheen suhteen haluttu
tarkkuus voidaan saavuttaa, sanotaan probleeman ratkaisun olevan ennustettavissa.
Kaikille tuttu esimerkki ennustamattomista tehtéavista on pitkéan aikavélin sddennus-
teet. Mallinnusvirheeksi voidaan kasittdd myos todellisuuden ja mallin vélinen ero.
Tama “mallinnusvirhe” ei kuitenkaan ole kvantifioitavissa.

Yksinkertaistetun matemaattisen mallin ja sen numeerisen ratkaisun vélista ero-
tusta kutsutaan laskentavirheeksi, ja ongelman sanotaan olevan laskettavissa, mikali

'Katso esimerkiksi J.G. Simmondsin artikkelia “Don’t compute ’til you see the whites of their
eyes” teoksessa Analytical and computational models of shells, ASME, 1989.
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Kuva 1.1 Fysikaalisen ongelman ratkaisun periaate.

laskentavirheen suhteen haluttu tarkkuus voidaan saavuttaa.

1.2 Matemaattisen mallin perusrakenne

Hyvin usein fysikaalisten ilmididen matemaattisessa mallintamisessa joudutaan yh-
talosysteemiin, joka rakentuu kolmentyyppisistd relaatioista. Kyseisen fysikaalisen
teoriakehyksen yleiset peruslait, aksioomat eli luonnonlait antavat osan vallitsevista
yhtéloista. Niiden patevyytta ei yleensa tarvitse epdilld. Ne eivéit kuitenkaan riité,
vaan lisaksi tarvitaan ns. konstitutiivisia yhtaloita, jotka kuvaavat kulloinkin esiinty-
vien materiaalien kiyttaytymistd enemmaén tai vihemmén totuudenmukaisesti. Ak-
sioomien ja materiaalilakien matemaattinen esittdminen vaatii lisdksi geometristen
relaatioiden (kinematiikan) hallintaa.

Edella esitetyn rakenteen mukaiset yhteydet ovat usein tyypiltdan kimppu osit-
taisdifferentiaaliyhtéloita tai yksinkertaisimmillaan algebrallisia relaatioita. Useat
mekaniikassa esiintyvét ilmict voidaan mallintaa kuvassa 1.2 esiintyvén lohkokaavion
mukaisesti. Kuvassa 1.2 ylimmaéisené on esitetty Newtonin liikelakiin pohjautuvat
tasapainoyhtdlot muodossa Ao = f, jossa A on kyseisen probleeman tasapaino-
operaattori, joka kuvaa jannityksen o ulkoisten kuormien joukon alkioksi f. Kuvion
vasemmassa laidassa on esitetty materiaalilaki, jossa venyméa ¢ kuvautuu materi-
aalin jaykkyysoperaattorin D vilitykselld jannitysten joukon alkioksi o. Systeemin
taydentad kinemaattiset yhteydet siirtymien u ja venymien e vililla, joka vélittyy
operaattorin B kautta.

Oheinen struktuuri on hyvin yleinen fysikaalisten ongelmien mallinnuksessa, mm.
lammonjohtumisen, kosteudensiirtymisen, virtausongelmien jne. tapauksissa. Tal-
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Ao =f
o f
e = Bu
€ u
Kuva 1.2 Matemaattisen mallin perusstruktuuri.

16in fysikaalisten suureiden (o,¢) ja (f,u) merkitys on vain erilainen.
Sahkomagnetiikan yhtéloiden rakenne on monimutkaisempi ja sithen palataan
myOhemmin.
Ongelman ratkeavuuden, erityisesti yksikasitteisen ratkaisun olemassaolon edel-
lytyksend on myos riittdvien reuna- ja/tai alkuehtojen asettaminen.

1.3 Osittaisdifferentiaaliyhtaloiden luokittelusta

Vaikka useiden fysikaalisten ilmididen matemaattiset mallit voidaan kuvata kaavion
1.2 muodossa, voi niiden ratkaisujen kdyttaytyminen poiketa huomattavastikin toi-
sistaan, riippuen siitd millaisia olioita f, A, B, D ovat. Koska numeeristen likiratkai-
sujen onnistunut konstruoiminen edellyttéa ratkaistavan probleeman luonteen tunte-
musta, tarkastellaan hieman millaisia osittaisdifferentiaaliyhtiloiden perustyyppeja
on olemassa ja mitkéd ovat niiden karakteristiset ominaisuudet. N&itd ominaisuuksia
pyritddn numeeristen algoritmien kehittelyssd matkimaan mahdollisimman aidosti.

Tarkastellaan nyt yksinkertaisuuden vuoksi osittaisdifferentiaaliyhtéaloiden luo-
kittelua lineaarisen skalaariyhtalon tapauksessa. Luokittelu voidaan myos yleistda
yhtélosysteemeille ja epélineaarisiin tapauksiin.

Yleinen kertalukua m oleva lineaarinen osittaisdifferentiaaliyhtdlé tuntematto-
man skalaarifunktion u(z) = u(zy, ..., x,) suhteen on muotoa

n

0"
i1-+in _ L = , ) — , 1.1
i PR Ul (LD DU AL U

jossa Ly on lineaarinen osittaisdifferentiaalioperaattori joka on alhaisempaa astet-
ta (astetta < m), kuin yhtdlon ns. pddosa (astetta m) ja jossa a; .., (), f(z) ovat
reaalisia muuttujien x; funktioita. Yhtélon (1.1) ns. karakteristinen muoto on reaa-
liparametrien \q, ..., A, kertalukua m oleva multilineaarinen muoto

n
KAy An) = > @iy, (2) A - Al > i =m. (1.2)
7j=1
2Tamén voi ajatella vaikkapa yhtéloksi ADBu = f, katso kuva 1.2.
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Yhtalod (1.1) sanotaan paraboliseksi (parabolisesti degeneroituneeksi) pisteessi x,
mikéli on olemassa affiini muunnos muuttujien \; = A\;(p1, ..., ftn),7 = 1,...,n suh-
teen, joka muuntaa karakteristisen muodon muuttujien p; multilineaariseksi muo-
doksi ja johon jda riippuvuus vain ¢:std muuttujasta 0 < ¢ < n. Mikili kyseessa
ei ole parabolinen degeneraatio, kutsutaan yhtaloa (1.1) elliptiseksi pisteessa x, jos
yhtalolla

K(\,..,\) =0 (1.3)

ei ole yhtdan nollasta eroavaa reaalista ratkaisua. Mikili kumpikaan edellamaini-
tuista ehdoista ei toteudu, voi yhtalo olla hyperbolinen pisteessd x. Taméa voidaan
méadritelld seuraavasti. Muuttujien Ay, ..., A\, maaritteleméssa FEuklidisessa avaruu-
dessa on olemassa suora, joka otetaan uudeksi koordinaattiakseliksi. Merkitaan uut-
ta koordinaattijarjestelméé (py, ..., 1) joka siis saadaan jérjestelméstéd \; affiinisella
muunnoksella. Néin saatu muunnettu karakteristinen yhtalo (1.3) voidaan tulkita
yhtéloksi tdméan uuden akselin koordinaatin suhteen. Mikéli nyt télla yhtalolla on
tasan m juurta (yksinkertaista tai moninkertaista) sanotaan télloin yhtdloa (1.1)
hyperboliseksi pisteessa x.

On syytd huomata, ettd yhtalon tyyppi saattaa muuttua eri ratkaisualueen osis-
sa. Tama seikka vaikeuttaa huomattavasti yhtalon numeerista ratkaisua. Epélineaa-
risissa tapauksissa yhtalon (1.1) kertoimet a;, ;, riippuvat paitsi paikkakoordinaa-
tista = my0s ratkaisusta u ja/tai sen derivaatoista kertalukuun m — 1 saakka. Koska
epélineaarisella yhtalolld saattaa olla useita ratkaisuja, on edelld esitetty luokittelu
mielekés vain mikéli identifioidaan myd6s tarkasteltavana oleva ratkaisun haara.

Esimerkkeiné tutkitaan kolmea tekniikan sovellutuksissa hyvin yleisesti esiinty-
vaa osittaisdifferentiaaliyhtaloé:

ou
— —kAu =
Sy u I
0%u
DAAu = f,

jossa A on Laplacen operaattori, joka suorakulmaisessa koordinaatistossa saa taso-
tapauksessa muodon
0? 0?
A= 92 + 3—3/2 (1.5)
Ensimmaéinen yhtaloistd (1.4) on diffuusioyhtéld, joka kuvaa esimerkiksi lammon
siirtymistd johtumalla. Siiné esiintyvéat positiiviset vakiot c, p, k merkitsevat talloin
materiaalin ominaislampoa, tiheytta ja lammonjohtavuutta. Yhtélon karakteristinen

muoto, assosioimalla muuttujat Ay <> x, Ay <> y, A3 <> ¢ on
KA, A2, Ag) = —k(A2 4+ )\2). (1.6)

Havaitaan, ettd kyseessd on degeneroitunut tapaus, silla muuttuja A3 ei esiinny ol-
lenkaan karakteristisessa muodossa, joten yhtéalon tyyppi on parabolinen.
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Toinen yhtéloistd (1.4) on ns. aaltoyhtdlo ja siind u kuvaa esimerkiksi vérdhte-
levin kalvon poikittaista siirtyméaé. Talloin vakiot ~, 0 merkitseviat massatiheytta
pinta-alayksikkoa kohden ja kalvon jannitystd pituusyksikkod kohden. Yhtalo voi-
daan kirjoittaa muodossa

Pu  , (Pu u
ot?

@+8—y2):f/% c == (1.7)

jossa ¢ on aaltoliikkeen etenemisnopeus. Karakteristinen yhtélo on
K()\l,)\g,)\g) :)\3—02()\%4-)\%) :0, (18)

jossa muuttujien assosiointi koordinaatteihin on sama kuin diffuusioyhtélon tapauk-
sessa. Havaitaan, ettd ratkaisemalla karakteristinen yhtalo muuttujan A3 suhteen,
on silla tasmaélleen kaksi ratkaisua, joten yhtdlé on hyperbolinen.

Viimeisin esimerkkiyhtaloistd (1.4) on biharmoninen osittaisdifferentiaaliyhtélo
jossa u kuvaa esimerkiksi laatan taivutuksessa keskipinnan poikittaista siirtymaa ja
on auki kirjoitettuna muotoa

*u *u *u
b (6904 + 28x28y2 + 8y4> =/ (1.9)

jossa D merkitsee laatan taivutusjaykkyytta. Karakteristinen yhtéalo on muotoa
KA, ) = AT +H20302 + A = (M 4+ 022 =0 (1.10)

josta heti havaitaan etté ainoa reaalinen ratkaisu on nollaratkaisu, joten yhtalé on
elliptinen.

Kaikista edelld esitetyistd yhtdloistd havaitaan, ettd ne sdilyttavit tyyppinsa
kaikilla muuttujien x, y ja t arvoilla, silla yhtalot ovat lineaarisia ja vakiokertoimisia.

Edella esitetty tapa jaotella yhtédloitd saattaa tuntua hieman epamédriiselta.
Matemaattisesti tdasmaéllinen teoria yhtaloiden luokituksesta kuuluu karakteristika-
teorian piiriin. Téssé teoriassa luokittelu hyperbolisten, parabolisten ja elliptisten
yhtéldiden valilld perustuu karakterististen pintojen (tai kdyrien) olemassaoloon ja
lukuméiriin. Karakteristinen pinta on sellainen jolla ns. Cauchy-ongelmalla 3 ei ole
vksikésitteistd ratkaisua. Cauchyn ongelma tarkoittaa sitd, ettd maaraako tietylla
pinnalla annetut funktion ja sen derivaatan arvot (kertalukuun m — 1 saakka mikali
yhtélon kertaluku on m) ratkaisun tdmén pinnan ldheisyydessd. Téata probleemaa
nimitetddn myos karakteristiseksi alkuarvo-ongelmaksi.

30ngelma on saanut nimens# ranskalaisen matemaatikon ja insindérin Augustin Cauchyn (1789-
1857) nimen mukaan. Hantéd pidetdén osittaisdifferentiaaliyhtéloiden modernin teorian alullepani-
jana ja hénen nimensd liitetddn myos kuuluisaan teoreemaan osittaisdifferentiaaliyhtéléiden rat-
kaisujen olemassaolosta, jonka puolalaissyntyinen matemaatikko Sophie Kowalewski todisti vaitos-
kirjassaan melko yleisessi muodossa (Cauchy-Kowalewski teoreema).
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1.4 Osittaisdifferentiaaliyhtaloiden ratkaisujen luonteesta

1.4.1 Parabolinen yhtilo

Tarkastellaan nyt edelld esitettyjen kolmen esimerkkiyhtédlon ratkaisujen luonnetta.
Aloitetaan tutkimalla parabolisen diffuusioyhtélon ratkaisua suorakulmaisessa alu-
eessa ) = {(z,y) € (0,a) x (0,b)}, ja olettamalla ajanhetkelld ¢t = 0 vallitsevan
alkulampdotilan

T . Y

0) = in — sin —. 1.11
u(z,y,0) = ugsin —sin (1.11)

Oletetaan lisdksi, ettd lampotila alueen €2 reunalla S on kaikilla ajanhetkilla vakio,
eli lampotilan reunaehdoksi asetetaan

u(z,y,t) =0, (x,y) €S (1.12)

ja ettd alueessa €2 ei ole lammonléhteité, eli f = 0. Talloin ratkaistava probleema
voidaan asettaa seuraavasti: etsi funktio u(x,y,t), joka toteuttaa

kenttayhtalon : cp% —k (% + gi;;) =0, (x,y) € Q, (1.13)
alkuehdon : u(z,y,0) = ugsin 7;—:6 sin %y) (x,y) € Q,
reunachdon : u(z,y,t) =0, (x,y) €S
Ratkaisu l6ydetdaén muodossa
u(z,y,t) = uge " sin%xsin %y, (1.14)

joka sijoittamalla yht&loon (1.13) antaa lausekkeen

{—cpﬁJrk: {G)QJF (%)2“ ~0 (1.15)

vakion [ ratkaisemiseksi (huomaa 5 > 0):

CkaQ [1 + (%)2] . (1.16)

Diffuusioyhtélén ratkaisu on siis ajan suhteen eksponentiaalisesti vaimeneva, mi-

B=n°

ké tuntuukin fysikaalisesti oikealta, silla lampd siirtyy kohti kylmempéaé aluetta ja
lampovirta tapahtuu alueesta ulospéin, jos ug > 0. Raja-arvona (kun ¢ — 00) saa-
daan tietenkin tilanne, jossa lampotila on tasaantunut koko alueessa, eli u(z,y) — 0
kun ¢ — oo. Huomaa myo0s, ettd diffuusioyhtalolla on ratkaisua siloittava ominai-
suus. Taman voi havaita helposti tarkastelemalla ratkaisun kehittymista ajan suh-
teen, kun alkuehdoksi asetetaan

u(z,y,0) = un sin%xsin%y + uon, sin?sin@, (1.17)

b

missé n on positiivinen luonnollinen luku ja n > 1. Korkeataajuuksinen komponentti
siloittuu pois ratkaisusta hyvin nopeasti.
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1.4.2 Hyperbolinen yhtilo

Etsitddn homogeenisen (f = 0) aaltoyhtdlon ratkaisua suorakulmaisessa tasoalu-
eessa Q = {(z,y) € (0,a) x (0,b)} ajanhetkelld ¢t > 0, eli funktiota u(x,y,t), joka
toteuttaa

N 0*u Pu  Pu
kenttayhtalon : Top ~ O <@ + 8—y2) =0, (x,y) € Q, (1.18)
alkuehdot : u(z,y,0) = ugsin ™7 sin %, (x,y) € Q,
a
0 0
%:vosin%sin%, (x,y) € Q,
reunaehdon : u(z,y,t) =0, (x,y) €S

Huomaa ero diffuusioyhtéaloon alkuehtojen lukuméédrédn suhteen. Ratkaisu voidaan
loytaa muodossa

cmt  wgs . cmt T Y
S cm S a b

u(z,y,t) = (uo cos — + — sin — | sin — sin —, (1.19)

jossa on merkitty ¢ = o/v ja s72 = a2 + b2 ja joka kuvaa kalvon vaimentu-
matonta harmonista vardhtelytilaa. Peruserona parabolisen ja hyperbolisen yhtalon
valilla onkin juuri yhtalon suhde aikakoordinaattiin ¢: hyperbolinen yhtalé on ai-
kasymmetrinen kun taas parabolisessa yhtédlossa ajan suunnalla on merkityksensa.
Aaltoyhtélolle on myOs ominaista, ettéd ratkaisun luonteenpiirteisiin vaikuttaa yhta-
16n koordinaattiavaruuden dimensio; yhden ja kolmen paikkakoordinaatin tapauk-
sessa ratkaisu on hajaantumaton (engl. sharp) mité se ei ole tasoalueessa. Ratkaisun
hajaantuvuudella tarkoitetaan téssa sitd, miten se reagoi impulssivasteeseen; sailyt-
taako ratkaisu tarkasti impulssin muodon vai aiheutuuko siitd myos muita vareilyjé.

Sahkomagneettisten kenttien kdyttaytyminen saadaan selville ratkaisemalla fy-
sitkan ja nykytekniikan ehké tarkeimmét osittaisdifferentiaaliyhtélot, eli Maxwellin
yhtélot

0D
0B
V.-D=o (1.22)
V. B =0, (1.23)
do
L J = —== 1.24
vV-J o (1.24)

jossa H on magneettikentéin voimakkuus, B magneettivuon tiheys, E sdhkokentéan
voimakkuus, D séhkévuon tiheys, J sdhkovirran tiheys ja o varaustiheys. Yhtalo
(1.20) on nimeltdd Ampére-Maxwellin yhtdlé ja (1.21) on nimetty Faradayn mu-
kaan. Edelld olevista viidestd yhtéalostd vain kolme on riippumattomia. Joko kolme
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ensimmaistéd (1.20)-(1.22) tai yhtélot (1.20), (1.21) ja (1.24) voidaan valita riippu-
mattomiksi yhtéloiksi. Néisséd kolmessa yhtélossd on kutenkin viisi tuntematonta
vektorisuuretta, joten tarvitaan konstitutiiviset yhtéalot jotka kuvaavat materiaalin
kiytaytymista. Rajoittumalla yksinkertaiseen lineaariseen ja isotrooppiseen malliin,
konstitutiiviset yhtélot voidaan kirjoittaa muodossa

D=¢E, B=uH, J=0E, (1.25)

jossa € on permittiivisyys, p magneettinen permeabiliteetti ja o sdhkonjohtavuus.

Virdhtelevian langan liikeyhtélo (1.18) on hyberbolinen skalaariyhtéls, kun taas
Maxwellin yhtdlot muodostavat hyperbolisen yhtalosysteemin. Maxwellin yhtalot
voidaan saattaa tietyin oletuksin muotoon

O*E

5 = VX (W 'V x E)—J, (1.26)

tal vastaavasti
O*H
ot?

[ =-Vx(e'Vx H)-Vx(e'J). (1.27)

1.4.3 Elliptinen yhtalo

Viimeisena joskaan ei vahépatoisimpéana tutkitaan elliptisen laattayhtdlon ratkaisua
suorakulmaisessa alueessa (). Valitaan ulkoiseksi kuormitukseksi suuruudeltaan F'
oleva pistekuorma kohdassa (£,7n) € 2, joten ratkaistavana on nyt taipumafunktio
u(z,y), joka toteuttaa

kenttayhtalon : DAAu=Fé(x —&y—mn), (z,y)€Q, (1.28)
0*u
reunaehdot : u(z,y) = vl 0, (r,y) € S,

jossa d on ns. Diracin* delta-distribuutio ja n viittaa reunakiyrin S ulkonormaalin

5

suuntaan. Ratkaisu saadaan Fourierin® sarjojen avulla ja on muotoa

AF S /m? w2\ P mré . nmm . ommx . nmy
u<x’y):7r4ame21;<?+ﬁ) sin —— sin — = sin ——sin —=. (1.29)

4Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984), englantilainen fyysikko.

®Jean Baptiste Fourier (1768-1830), ranskalainen matemaatikko ja fyysikko jonka tirkein teos
on Théorie analytique de la chaleur (1822), joka késittelee lammon johtumista ja jossa hén esitti
matemaattisen sarjateoriansa lammonjohtumisongelman ratkaisemiseksi.
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Oheinen ratkaisu pistekuormalle on hy6dyllinen, sillé siitd saadaan probleeman (1.28)
ns. Greenin funktio® eli taipuman influenssipinta K (x,y,&,n):

4 o= [ m? n2_2,m7rf'mrn,m7m'mry
K(ﬂf,yafﬂl):mzz<§+ﬁ) sin . sin b sin . sin p

(1.30)
joka siis kuvaa pisteessé (£, n) vaikuttavan yksikkopistekuorman kuormittamaa laa-

m=1 n=1

tan taipumaa pisteessd (z,y). Siitd voidaan konstruoida ratkaisu mille tahansa ja-
kautuneelle kuormitukselle f(£,n) kiyttden superpositioperiaatetta, jolloin saadaan

U(af,y)Z//f(f,n)K(x,y,S,n)dfdn, (1.31)

ja jossa integrointi suoritetaan kuormitetun pinnan ylitse. Greenin funktiosta ha-
vaitaan sen olevan symmetrinen muuttujien x, £ ja y,n suhteen, josta mekaniikassa
tunnettu Maxwellin vastavuoroisuusvaittdméa voidaan helposti osoittaa paikkansa
pitaviaksi télle erikoistapaukselle.

Pistekuormalla kuormitetun laatan ratkaisusta (1.29) havaitaan myos elliptisil-
le yhtéldille ominainen piirre: olkoon kuormitus miten pieni tahansa, sen vaikutus
ulottuu yli koko tarkasteltavan alueen.

1.4.4 Muutamia huomioita yhtiléiden luokittelussa
1.4.4.1 Rajatapaukset

Osittaisdifferentiaaliyhtalon kdyttaytymisen maarittavit sen korkeimmat derivaatat.
Mikéli niihin liittyvat kertoimet ovat pienid verrattuna alhaisasteisempien termien
kertoimiin, voi ratkaisun kiyttaytyminen muuttua. Yksi mielenkiintoinen valimuo-
totapaus on ns. diffuusio-konvektioyhtélo, joka dimensiottomassa muodossa kirjoi-
tettuna yksiulotteisessa paikka-avaruudessa on

2
%—F%—i%:f, (1.32)
or  0¢ P og?

ja jonka numeerinen ratkaisu tuotti ongelmia vield 1980 luvun alkupuolelle saak-
ka, etenkin konvektion dominoimissa tehtévissd (Pécletin luku P suuri). “Virallises-
ti"yhtélo on parabolinen, mutta kiytannossé yhtalon kiayttaytyminen on lahempéané
hyperbolisen yhtélon kiyttaytymistd kun P on suuri. Kun P on pieni (luokkaa ~ 1),
diffuusion osuus dominoi ratkaisua ja yhtélon parabolinen luonne on hallitseva, eika
yhtélon ratkaisu tuota ongelmia tavanomaisille numeerisille menetelmillekk&an.

6George Green oli piosin itseoppinut englantilainen matemaatikko, joka vuonna 1828 julkaisi
omakustanteena teoksen "On the Application of Mathematical Analysis to the Theories of FElect-
ricity and Magnetism". Teoksessaan hdn johtaa integraaliesityksen mm. tietyille Laplacen yhtdlon
ratkaisuille.
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Diffuusio-reaktioyhtélossé on toinen esimerkki rajatapauksesta erityisesti silloin
kun reaktiotermi on hallitseva diffuusiotermiin verrattuna, katso harjoitustehtava
12 sivulla 17. Kiintedn aineen mekaniikassa samankaltaisiin ongelmiin tormatéaan
esimerkiksi laatta- ja kuorirakenteita analysoitaessa.

1.4.4.2 Tasapaino- ja etenemistehtavat

Diffuusio- (1.13) ja aaltoyhtéloista (1.18) havaitaan, ettd yhdelld koordinaattisuu-
reella, nimittéin ajalla, on oma erikoisasemansa. Tahén seikkaan nojautuen voidaan
suorittaa tehtavityypin jako myos fysikaalisin perustein ja ajasta riippuvia tehtévia
kutsutaan yhteisella nimelld etenemistehtavit, jossa systeemin tilaa pyritdan ennus-
tamaan tietyssd ratkaisualueessa (paikkakoordinaattien suhteen) ajan suhteen ede-
ten. Puhutaan myos alkuarvotehtavisté tai yhdistetyista alku- reuna-arvotehtavista.
Kappaleessa 1.3 esitetty osittaisdifferentiaaliyhtdloiden luokittelumetodi saattaa
tuntua vaikeasti sovellettavalta. Erityisesti hyperbolisen ja parabolisen yhtélon erot-
taminen toisistaan voi olla hankalaa. Helppo tapa erottaa parabolinen yhtalé hyper-

bolisesta on sijoittaa yrite .
u = Wk T) (1.33)

ja etsid kulmataajuuden w ja aaltolukujen ki, ks, k3 (k = |E|, k= kit + ko + k’gE)
vilinen yhteys. Ratkaisemalla w = w(k) téstd yhteydestd voidaan yhtélon tyyppi
paatella siitd ovatko kulmataajuudet w reaalisia, jolloin yhtélo on hyperbolinen, vai
ovatko ne imaginaarisia, jolloin yhtélo on parabolinen.

Hyperbolisen yhtalon tapauksessa voidaan kulmataajuuden ja aaltoluvun véli-
sestd yhteydesta padtelld myos muita fysikaalisesti kiinnostavia ominaisuuksia. Vai-
henopeus ¢ madritellaan yhtalolla "

c= (1.34)
Mikéli ¢ on riippuvainen aaltoluvusta k, talloin aaltoliikkeessd esiintyvéit eri aal-
lonpituiset (muista, ettd aallonpituus A on A = 27/k) komponentit etenevéit eri
nopeudella. Talldista tapausta kutsutaan dispersiiviseksi.

Laattayhtélo (1.28) on luonteeltaan tasapainotehtévé, jossa systeemi ratkaistaan

pysyvan eli stationdarisen tilan suhteen.

1.4.4.3 Ominaisarvotehtavat

Etenemis- ja tasapainotehtévien lisdksi on olemassa erds tehtévatyyppi nimittéin
ominaisarvotehtavat. Ominaisarvotehtévat voivat liittyd joko etenemistehtéviin tai
tasapainotehtaviin. Tyypillisid tapauksia ovat ominaisvarahtelyjen magrittdminen ja
rakenteiden stabiiliusanalyysit. Esimerkiksi ominaisvardahtelytehtavé saadaan aalto-
yhtélosté (1.18), kun otaksutaan ratkaisu harmoniseksi véirdhtelyksi, jolloin voidaan
otaksua aikariippuvuuden olevan muotoa

u(z,y,t) = e o(z,y), (1.35)
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1.5. Osittaisdifferentiaaliyhtaloiden ratkaisumenetelmista 11

jossa ¢ on imaginaariyksikko ja w on vérdhtelyn ominaistaajuus. Sijoittamalla té-
mé yrite aaltoyhtdloon saadaan osittaisdifferentiaaliyhtéalo pelkistadn paikkakoordi-

7
Po 9
—w2p<;5 — 0 (@ + 8—y2) = 0. (136)

Tehtiviini on nyt ratkaista ominaisarvot w? (tai ainakin joitain arvoja ominaisarvos-

naattien suhteen

pektristd) ja niitd vastaavat ominaismuodot ¢(z,y) annetuilla reunaehdoilla. Aalto-
yhtélon aikakehitys voidaan kylldkin konstruoida kiyttden hyviksi laskettuja omi-
naisarvoja ja ominaismuotoja. Tétd menettelyd kutsutaan ominaismuotosuperpo-
sitioksi ja se on usein kayttokelpoinen virdhtelytehtavissé joissa ratkaisu suurelta
osin madrdytyy alimpien ominaistaajuuksien mukaan. Se ei tietenkdén ole kiytto-
kelpoinen sellaisenaan epélineaarisissa tehtavissa eika ole taloudellinen aallonetene-
mistehtévissd joissa rakenteen vaste on riippuvainen laajemmasta taajuuskaistasta
kuin vérahtelytehtavissa. Toisena esimerkkind ominaisarvotehtévistd voidaan mai-
nita vaikkapa levyn lommahdusta tai palkin nurjahdusta kuvaavat yhtalot, joissa
méadaritetdan kriittinen kuormaparametrin arvo ja sitd vastaava ominaismuoto. Esi-
merkkina vaikkapa tehtava
4 2

El% + P% —0,  ze(0,L) (1.37)

jossa P on ominaisarvo, eli nurjahduskuorma ja u on sitd vastaava nurjahdusmuoto.
Sahkomagnetiikassa harmoonisuusotaksuma johtaa yhtaloon

V x (p 'V x e) — w’ce =0, (1.38)

tail vaihtoehtoisesti
Vx (e'Vxh)—wnue=0. (1.39)

1.5 Osittaisdifferentiaaliyhtadléiden ratkaisumenetelmista

Kuten jo oheisista suhteellisen yksinkertaisista esimerkkitapauksista voitaneen péaa-
telld, on jo lineaaristen vakiokertoimistenkin osittaisdifferentiaaliyhtéléiden analyyt-
tinen ratkaisu vaikeaa mikéli kuormitus ja/tai alueen geometria ovat hiemankin mo-
nimutkaisemmat.

Onneksi tietokonetekniikan kehitys on mahdollistanut vaikeiden ongelmien li-
kimé&araisen ratkaisemisen monimutkaisissa geometrioissa. Perusajatuksena néissa
numeerisissa menetelmisséa on fysikaalista ongelmaa kuvaavan matemaattisen mal-
lin korvaaminen diskreetilld matemaattisella mallilla, jossa ratkaisua etsitdan sopi-
vien funktioiden joukosta ja ettd ratkaisu pystytéaan konstruoimaan déarellisella mas-
ralla diskreettejé parametreja, jotka ovat lineaarisessa yhteydesséd approksimoiviin
funktioihin, jolloin ratkaistavaksi jaa dérellinen mééré algebrallisia yhtaloita.

"Yht#lsd (A + k2)u = 0 eli aaltoyhtilon paikkamuotoa kutsutaan myos Helmholtzin yht#loksi.
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Ongelman ratkaisuun sopivan numeerisen metodin konstruoiminen riippuu rat-
kaistavan probleeman luonteesta. Talla hetkelld elementtimenetelmé, tai tarkemmin
suomennettuna aarellisten elementtien menetelmé on hallitseva elliptistyyppisten
kenttdprobleemojen ratkaisussa. Myos parabolisten yhtéloiden tapauksessa yhtalon
elliptinen osa péaasadntoisesti diskretoidaan elementtimenetelmalld ja yhtalon aika-
riippuvuus integroidaan jollain sopivalla differenssimenetelméllé, samaten kuin ra-
kenteiden dynaamisessa analyysissid. Uudempaa tapaa ajasta riippuvien yhtéldiden
diskretoimiseksi edustaa ns. ajan suhteen epédjakuvatkuva Galerkinin keino. Tietyis-
sé tapauksissa se kuitenkin johtaa tunnettuihin differenssikaavoihin.

Virtausmekaniikan yhtalot ovat usein hyperbolistyyppisia myos paikkakoordi-
naatin suhteen. Téastd johtuen standardimuotoinen elementtimenetelméformulaatio
ei useinkaan toimi hyvin virtausmekaniikan ongelmissa. 1980-luvun aikana on ongel-
ma kuitenkin pystytty voittamaan ja uusimmat virtausmekaniikan ohjelmat kiytta-
vat elementtimenetelmad paikkakoordinaattien suhteen suoritetussa diskretoinnissa
aikaisemmin yleisen differenssimenetelmén sijaan.

Elementtimenetelmén voidaan ajatella kehittyneen yleistyksend klassisista
Rayleighin-Ritzin (RRM) ja painotettujen jadnnosten menetelmésta (PJM). Molem-
mat menetelmat kiyttavit hyviksi variaatioperiaatteita, katso luku 2. Néissd mene-
telmissd tuntemattomalle funktiolle (tai funktioille) valitaan riittévét jatkuvuusomi-
naisuudet toteuttavien lineaarisesti riippumattomien kantafuntioiden joukosta line-
aarikombinaatio, jossa kantafunktioiden kertoimet ovat tuntemattomia parametrejé
(diskretointi). Yhtélot tuntemattomien parametrien maérittdmiseksi Rayleighin ja
Ritzin menetelméssd saadaan, kun funktion approksimaatio sijoitetaan ongelmalle
ominaiseen funktionaaliin (esim. potentiaalienergian funktionaaliin) ja minimoin-
ti suoritetaan nyt tuntemattomien diskreettien muuttujien suhteen. Painotettujen
jadnnosten menetelmé eroaa edellimainitusta siiné, etté ratkaisufunktionaalina kiy-
tetddn ongelmaan liittyvan yhtdlon (esim. yhtélo ADBu — f = 0, katso kuva 1.2)
approksimoidun muodon ratkaisualueen yli integroitua painotettua jadnnostéa, jossa
painofunktioille valitaan jokin sopiva kantafunktiojoukko. Naistd ratkaisumenetel-
mistd saadaan helposti erilaisia versioita, mm. Galerkinin menetelméksi kutsutaan
menettelyd, jossa painofunktioille valitaan sama kanta kuin ratkaistavalle funktiolle.
Klassinen tapa on valita kantafunktiot siten, ettd ne ulottuvat yli koko ratkaista-
van alueen. Tama rajoittaa heti menetelmien kiyttokelpoisuuden hyvin yksinkertai-
siin alueisiin. Elementtimenetelmén perusidea jakaa tarkastelualue pieniin dérellisiin
osiin vapauttaa analysoinnin geometrian tuomilta ongelmilta. Elementtimenetelmaé
voitaisinkiin kutsua yleistetyksi painotettujen jadnnosten menetelméksi tai yleiste-
tyksi Galerkinin menetelméksi.

Esimerkki 1.1 Ratkaise stationddrinen I1-dimensioinen diffuusio-konvektio-
yhtalo

—ku" + pevd' = f, w(0) =0, u(L) =0, (1.40)
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kun k,p,c,v ja f ovat positiivisia vakioita (k lammdnjohtavuus, p tiheys, ¢
ominaisldmpé, v viliaineen virtausnopeus). Piirrd ratkaisun kuvaagjia suhteen
P = pcvL/k erilaisilla arvoilla, esim. P =1, P =10, P = 100. Mitd tapahtuu
kun P — oo ¢

Yhtélé on toisen kertaluvun vakiokertoiminen epdhomogeeninen tavallinen
differentiaaliyhtélo, jonka téydellinen yleinen ratkaisu saadaan homogeenisen
osan taydellisen ratkaisun ja téydellisen yhtalon jonkin yksityisratkaisun sum-

mana. Homogeenisen osan
—kug + pevug =0 (1.41)

yleinen ratkaisu konstruoidaan yritteen ug(x) = Aexp(rx) avulla. Karakteris-

tiseksi yhtéloksi saadaan

—kri4peor=0 = r=0 tai r= p_]zv (1.42)
Homogeenisen osan ratkaisu on siten
up(x) = Aexp(pcvz/k) + B. (1.43)
Yksityisratkaisu arvataan olevan lineaarista muotoa
uf(x) = Cu, (1.44)

joka sijoittamalla téydelliseen yhtdloon antaa vakion C' arvoksi C = f/pcv.
Ottamalla huomioon reunachdot saadaan yhtélot vakioiden A ja B méaéritté-
miseksi

uw(0) = A+B=0,
uw(L) = Aexp(pcvL/k)+ B+ fL/pcv =0, (1.45)

josta seuraa vakioille arvot

fL

A= pcv [1 —exp(pevL/k)]’

B=—A. (1.46)

Yhtélon (1.40) téydellinen ratkaisu on siten
L Pz/L) -1
_fL (m exp(Pz/L) — 1 > , (1.47)

- pev L

w(@) L exp(P)—1

Kun Pécletin luku P on suuri aiheuttaa termit exp(P) ja exp(Pz/L) hanka-
luuksia numeeristen arvojen laskennassa, joten muokataan ratkaisun lauseke

sopivampaan muotoon

o) = L2 epop -y LR (g

Yhtalo kuvaa esimerkiksi lammon johtumista ja kulkeutumista nopeudella v
etenevissa véliaineessa. Pécletin luku kuvaa siis kulkeutumisen ja johtumisen
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upcv

fL

Kuva 1.3 Yksidimensioisen stationadrisen diffuusio-
konvektioyhtdlon ratkaisuja Pécletin luvun P arvoilla
P=1, P=10ja P = 100.

vélistd suhdetta. Kuvassa 1.3 on esitetty ratkaisun kulku kolmella eri Pécle-
tin luvun arvolla. Mikédli P on suuri, on konvektion osuus dominoiva ja jotta
ratkaisu toteuttaisi oikeanpuoleisen reunaehdon syntyy ldhelle oikeaa reunaa
ns. reunahairié. Hairiovyohykkeen leveys voidaan arvioida kun maééritetaén
funktion u(z) maksimin sijaintikohta, joka saadaan ehdosta

W(r)=0 = exp(Pz)= %(exp(P) - 1),

1
kun Psuuri = exp(Pz) ~ Iz exp(P) (1.49)

ja se on luokkaa
1
~ <F lnP> L. (1.50)

Yhtalo on elliptinen reuna-arvotehtéva, mutta Pécletin luvun P suuretessa
yhtélon (1.40) toisen derivaatan merkitys pienenee pienenemistéén. Rajalla
kun P = oo supistuu yhtalo pelkistdin alkuarvotyyppiseksi probleemaksi

pcvu’ = f, (1.51)

jolle voidaan antaa vain alkuehto w(0) = 0 ja jonka ratkaisu on u(x) = fx/pcv.
Kuvasta 1.3 havaitaan yhtélon (1.40) ratkaisun pyrkivén ratkaisua (1.51) koh-
den P:n kasvaessa.

Yhtélon (1.40) epéstationddrinen muoto on
U (92u
c —_
Por  Fow
joka on parabolinen ODY (ks. harj. teht.). Mikéli nyt lammonjohtavuus £ — 0

+ pcv = f, (1.52)

eli P — oo muuntuu yhtélon tyyppi rajalla & = 0 hyperboliseksi. Suurilla
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Pécletin luvun arvoilla yhtélon kiyttaytyminen muistuttaa hyberbolisen yhté-
16n kédyttaytymistéd vaikkakin yhtalo on “virallisesti"parabolinen. Numeerisissa
laskelmissa se saattaa aiheuttaa ongelmia. Téahén seikkaan palataan myohem-

min.

1.6 Yhteenveto

Tekniikassa esiintyvat osittaisdifferentiaaliyhtélot voidaan luokitella tehtavin ajalli-
sen luonteen perusteella (i) tasapainotehtéviin ja (ii) etenemistehtéviin tai karakte-
rististen ominaisuuksien perusteella (a) elliptisiin, (b) parabolisiin ja (c) hyperboli-
siin yhtaloihin. Tasapainotehtéivit ovat ajasta riippumattomia statioméarisen tilan
ongelmia ja ne ovat yleensé elliptisid. Ajan suhteen muuttuvat etenemistehtavét
(edetéén ajassa) ovat joko parabolisia tai hyperbolisia yhtéaloita.

Tamén luokittelun liséiksi on olemassa ominaisarvotehtévié, jotka liittyvat joko
tasapainotehtéviin tai etenemistyyppisiin tehtéviin.

Sama yhtalo voi eri ratkaisualueen kohdissa olla eri tyyppid. Mikéli yhtalo on
epéalineaarinen, voi ratkaisu itsessddn muuttaa yhtalon tyyppié.

Elliptiset tasapainotehtavit ovat reuna-arvotehtévid, joille on ominaista, etta
“kaikki vaikuttaa kaikkeen”. Tamaé tarkoittaa sité, ettd pienimmaéankin kuormituksen
vaikutus ulottuu yli koko ratkaisualueen.

Paraboliset etenemistehtévit ovat alkuarvo- reuna-arvotehtévia, joille on omi-
naista aallonpituudesta riippuva vaimenemisominaisuus ja héirion dareton etene-
misnopeus. Parabolisen ongelman ratkaisu siloittuu ajan edetessd, mika tarkoittaa
ratkaisun spatiaalisesti korkeataajuisempien komponenttien (lyhyempi aallonpituus)
nopeampana vaimenemisena.

Hyperboliset etenemistehtavit ovat alkuarvo- reuna-arvotehtévia. Hyberbolis-
ten yhtéldiden ratkaisut ovat konservatiivisia, eli ratkaisuun siséltyy jokin siilyva
ominaisuus, joka voi olla esimerkiksi energia. Lisdksi hyperboliselle systeemille on
ominaista héirion darellinen etenemisnopeus. Ne ovat my0s ajan suhteen symmetri-
sid. Hairion aarellisestd etenemisnopeudesta johtuen on hairiolla tietty vaikutusalue
aika-paikka avaruudessa.

1.7 Harjoitustehtavia

1. Assosioi lammonjohtumisprobleemassa esiintyvéit suureet kuvan 1.2 perusstruktuu-
riin. Identifioi myos operaattorit A, B ja D.

2. Kirjoita taivutetun palkin probleemassa esiintyvét suureet perusstruktuurin muo-

dossa. Identifioi my6s operaattorit A, B ja D.

3. Néyta, ettd kaksidimensioinen stationdérinen lammonjohtumisyhtalo
Pu 0%u
ox dy
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10.

on tyypiltdédn elliptinen osittaisdifferentiaaliyht&lo.

Néyta, ettd epastationddrinen diffuusio-konvektioyhtélo (1.40) on parabolinen. Tutki
my0s degeneroitunutta tapausta kun lammonjohtavuus £ = 0.

. Nayté, ettd funktio

VP
/AT

toteuttaa dimensiottomaan muotoon kirjoitetun homogeenisen diffuusio-konvektioyhtalon

e*(£+T)2P/4T

u§,7) =3

Ou 1 0% Ou

Piirra yhtalon kuvaajia eri dimensiottoman ajan 7 hetkilld ja Pécletin luvun P ar-
voilla 1 ja 100. Néyta myos, ettd siirtymaélla liikkuvaan koordinaatistoon X = & + 7
ja T = 7/P ylla oleva yhtdlo palautuu muotoon

ou 9%u B
oT 0X?
. Mita tyyppiad yhtalo
9%u tu
S ) g
Yo TG =S

on? Mité fysikaalista ilmiotéd se kuvaa?

Néyté, ettd diffuusioyhtélon (1.13) ratkaisu on muotoa (1.14) kiyttdmalld muuttujien
erottelukeinoa, eli otaksumalla

u(w,y,t) = X(2)Y (y)T(#),

jossa X, Y, T ovat tuntemattomia yhden muuttujan funktioita, jotka mé#ritetdén
sijoittamalla yrite kenttdyht&loon, josta seuraa kullekin funktiolle ratkaistavaksi ta-
vallinen differentiaaliyht&lo.

. Kay lapi yksityiskohdat aaltoyhtélon ratkaisun (1.19) johdossa. Huomaa, ettd muut-

tujien erottelukeino on tassidkin tapauksessa hyodyllinen menettely.

. Néyta, ettd aaltoyhtdlon (1.18) toteuttaa myds yrite

u(z,y,t) = elkrmthytet)

jossa ¢ = 4/—1. Johda yhteys aallon etenemisnopeuden c ja aaltolukujen ki, ko ja
ominaistaajuuden w vélille.

Nayta, ettd aaltoyhtalo kolmiulotteisessa paikkakoordinaattiavaruudessa redusoituu
pallosymmetrisessé tapauksessa yksidimensioiseen aaltoyhtdloon

9? 0?
ﬁ(ru) — C2W(TU) =0,

jossa r on sdteen suuntainen pallokoordinaatti.
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11.

12.

13.

14.

15.

Ratkaise yksiulotteinen diffuusioyhtélo alueessa 2 = {x € (0, L)} kun kuormituksena
on lammonlahde f(z) = f.cos(mz/2L) ja alkulampotila hetkelld ¢ = 0 on u(x,0) = 0,
sekd reunaehdot u/(0) = 0,u(L) = 0. M&aritd myds lampovuo reunalla x = L.

Ratkaise stationddrinen 1-dimensioinen diffuusioyhtélo
—ku" = f, w(0)=0, u(L)=0,

kun ldhdetermi f riippuu ratkaisusta tavalla f = s — qu, jossa s ja q ovat positiivisia
vakioita. Piirrd ratkaisun kuvaajia eri suhteen ¢L?/k arvoilla. Mit# tapahtuu kun
qL?/k — o0 ?

Esimerkkitehtdvan 1.1 ratkaisut on piirretty kuvaan 1.3 eri Pécletin luvun arvoil-
la. Ratkaisu on esitetty dimensiottomassa muodossa jakamalla lampotila u suureella
fL/pcv. Koska lammonjohtavuuden & arvo on eliminoitu kiyttden hyviksi Pécletin
lukua P, vastaavat kuvassa esitetyt ratkaisut ongelmaa, jossa ldhdetermi f kasvaa
Pécletin luvun kasvaessa. Piirra ratkaisut kun lammonlédhteen antoisuus ja lammon-
johtavuus pidetdin vakiona, eli esitd kuvaaja skaalaamalla u suureella fL?/k.

Johda harmoonisuusotaksuman avulla Maxwellin yht&loista (1.20)-(1.24) aaltoyht&lo
(1.38 tai vaihtoehtoisesti (1.39).

Johda yht&lo (1.26) tai (1.27) Maxwellin yleisistd yhtdloistd (1.20)-(1.24) kéyttéen
hyvéksi véliaine- eli konstitutiivisia yhtaloita (1.25).
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