Luku 16

Sahkomagnetiikan numeerisia me-

netelmia

Elementtimenetelmén juuret juontavat tarpeesta ratkaista kiintedn aineen me-
kaniikan ongelmia geometrialtaan monimutkaisissa aluiessa. Menetelmén no-
peaan levidmiseen kdytédnnon lujuuslaskennan apuvélineeksi edesauttoi sen
helppo muunneltavuus erityyppisiin lujuusopin ongelmiin sekd geometrinen
joustavuus. Virtausmekaniikkaan elementtimenetelmé on levinnyt hitaammin,
johon yhten& syyné lienee tavanomaiseen Galerkinin menetelmédn perustu-
van elementtiapproksimaation epéonnistuminen. Nykyisin ongelman syyt ja
ratkaisukeinot ovat selvilld ja elementtimenetelméd voidaan menestyksellisesti
soveltaa my0s erilaisissa virtausmekaniikan ongelmissa.

Sovellettaessa elementtimenetelméd sdhkdmagnetiikan yhtal6ihin tapahtui sa-
mankaltainen ilmio. Maxwellin yhtalot eivat antautuneet helposti tavanomai-
sen elementtimenetelméaformulaation vieteltaviksi. Syyné ovat sdhkdmagnetii-
kan yhtéloiden erilaiset rajapintojen jatkuvuusominaisuudet. N&aitd rajapin-
toja, jotka vaativat ratkaistavilta suureilta tietyn tyyppisid jatkuvuusominai-
suuksia ovat elementtien véliset rajapinnat. Lidke tdhan vaivaan loydettiin, ja
elementimenetelma on nykyisin sihkdmagnetiikassa yksi kiytetyimpia numee-
risia menetelmia.

16.1 Johdanto

Sahkomagneettisten kenttien kayttaytymistd kuvaava kenttéteoria sai huipennuk-
sensa James Clerk Maxwellin (1831-1879) tutkimuksissa vuosilta 1854-1879, jotka
taydensivat sdhkomagnetiikan suurmiesten André Marie Ampéren (1775-1836) ja
Michael Faradayn (1791-1867) tulokset. Maxwellin yhtéaloiden (1.20)-(1.24) synty-
méavuotena voidaan pitdd vuotta 1864, jolloin hén julkaisi kirjoituksen A dynamical
theory of the electromagnetic field |60, sivu 177].8 Maxwell kiytti siéhkomagneet-

1Sshkotekniikan ja sihkdmagnetismin teorian historiasta kiinnostuneelle voidaan suositella Ismo
Lindellin teosta Sdhkitekniikan historia [60].
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292 LUKU 16. Sédhkémagnetiikan numeerisia menetelmié

tisten kenttien kuvaamiseen kokoonpuristumattoman nesteen virtausanalogiaa. Pai-
neen vaikutuksesta liikkkuvan nesteen virtaviivat yhtyvit magneettisen voimakentén
vuoviivoihin.

Téasséa johdantoluvussa tarkastellaan Maxwellin yhtélon ratkaisujen luonnetta ja
suuri osa materiaalista perustuu Ismo Lindellin ja Ari Sihvolan kirjoihin séhkémag-
neettisesta kenttéteoriasta [22] sekd Juhani Pitkérannan luentomonisteeseen [G1].
Palautetaan nyt Maxwellin yhtélot uudelleen mieleen:

D
V x H:J+8a—t, (16.1a)
0B
V.-D =p, (16.1c)
V-B =0, (16.1d)
do
== 16.1
V-J o (16.1e)

jossa H on magneettikentdn voimakkuus, B magneettivuon tiheys, E sidhkokentéan
voimakkuus, D sdhkévuon tiheys, J sdhkovirran tiheys ja p varaustiheys. Yhtalo
(16.1a) on nimeltad Ampére-Maxwellin yhtalé. Faradayn laki (16.1b) ilmaisee mag-
neettivuon sdilymisen. Edella olevista viidesta yhtélosta vain kolme on riippumatto-
mia. Joko kolme ensimméista (16.1a)-(16.1c) tai yhtdlot (16.1a), (16.1b) ja (16.1e)
voidaan valita riippumattomiksi yhtaloiksi. Néisséd kolmessa yhtélossd on kuten-
kin viisi tuntematonta vektorisuuretta, joten tarvitaan konstitutiiviset yhtalot jotka
kuvaavat materiaalin kiaytaytymisté, jotta yhtalosysteemi sulkeutuisi ratkaistavak-
si systeemiksi. Rajoittumalla yksinkertaiseen lineaariseen ja isotrooppiseen malliin,
konstitutiiviset yhtélot, joita sahkdmagnetiikassa usein kutsutaan véliaineyhtéaloiksi,
voidaan kirjoittaa muodossa

D =¢F, (16.2a)
B — uH, (16.2)
J=0F, (16.2¢)

jossa € on permittiivisyys - kutsutaan myos dielektrisyysvakioksi, u magneettinen
permeabiliteetti ja o sihkonjohtavuus. Ideaalisille sihkoé johtaville aineille o = oo
ja télloin ideaalisille johteille sahkokentta havida, eli E = 0. Vastaavasti ideaalisille
eristeille siahkonjohtavuus ja siten sdhkovirran tiheys héviavét, eli o =0 ja J = 0.
Yleisemmaéssé tapauksessa véliaineyhtdlot (16.2a) ja (16.2b) ovat muotoa

D=¢E+P, (16.3a)
B = jio(H + M), (16.3b)

jossa €, o ovat tyhjon permittiivisyys ja permeabiliteetti, P on sihkoinen polarisaa-
tio ja M magnetoituma. Isotrooppiselle aineelle permittiivisyys ja permeabiliteetti
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16.1. Johdanto 293

ovat skalaareja, ja usein ne ilmaistaan dimensiottomien suhteellisen permittiivisyy-
den €, ja suhteellisen permeabiliteetin p, avulla

& =¢€/eg =1+ X, (16.4a)
fe = ft/po =1 + X, (16.4b)

jossa Ye, Xm ovat sdhkoinen ja magneettinen suskeptililiteetti. Séhkdinen permittii-
visyys ja magneettinen permeabiliteetti ovat kytkoksissa yhtalon

ep=c? (16.5)

valitykselld, ja jossa ¢ on valon nopeus.
Maxwellin yhtalot voidaan ilmasta myos integraalimuodossa

H-ds — i/D-dA+/J-dA, (16.6a)
9A dt J4 A
E-ds — —i/ B-dA, (16.6D)
9A dt 4
f D-dA:/QdV, (16.6¢)
oV %
B-dA =0, (16.6d)
oV
d
7{ J-dA:——/ odV, (16.6e)
oV dt Jy

jossa A on mielivaltainen avoin pinta jonka suljettu reunakéyrd on 0A ja V' on mie-
livaltainen tilavuus jonka suljettu pinta on 0V. Ylla olevien yhtéldiden perusteella
kahden eri aineen lahteettomaélla rajapinnalla on seuraavien ehtojen oltava voimassa

n x (E, — Es) = 0, (16.72)
n-(D; — Dy) =0, (16.7b)
nx (H, — Hy) = 0, (16.7¢)
n-(B, — By) =0, (16.7d)

jossa m on materiaalialueesta 2 alueeseen 1 osoittava yksikkonormaalivektori. Néista
neljasta ehdosta ainoastaan kaksi ovat toisistaan riippumatomia. Mikéli rajapinnalla
esiintyy pintavaraus pg tai pintavirta Jg, rajapintachdot on kirjoitettava muodossa

n+(D; — D3) = g, (16.8a)
nX(Hl—Hg):Js. (168b)

Rajapintaehtoja on kasitelty tarkemmin ldhteissa [22, Osa 1, sivut 61, 72, 137 ja
159] seka [17, sivut 9-10].
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294 LUKU 16. Sédhkémagnetiikan numeerisia menetelmié

16.2 Maxwellin yhtdlon ratkaisujen luonteesta

Maxwellin yhtéloita ratkaistaan harvoin niiden téydellisessd muodossa, vaan ongel-
man luonteesta riippuen saadaan helpommin ratkaistava systeemi jattamalla ratkais-
tavan ongelman kannalta merkityksettomat termit huomioon ottamatta. Se, misté
termeistd voidaan luopua, voidaan paatelld tarkastelemalla isotrooppisen ja lineaa-
risen aineen sihkomagneettista energiaa tilavuutta kohden

Wen=iD-E+1B.H. (16.9)

Energiatiheyden aikaderivaataksi saadaan -joidenkin véalivaiheiden jalkeen-

Mera 10 10
5 —ag P Bt 5B H)
—-J-E-V-(ExH), (16.10)

jossa vektoria E x H kutsutaan Poyntingin vektoriksi, ja sitd merkitdan usein sym-
bolilla § = E x H. Integroimalla yli tarkasteltavan alueen V', saadaan sdhkémag-
neettisen energian paikallisen sdilymislain (16.9) integraalimuotoiseksi esitykseksi

4 wede:—/J-EdV—/ S . ndA, (16.11)
dt Jy v oV

jossa m on alueen V reunapinnan yksikkéulkonormaalivektori. Energian séilymislait
(16.9) ja (16.11) tunnetaan Poyntingin teoreeman nimella.

Mareriaalikappaleen sdhkémagneettinen energia voi siten muuttua kahdella ta-
valla: (i) ldmmoksi teholla J - E tai (ii) sdteilemélld reunapinnan liapi teholla S.
Eristeissa virrantiheys J hévida ja energia siirtyy vain sédteilemalld. Derivoimalla
Ampéren-Maxwellin yhtélo (16.1a) puolittain ajalla, ja sijoittamalla magneettivuon
tiheyden B ja magneettikentdn voimakkuuden H vélinen konstitutiivinen yht&lo,
saadaan yhtilo V x B = D, jossa aikaderivaattaa on merkitty symbolin yli-
puolisella pisteelld. Sijoittamalla tdhdn Faradayn laki sekd séhkévuon tiheyden ja
sihkokentén vélinen konstitutiivinen yhteys, saadaan olettamalla permittiivisyys ja
permeabiliteetti vakioksi yhtélo

peE +V xVx E=0. (16.12)
Sahkomagnetiikassa tarvitaan usein identiteettia
Vx(VxE)=V(V-E)-AE, (16.13)
jossa A on Laplacen operattori ja jonka avulla yhtdlo (16.12) saadaan muotoon
ek +V(V-E)—AE =0. (16.14)
Gaussin laista (16.1c) ja véliaineyhtdlostd (16.2a) saadaan viimein muoto

pekl — AE = — 'V, (16.15)

Versio: kevat 2014
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joka on samaa tyyppid kuin johdantoluvussa esiintynyt aaltoyhtalé (1.18), eli hy-
perbolinen osittaisdifferentiaaliyhtalo.

Joissain tapauksissa siirrosvirta I on merkityksetén (esim. sdhkdmoottoreissa)
ja talloin Maxwellin yhtalot voidaan lausua muodossa

V x E =—-B, (16.16a)
Vxu'B=0cE. (16.16b)
Derivoimalla alempi yhtéloista puolittain ajalla, sijoittamalla sithen Faradayn lain

mukainen magneettivuon tiheyden aikaderivaatta sekd ottamalla identiteetti (16.13)
huomioon, saadaan yht&lo

ouE — AE = —¢'Vp. (16.17)

Tama on diffuusioyhtéalon kaltainen parabolinen osittaisdifferentiaaliyhtalo, katso
lukua 1.4.

Yleisesséd tapauksessa -olettaen kuitenkin materiaalivakioiden olevan paloittain
vakioita- saadaan muoto

pek + opE — AE = — V. (16.18)

Téassé esiintyvien vakioiden pe ja op suhteista voidaan paatelld ratkaisun luonteen-
piirteet. Ongelman luonteeseen vaikuttaa herétteen aikaskaalan suhde systeemin re-
laksaatioaikaan
t, =¢€/o. (16.19)

Mikéli systeemin aikaskaala ty on huomattavasti relaksaatioaikaa suurempi, eli to >
t., kiyttaytyviat Maxwellin yhtéalot dissipatiivisen parabolisen yhtélon luonteenpiir-
teiden mukaisesti. Vastaavasti yhtéloiden aaltoluonne on hallitseva kun herétteen
aikaskaala on huomattavasti relaksaatioaikaa pienempi, eli t, < t,.

Relaksaatioaika saadaan sdhkovarauksen sdilymisyhtélostd (16.1e) kun sijoite-
taan sithen véliaineyht&lot (16.2c) ja (16.2a), jolloin saadaan

o
o+ —0=0, (16.20)
€
joka on tavallinen differentiaaliyhtdlo. Sen ratkaisu on tunnetusti muotoa

o(z,t) = o(x,0) exp(—et/o). (16.21)

16.3 Staattiset kentat

Mikéli sahkdmagneettiset kentéit ovat ajallisesti muuttumattomia niin kytkenta sdhko-
ja magneettikentdn suureiden vililtd hévida ja ne voidaan ratkaista toisistaan riip-
pumatta. Staattista sihkokenttad kuvaavat yhtalot ovat
VxE=0, (16.22a)
V-D =, (16.22b)
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jotka toteavat staattisen sihkdkentdn pyorteettomyyden ja ettd varaustiheys on séah-
kévuon ldhde. Magnetostaattiset kenttayhtalot ovat vastaavasti

VxH=J, (16.23a)
V-B=0. (16.23b)

Tarkastellaan ensin sdhkostaattista tapausta. Yhtélostd (16.22a) ndhdédn, etté
sihkokentédn voimakkuusvektori E on pyorteeton. Talloin se voidaan esittaé skalaa-
rifunktion gradienttina F = —V¢. Funktiota ¢ kutsutaan sdhkostaattiseksi potenti-
aaliksi. Ottamalla véliaineyht&lo (16.2a) huomioon, saadaan Gaussin laista Poissonin
yhtalo

— V- (Vo) = o. (16.24)

Sahkostatiikassa kaikki materiaalit ovat joko johteita tai ideaalisia eristeita. Vahai-
sessd. madrinkin johtava eriste on sdahkostatiikassa kasiteltdava johteena, vaikkakin
stationdérisen tilan saavuttaminen tapahtuu hitaammin kuin johteella. Station&ari-
sen tilan saavuttamiseen tarvittavaa aikaa voi arvioida relaksaatioajan (16.19) avul-
la.

Johdekappaleen reunalla sédhkokentéan on toteutettava reunaehto

nx E=0, (r,y,2) €T, (16.25)

jossa m on reunapinnan [' normaalivektori. Tédten sdhkokentdn on oltava reunalla
sen normaalin suuntainen. Potentiaalin ¢ gradienttina E on kohtisuorassa vakiopo-
tentiaalipintoja vastaan, joten johdekappaleen reunapinta on vakiopotentiaalipinta,
eli

o = ¢y, (x,y,z) €T. (16.26)

Johdekappaleen sisélla ei ole varauksia, joten sen sisdlld ei ole sdhkokenttédakasn,
eli E = 0. Varaukset keskittyvét johteen pinnalle ohueksi kerrokseksi, jota voidaan
kuvata pintavarauksella ;.

Yhtalon (16.24) ratkaisu reunaehdolla (16.26) ei tuota elementtimenetelmalle
vaikeuksia. Se voidaan ratkaista jo aikaisemmin esitetylld tekniikalla.

Magnetostaattinen kenttd saadaan ratkaisemalla yhtalot (16.23a) ja (16.23b).
Magneettivuon tiheys on yhtélon (16.23b) perusteella ldhteeton. Téten se voidaan
lausua vektorikentédn roottorina, eli B = V x A. Sijoittamalla H = ' B = p~ 'V x
A Ampéren lakiin (16.23a), saadaan toisen kertaluvun osittaisdifferentiaaliyhtlo
vektoripotentiaalin A ratkaisemiseksi:

Vx(p'VxA)=J. (16.27)

On huomattava, ettd yhtélossa (16.27) oleva kaksoisroottorioperaattorin ydin ei
ole tyhja joukko. Tamé voidaan ndhda seuraavasti. Oletetaan, ettd A on yhtélon
(16.27) ratkaisu, talloin myos mikéd tahansa muotoa A" = A+V f oleva vektorikentté
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on yhtélon (16.27) ratkaisu, jossa f on mielivaltainen skalaarifuntio. Yksikésitteisyys
saavutetaan vaatimalla divergenssiehdon

V-A=0 (16.28)

toteutuminen. Yhtalo (16.28) on nimeltddn Coulombin ehto. Dynaamisen kenttéteh-
tdvan tapauksessa kiytetddn usein Lorenzin ehtoa. Siihen palataan myohemmin. On
huomattava, ettd magneettivuon tiheys B on kuitenkin yksikésitteisesti méaaratty
vaikka vektoripotentiaali A ei ole.

16.4 Vektoripotentiaaliyhtdalon numeerinen ratkaisu

16.4.1 Heikko muoto

Yhtélon (16.27) ratkaiseminen Galerkinin keinon elementtimenetelmélld kiyttéen
vektoripotentiaalin jokaiselle komponentille solmuinterpolaatiofunktioita osoittau-
tui fiaskoksi. Ongelman ydin on vektoripotentiaali A:n jatkuvuudessa eri materiaa-
lipintojen ja numeerisessa ratkaisussa elementtien rajapintojen yli. Yhtélon (16.27)
heikko muoto saadaan tavanomaiseen tapaan kertomalla se puolittain vektoriarvoi-
sella painofunktiolla A ja integroimalla ratkaisualueen yli:

/ AV x (u7'V x A)]dV = / A.Jav. (16.29)
Q Q

Symmetrinen Galerkinin keinon mukainen elementtimenetelmé saadaan kun deri-
vointioperaatiota siirretdédn painofunktiolle. Gaussin lauseen, eli divergenssikaavan
kiyttoa varten palautetaan mieliin vektori-identiteetti

Vi(axb)=(Vxa)b—aVxb. (16.30)

Sovelletaan tité kaavaa suureisiin @ = A ja b =pu'V x A, saadaan yhtilo (16.29)
muunnettua muotoon

/Q(v x A)(u7'V x A) dV—/QV-(A X (p7IV x A))dV = /Q A.Jav, (16.31)

josta se Gaussin lauseen avulla saadaan muotoon

/Q<V x A)-(u'V x A)dV = /

A. JdV+/ (Ax (u™'V x A))-ndA. (16.32)
Q

oN

Vektorikolmitulon vaihdannaisuuden perusteella ristitulon ja pistetulon paikkaa voi-
daan vaihtaa, tdten reunatermi voidaan muokata ja saadaan elementtimenetelmén
perustaksi soveltuva heikko muoto

/(v x A)-(n7'V x A)dV = / A-JdV+ | A(nx(p 'V x A))dA, (16.33)

'y
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jossa I'), on reunan osa, jossa probleeman luonnollinen reunachto on annettu.
Elementtikohtainen interpolaatio voidaan kirjoittaa muodossa

A© — Na® ja A= Nag©, (16.34)

jossa N on interpolaatiofunktiot sisaltéva matriisi. Heikosta muodosta (16.33) nah-
ddan heti, ettd elementtikohtainen osuus systeemin kerroinmatriisista on tuttua
muotoa

K<e>=/ BTDBaV, (16.35)
Qle)

jossa, B-matriisi on roottorioperaattorin diskreetti vastine, B = V x N, ja lineaa-
risen isotroppisen aineen viliaineyhtilossi matriisi D = p~11.

Rajoite-ehto (16.28) voidaan ottaa heikossa muodossa huomioon Lagrangen ker-
tojamenettelylld lisadmalla termit f(Vfl)p dV ja [ pV-A dV heikon muodon (16.29)
oikealle puolelle, jolloin saadaan

/QA-[V X (u~IV x A)]dV = /

Q
Suorittamalla osittaisintegroinnit myos lisédtyissé rajoitetermeissi, ja valitsemalla

A. Jdv+/(v-A)pdv+/ﬁv-Adv. (16.36)
Q Q

Lagrangen kertojat siten, ettd ne hévidvat alueen reunalla I', joten
/(p,a ‘n4pA-n)dAd =0 (16.37)
r

jolloin paadytdan viimeinkin kdyttokelpoiseen magnetostaattisen vektoripotentiaa-
liformulaation heikkoon muotoon

/(v x A)-(u 'V x A) dV+/ A-vpdv+/vp-Adv
Q Q Q
:/A-Jdv+/ A-(n x (1'V x A))dA. (16.38)
Q T'n

Valitsemalla Lagrangen kertojille elementti-iterpolaatio
p=N,p ja p=N,p", (16.39)

jossa p® ja ﬁ(e) ovat solmupistearvoista koostuvia vektoreita, voidaan elementti-
kohtainen kerroinmatriisi kirjoittaa muodossa

. K© (¢
Al = { c© o } (16.40)

jossa K© on sama kuin yhtilossé (16.35) ja rajoitematriisi C'® on muotoa

c = VNIN dv. (16.41)
Qle)

Lagrangen kertojille voidaan valita standardi Cy-jatkuva solmuinterpolaatio, mut-
ta vektoripotentiaalille ei voida kayttdd komponenteittain Cy-jatkuvaa solmuinter-
polaatiota. Syy tdhén on potentiaalivektorin A tangentiaalikomponentin jatkuvuus-
vaatimus elementtien rajapintojen yli.
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16.4.2 Ominaisarvotehtava aikaharmoniselle sahkokentalle

Ennen tangentiaalisesti jatkuvien interpolaatiofunktioiden konstruoimista, tarkas-
tellaan hieman vektoripotentiaaliongelmaa helpompaa tapausta. Otetaan lahtokoh-
daksi yhtélo (16.14), ja kirjoitetaan se nyt uudelleen muodossa

€E+V X (u'VxE)=0. (16.42)

Sijoitetaan tédhén aikaharmooninen yrite E = Eqexp(iwt), jolloin yhtalostd (16.42)
saadaan ominaisarvotehtava,

V x (u'V x Ey) = w?eE, aluessa (). (16.43)

Jatetdan jatkossa alaindeksi 0 pois. Heikko muoto saadaan vastaavalla tavalla kuin
vektoripotentiaaliyhtélollekin, kerrotaan painofunktioilla E ja integroidaan ratkai-
sualueen 2 yli. Osittaisintegroinnin jilkeen saadaan tulos

/(VXE)-(M_1VXE)dV—/E-[nx(u‘1VxE)] dA:WQ/eE-EdV (16.44)

Vektorikolmitulon vaihdannaisuuden perusteella ristin ja pisteen paikka voidaan
vaihtaa, joten reunatermin voidaan kirjoittaa muodossa

/ Enx(u 'V E)]dA = /(Exn)-(u_1V><E) dA = — /(an)-(M‘1VxE) dA.
r r r
(16.45)
Mikali probleemalle on annettu oleellinen reunaehto, resonaattorin tapauksessa n x
E = 0, taten myos testifunktion E:n on toteutettava n x E = 0.
Globaali ominaisarvotehtdva on siten muotoa

Ku = w’Mu, (16.46)

jossa globaalit matriisit K ja M kootaan elementtiosuuksista

K© = B'DBdv, M = NTeN dv. (16.47)
Qe Q)

Matriisi B on roottorioperaattorin diskreetti vastine ja D = p~'I, kuten matriisissa
(16.35). Vektori u sisdltédéd globaalit vapausasteet.

16.5 Roottoriyhteensopivat kantafunktiot

Tarkastellaan aluksi probleeman (16.43) ratkaisua tasossa. Yksinkertaisin mahdolli-
nen elementti on lineaarinen kolmioelementti. Vaatimalla vektorin F tangentiaali-
komponentin jatkuvuus elementin rajapintojen yli, on luonnollista valita vapausas-
teeksi vektorin tangentiaalikomponetti elementin kolmella reunaviivalla.
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Léahdetadn kuitenkin liikkeelle tavanomaisesta solmuinterpolaatiosta sdhkoken-
tan voimakkuusvektorin E kummallekin komponentille, eli

E:v - LlEml —|— LQE;BQ —|— LgEmg, ja Ey — LlEyl + LQEyQ —|— L3Ey3, (1648)

jossa L;:t ovat kolmion alakoordinaatit. Kuvan 16.1 mukaisesti sivun 7, joka yhdistaa
solmut 4 ja i+ vektorin E tangentiaalikomponentti on F,; = s E. Tarvittavat kolme
lisarajoitetta saadaan kun vaaditaan tangentiaalikomponentti vakioksi koko sivun
pituudella. Sivun i-suuntaisen yksikkotangenttivektorin lausekkeeksi saadaan

—

S; = [($i+1 — xi);+ (Yip1 — yz)j /i, (16.49)

jossa ¢; on sivun i pituus, £; = \/(zi+ — ;)2 + (yi+ — vi)?. Yksikkotangenttivektori
s voidaan lausua myo6s alakoordinaattien méarittelyssa kiytettavien kertoimien b;
ja ¢; avulla, katso lukua 4:

8= (cimi — ci)) /L. (16.50)
Sivun ¢ suuntainen E:n tangentiaalikomponentin interpolaatio on tietenkin

joka voidaan kirjoittaa sivun reunan suuntaisen dimensiottoman koordinaatin ¢ €
(—1, 1) funktiona muodossa (katso kuvaa 16.1)

Ey=1sl(Ei+ Byy) + s (Ei — E))C. (16.52)

Vaatimus tangentiaalikomponentin vakioisuudesta voidaan siten toteuttaa seuraa-
vien kahden ehdon avulla

s](E; + E;) = 2E,, (16.53a)
sl (Ey — E;) =0, (16.53b)
jotka auki kirjoitettuna ovat
Ci— (E:szr + Em) —
Ci (Briy — Eyi) —

i (Equr + Eyl) = 2Esi£i7 (1654&)

b
bi(Eyis — Eyi) = 0. (16.54b)

Laskemalla yhtalot puolittain yhteen saadaan
Ci By — by By = Bl (16.55)
ja vahentdamalld yhtélosta (16.54a) alempi yhtdlo (16.54b) saadaan vastaavasti
Cio By — by Eyi = Byl (16.56)
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Kuva 16.1: Lineaarinen sarméaelementti.

Yhtéalon (16.55) ilmaisema ehto on oltava voimassa myos sivulla i—, joten yhdis-
taméalla tdmén sivun yhtélo ehdon (16.56) kanssa johtaa yhtélosysteemiin

Ci—Exi — bi—Eyi = Esigia (1657&)
CiffEmi - bifnyi = Esi,fi,. (1657b)
Koska solmu 7 — — on sama kuin i+, voidaan eliminoitavat solmutuntemattomat F;

ja E,; ratkaista yhtélostéa

Ci—  —bi_ Ei . Egl;
l —Cit by ] { Ey; }_{ —Eq-l;- } (16.58)

Merkitdan kerroinmatrisiin determinanttia D; = ¢;_b;, — b;_c;, joten ratkaisu on

Em' = (bezEsz - bi—gifEsi7>/Di7 (1659&)
Ey = (cisliby — ci li Egi )/ D;. (16.59b)

Kirjoitetaan nyt interpolaatio (16.48) auki

3 3
b; b;
E,=> L;D'(b. E,; —b,_E, )= - =L, ) ;E, 16.60
> L7 )= (n- pon) 6B Goso

3 3
Ey=S LD e Ei—ci Eq )= (%Li - DC—_:LH) 0B, (16.60D)
i=1 i v ¢

Koska D; = D;; = 2A® havaitaan, etti alakordinaattien kertoimissa esiintyvit

derivaatat
3
OLi, = 0L,
E, = L;— —1L, . 16.61
x ;( &x 7 8l‘ H—) Ez S ( 66 a)
3
OLi, . 0L,
B,=)Y" < 3 L; — 8—yLH) (B, (16.61D)
i=1
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Vektorimuodossa lineaarinen sarméenterpolaatio voidaan kirjoittaa yksinkertaisessa
muodossa
E = Ne'9, (16.62)

jossa elementin solmupistevektori on el® = [E, Ey, Fy]?, ja interpolaatiofktio-
matrisi N on muotoa

N = [N1N2N3], jOSS& Nz = (L2VL2+ — LZJFVLZ)EZ (1663)
Helposti ndhdéén, ettd sdrmainterpolaatiofunktiot toteuttavat yhtalot

Interpolaatiossa (16.63) gradienttitermit ovat vakioita, joten sérméén 4 liittyva
interpolaatiofunktio on muotoa

Ni=> ff{e) { cb:f—_chL; } _ (16.65)
Sarmaan ¢ liittyva osuus matriisista B = V X N on skalaari
B, = b [Civh; — cibiy], (16.66)
2(Ale))2
joten koko 1 x 3-matriisi B on
B = ( Al(e>)2 [ (caby — c1ba)ly (cshy — cabs)ly (crbs — csby)ls . (16.67)

Esimerkki 16.1 Tarkastellaan terdasreunoilla ympdardidyn ilmaonkalon vardh-
telytaajuuksien madrittdmaistd alla olevan kuvan mukaisessa nelidalueessa ja
suind esiteylla elementtiverkolla. Kyseessi on ns. resonaattoriongelma.

71Y 8 9 ., .
A
5|6 T T
4 6 L P P
3 4 n
ap T I
1 2 T
—_— e
L
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Kaikki elementit ovat samanlaisia kun paikalliset solmut numeroidaan samalla
tavalla. Muodostetaan siten vain elementin 1 kerroinmatriisi ja ylla olevan

kuvan mukaisella solmunumeroinnilla:

bl = 0’ b2 = —%L’ b3 = %L’ 1= %L? C2 = 0) C3 = —%La

jolloin saadaan

B:é[\@ 1 1] (16.69)
Elementtimatriisi on siten
5| 2 V2 V2
KO==|y2 1 1 (16.70)
Flve 101
[ 2 V2 -2
KO =Z2|_2 1 1 =K® = K6 = g©® (16.71)
1 -2 1 1
2 =2 V2
KO=-Z2|_\2 1 -1 |=KW=-gOG_g® (16.72)

Elementtien paikallisten vapausasteiden liittyminen globaaleihin vapausastei-
siin on esitetty alla olevassa taulukossa.

11 2 3 5 6 7 8
1 1 3 1 6 8 6 8
2 - 2 4 - 5 7 -
3 2 - - 4 - -7
Globaali matriisi K on
K = (16.73)
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KD 4 k® @ 0 k(D 0 0 0 0
K + K§P K§? 0 0 0 0 0
KPRD o e ? 0 0
K@+ o K 0 o
kY 4+ k(9 0 0 K§9
B e g™ (D at
" ' KD LR K
symm. 3 K(?) ilKgg)
josta saadaan
(4 V2 0 V2 0 0 0 0 |
2 =2 0 0 0 0 0
4 0 v2 0 0 0
2 2 0 2 0 0 -
e V3 R
L 2 0 0 —v2
4 —V2 0
2 -2
symm. 4 |
(16.74)
Matriisin M (®) alkot ovat muotoa
M) = / ¢N;-N, dA. (16.75)
Qle)
Sarmaan ¢ liittyva interpolaatiofunktio on
¢ bivL; — b;L;
N, = — et (16.76)
2A4() cit Ly —ciLiy
joten
—L Lo+ L —L
N, =22 Ll Ny= | 2T N = ! (16.77)
Ly —Lo Ly+ L3

Matriisin M () komponenteiksi saadaan alakoordinaattien integrointikaavaa

(4.59) kéyttéen lausekkeet
M = e/ 8(L? + L3)dA = Lel?,
Qle)
2V2(—L1Ly — L1 L3+ L3)dA = 0,

2V2(L? — LiLo — LyL3)dA =0,

M) = e/( ((Ly + L3)? + L3) dA = Lel?,
Q(e)
M) = e/ 2(—LolLy — LyLy) dA = —kel?,
Qle)

/( )(L% + (L + L3)*) dA = Lel?.
Qe
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Koska globaaliin matriisiin ei tule yhtdan elementtien Még)—alkiota, on M

matriisi diagonaalinen
M© = lel’diag(4,1,4,1,1,4,1,4) = eL*M. (16.84)

Syntynyt algebrallinen ominaisarvotehtédvi voidaan kirjoittaa muodossa

K=\M (16.85)
jossa on merkitty
A = w?pel?. (16.86)
Ratkaisemalla ominaisarvot A yhtdlostd (16.85) saadaan kulmataajuudelle w
arvo 1 .
w = JX\//EL = \/XZ, (16.87)
jossa ¢ on valon nopeus onkalossa. Ratkaisuksi saadaan ominaisarvot
AM=0, w =0,
Ao =4,5838, wi = 2,141,
A3 =4,5838, w = 2,141,
Ay =12,000, wy = 3,464,
A5 = 24,000, w = 4,899,
Ag = 31,416, w; = 5,605,
A7 = 31,416, w = 5,605,
Ag = 36,000, w = 6, 000.
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