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Tehtédva 1: Tarkastellaan luentojen esimerkkié, jossa johdepalkki liikkuu kahden
johdelevyn vilissd homogeenisessid magneettikentéassé, ks. kuva. Kuvassa on piir-
retty tilanne ortonormaalin kannan (é1, é5, é3) madraaméain Karteesiseen koordi-
naatistoon ajanhetkelld t. Kanta (é;, €, é3) on ortonormaali pistetulolla - mitat-
tuna.
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Tarkastellaan Faradayn lakia pinnan S tapauksessa, ja tulkitaan pinnan venymi-
sen vaikutus pinnan ldpéisevdidn magneettivuohon muuttuvan pistetulon avulla.
Muutetaan siis pituuksien ja kulmien referenssia siten, ettd uutta referenssié vas-
ten mitattuna pinta pysyy ajan suhteen muuttumattomana. Tédméa tarkoittaa,
ettd kiytdmme uutta pistetuloa -/, jolla mitattuna kanta (€}, é,, é;), jossa
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on ortonormaali. Huomaa, ettd ajanhetkella ¢t = 0, kanta (€], é,, €;) tdsméa kan-
nan (€, és, €3) kanssa.



Nyt jokaisella ajanhetkelld ¢t mikd tahansa piste & € S voidaan antaa muodossa
T =), x;6; mutta myos muodossa T = ) . x;é;. (Koordinaatit z; ovat pisteen &

Eulerin koordinaatit ja koordinaatit x} sen Lagrangen koordinaatit!'.) Merkitd4n

x = (1, 29,23)" ja &’ = (27,25, 23)".

(a)  Anna koordinaatit z; koordinaattien z) ja ajan ¢ funktiona. M&&rité siis
kuvaus x siten, ettd = x(«’,t), eli komponenteittain x; = x;(x}, ¥}, 24, t).
(b)  Maérita nopeusvektorikenttd ¥ pinnalla S lausekkeesta

" OXi
(2, t) = =2 (2, ahy, b t)é;.
.0 = 3 Gt 0
Anna U'n komponentit kannassa (é1,és,¢é3) koordinaattien z; funktiona.

Tarkista, ettd kun x; = d + tv; niin nopeus on v;é;.
(c)  Perustele luennoilla esitetty tulos
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(Vektorikentta ¢ on nyt mééritelty koko pinnalla S.)

Lasketaan vield lopuksi pinnan S ldpéisevin magneettivuon aikaderivaatta lausek-
keesta d/dt [, B' -/ 7i'dd’, jossa B’ on pistetulon " suhteen mééritetty magneetti-
vuontiheysvektorikentta. Merkitédéan

B' = B}&, + Byéy + Bié,
B' = (B, By, By)",

ja
B = Bié1 + Baéy + Bsés,
B = (By, By, B3)".

Harjoitusten 1 perusteella tiedimme, ettd

B’ = |detF|F'B, (1)
jossa
d+;v1 0 0
F= 0 10
0 01

1. Kontinuumimekaniikassa Eulerin ja Lagrangen koordinaatteja kédytetédin materiaalikappalei-
siin kuuluville pisteille, mutta téssé vastaavia koordinaatteja voidaan kiyttdd myos ilma-alueen
pisteille, kun jaykén kappaleen liike tulkitaan ilma-alueen venymisena.



(Matriisi F' vastaa kontinuumimekaniikan “deformaatiogradienttia”.)
(d) Nayta yhtalon (1) avulla, ettd
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jossa siis pinta S ei muutu ajan suhteen vasemman puolen integraalissa.

Tehtava 2: Tarkastellaan aikaharmonista mallia pitkéssé ja kapeassa johdinpa-
rissa eteneville sihkomagneettiselle aallolle, ks. kuva. Mallinnetaan johtimet ja
niitd ympéroivat eristeet ideaalisina (ei limpohéavioita).
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Aikaharmonisessa mallissa jannitteen U(x3,t) ja virran I (zs,t) aikariippuvuus on
sinimuotoista:

Ul(zs,t) = Re{U(x3)e’"},
I(x3,t) = Re{l(x3)e’'},

jossa U(x3) ja I(x3) ovat kompleksiset jiannite ja virta.

(a) Hae reaaliosan Re{U(x3)e’'} lauseke. (Anna ensin kompleksiluku U(zs3)
osoitinmuodossa, |U (3)|e/e9(U(@2)) )

Jannite U ja virta [ ovat tédtd muotoa jos

(i)  generaattorin jénnite on aikaharmoninen (sinimuotoinen),



(ii) materiaalit (generaattorissa, johdinparissa ja kuormassa) ovat lineaarisia,
(iii) generaattorin jannite on ollut kytkettyné tarpeeksi kauan aikaa jotta aalto
on edennyt jirjestelmén joka osaan (transientit ovat vaimentuneet).

Luennoilla nédytettiin, etté jannite ja virta toteuttavat 1D-aaltoyhtalon xs-suunnassa,
esim.
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(b) Né&yté, ettd aikaharmonisessa tapauksessa tdmé voidaan pakottaa toteutu-
vaksi vaatimalla
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jossa v = jwv LC.
(c) Néyté, ettd kaikki muotoa

Ulxs) = Ufe 7 + Uy e™,

jossa U™ ja Uy ovat vakioita, olevat funktiot kiyvit ratkaisuksi yhtéilolle
(2).

(d) Hae termié U, e~7%3 vastaava aikatason ratkaisu. Perustele itsellesi, etti tii-
mé esittdéd generaattorilta kuormalle etenevid aaltoa. Miké on aallon (va-
kiovaihepisteen) etenemisnopeus?

Tuntemattomat vakiot Uy ja U, voidaan kiinnittdi antamalla reunachdot koh-
dissa z = 0 ja x = [, jolloin ratkaisu méérdytyy yksikésitteiseksi. Esimerkiksi
reunaehtoina voidaan kiinnittaa U(0) ja U(1)/1(1).

Tillaista pitkda ja kapeaa johdinparia, jolla ohjataan (tarkoituksella tai sattumal-
ta) sihkomagneettisia aaltoja, sanotaan siirtolinjaksi (engl. transmission line).

Palautustehtavia: Tarkastellaan kulmanopeudella w pyorivdan homopolaarige-
neraattorin tuottamaa jannitettd V', ks. kuva 1. Ma&rita jannitemittarin jénnite
V magneettivuontiheyden pystysuuntaisen komponentin B, kulmanopeuden w ja
sidteen R funktiona. Opastus: sovella Faradayn lakia sopivan ajassa muuttuvan
pinnan tapauksessa.



Kuva 1: Pyoriva kiekko ja siiné kiinni oleva tanko ovat ei-magnetoituvaa johdema-
teriaalia (esim. alumiinia). Jinnitemittari on kytketty harjaksin pyorivéén osaan
(mittari ei pyori). Kiekko on kohtisuorassa homogeenista ajan suhteen muuttu-
matonta magneettikenttad vasten.

Téaydentavaa tietoa: Palautustehtdvin sdhkémekaaninen jérjestelma toimii myos
toiseen suuntaan: kytkemélld jannitemittarin paikalle janniteldhde, saadaan pai-
kallaan oleva johdekiekko pydrimédéan. Tadmén kaltaisen homopolaarimoottorin
voit tehd& helposti kiinnittamélla (johtavan) nappimagneetin sormipariston péé-
hén, ja kytkemalld kuparijohtimen sormipariston vastakkaisesta pédstd nappi-
magneetin reunaan.



