MEI-55100 Mallintamisen perusteet
Harjoitus 4

1. Symmetrisen matriisin A karakteristinen yht&lo on
det(A — M) = - X+ LN+ LA+ I3 =0,
jossa kertoimet Iy, I, I3 ovat matriisin A pédinvariantit:

Il = tl"A,
I = (tr(A%) — (trA)?),
I; = det A = itr(A)° — LtrAtr(A?) + L(trA)°.

Johda invarianttien trA,tr(A?),tr(A®) lausekkeet pédinvarianttien I, I, ja I
avulla.

2. Isotrooppisen termoelastisen aineen konstitutiiviset yhtélot voidaan kirjoittaa
yleisessd muodossa

o =agl + aqe + ase?
a3g @ g +as(eg®g+g®ge)+aeg ey,
q =019 + faeg + Bse’g,
W =W (0, tre, tre* tre’ g - g, g-€g, g-€*g),

jossa @ on lampdétila, g lampovuovektori, g = gradf ja e, o ovat muodonmuutos-
ja jannitystensorit. Skalaarikertoimet «y,...,as, 8,..., 83 ovat funktion W ar-
gumentteina olevien kuuden skalaarinvariantin ja lampétilan funktioita.

(a) Termodynamiikan toisesta padsadnnosta johdettu dissipaatioepayhtédlo on

q-9g
—=—=>0.
9 -

Mita rajoitteita se asettaa edelld esitetylle mallille?

(b) Kirjoita linearisoidut konstitutiiviset yhtalot. Mité riippuvuuksia jéljelle jaa-
neilld kertoimilla voi olla?



Palautustehtivi: Ulkoinen magneettikenttéd aiheuttaa ferromagneettisen aineeseen
venymid. [lmiota kutsutaan magnetostriktioksi. Isotrooppisen kimmoisen aineen mag-
netostriktiota mallintava muodonmuutosenergiafunktio W riippuu siten esimerkiksi
muodonmuutostensorista € ja magneettikentdn voimakkuusvektorista H [A/m], eli
W =W (e, H). Téten se voidaan lausua funktiona kuudesta invariantista

W =W(I, I, I3, 14, I5, Ig),

jossa Iy = tre, [, = ttre?, [y = stre®, I, = H - H,I; = tr(H®eH),Ig = tr (H®
e?H). Jinnitys o saadaan muodonmuutosenergiatiheydesti seuraavasti:

ow 1
= — H®H--(H-H)I).
Termié po(H @ H — (H - H)/2)I) kutsutaan Maxwellin jannitystensoriksi. Magneetti-
vuon tiheyden B ja magneettikentdn voimakkuuden H valinen konstitutiivinen yhtélo
voidaan kirjoittaa muodossa

B = uo(H + M).

jossa fig on tyhjion magneettinen permeabiliteetti (47 - 1077 [Vs/Am]). Magnetisaatio
M saadaan muodonmuutosenergian W avulla seuraavasti:

ow

M=——.
Ho 9H

Muodosta energialauseke W siten, ettd jannityksen ja venymén vililld on lineaarinen
riippuvuus ja ettd myods magneettinen kidyttdytyminen on lineaarista, eli ylla oleva
yhtélod voidaan kirjoittaa muodossa

jossa y on aineen suskeptibilitetti (laaduton suure ja ferromagneettisille aineille x >
1).!

Mikili B on z-akselin suuntainen, eli B = (B,0,0)T, miiritd jinnityksettoméin
kappaleen venyméa x-akselin seké sitd vastaan poikittaisessa suunnassa. Maaritd myos
magneettikentéin aiheuttama tilavuudenmuutos.

Ohje: Kirjoita muodonmuutosenergian W lauseke invarianttien I;,7 = 1,...,6 po-

lynomisarjakehitelména
6
W= > awl,
i=1 k=1,...

jossa kertoimet a; voivat olla invarianttien funktioita. Vaadittu lineaarisuusvaatimus
asettaa kertoimille oy, ja sallituille invarianttien potensseille tiukat rajoitteet. Huomaa
myos, ettd mikéli magneettikenttd haviaa tuloksena pitda olla klassisen kimmoteorian
mukaiset konstitutiiviset yhtalot.

IFerromagneettisten aineiden magneettinen kiyttédytyminen on todellisuudessa hyvin epélineaaris-
ta.



