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Tehtava 1: Tarkastellaan virtastationdéristd mallia kuvan alueessa €2, kun jan-
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on kiinnitetty. (Kyseessé on abstrakti malli, mutta ei anneta sen haitata. Esimerk-
kind alueesta €2 voisi olla vaikka ihmisen keho, johon kytkettyjen elektrodien I'¢,
ja I, vilille kytketddn jannite.)

AixE=0

St
I
o

=T, +T.,+T;

AxE=0

=

Parin (E,J) méritteleviit yhtilst alueessa Q ovat

CurlE =0
divJ =0
J =gE,

jossa johtavuus g on paikan funktio, mutta ei riipu E:sté (oletetaan lineaariset
materiaalit).
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kaikilla poluilla C” jotka alkavat I'.,:1ta ja paattyvit I, :lle. (TAmé tarkoit-
taa, ettd I'e,:n ja I'ey:n vélinen jannite on hyvin mééritelty késite.)

(b)  Kirjoita ratkaistava osittaisdifferentiaaliyhtil potentiaalille ¢ (E = —grady)
ja tilannetta vastaavat (Dirichlet:n ja Neumannin) reunaehdot.

Tehtiava 2: Todenna, etté edellisessé tehtavissi alueessa €2 lammoksi muuttunut
teho voidaan antaa jannitteen ja virran tulona. N&ytéa siis, ettéa
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jossa I = [, J - fida (normaalivektori # on ulkonormaali). Opastus: Anna
€1
ensin £ muodossa E = —grady ja kdytd tulon derivointikaavaa div(eJ) =

grady - J + gpdivf. Talld tavoin saat ilmaistua tehon integraalina reunan 02
yli, ja voit hyodyntaé tilanteen reunaehdot.

Tehtava 3: Edelld tarkastellussa esimerkkitilanteessa on olemassa lineaarinen
kuvaus G jannitteiltd virroille. Jos jannite U ja virta I samaistetaan reaalilukui-
hin, niin tdmé tarkoittaa, ettd kuvaus

G:RoR, GU) =1

on lineaarinen. Kuvauksen lineaarisuus puolestaan tarkoittaa, etta skalaarilla ker-
tominen ja yhteenlasku voidaan tehda ennen tai jalkeen kuvauksen.

Todenna, ettéd kenttdayhtaloiden lineaarisuus implikoi kuvauksen G on lineaarisuu-
den. Néayta siis, etta

(i) G(aU) =ag(U) kaikilla o € R ja kaikilla jannitteilld U,

(il) G(Uy + Us) = G(Uy) 4+ G(Us) kaikilla jannitteilla U; ja Us.

Opastus: Kohdassa (i) todenna ensin, etté jos jannitettd U skaalataan o:lla niin

kenttédyhtaloiden ratkaisu (E L J) ) skaalautuu c:lla. Virran saat integroimalla skaa-
lattua virrantiheytta. Kohta (ii) vastaavasti.

Koska kuvaus G : R — R on lineaarinen, voimme ilmaista sen vakiolla G € R, ts.
1 =GU,

jossa G on konduktanssi. Sen arvo riippuu johtavuudesta g ja tarkastelualueen
geometriasta seké valituista kytkentdkohdista I, ja I'c,. Kddntden: tdma kaikki
informaatio on saatu pakattua yhteen reaalilukuun G.



Palautustehtivia: Edella késitellyssé tilanteessa voidaan konduktanssin G arvo
madrittdd (tehtiavien 2 ja 3 nojalla) kaavasta
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jossa pari (E,J) on virtastationdirinen kenttd jénnitteelld U. (Lineaarisuuden
takia G arvo ei riipu kdytetystd jannitteen U arvosta.)

Esimerkkiné edelld kasitellysté tilanteesta tarkastellaan sylinteriméistéa kappalet-
ta €, jossa johtavuus g on vakio. Kappaleen pituus é;-suuntaan on d, ja poikki-
leikkauksen pinta-ala on vakio A.
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Téssé tilanteessa pari (E, ) alueessa {2 on muotoa

— —

E = Eé, J=gkeé, (2)

jossa E7 on vakio.

(a) Todenna, ettéi kaikki muotoa (2) olevat parit (E, .J) toteuttavat alueessa €

yhtalot
curlE = 0
divJ =0
J = gE,
ja reunalla 02 yhtélot
J-i=0 T;:l4
ixE=0 T, :lijal,,:la



(b) Kiinnité sitten vakio By mééradmalld jinnite U = [, E - dl.

(c) Maéritd G arvo kaavan (1) avulla. (G:n arvo tulee riippumaan johtavuu-
desta g ja geometrisista vakioista d, A.)

(d) Néyté, ettd vakio Fj voitaisiin kiinnittdd myos kiinnittamalld virta I =
fFel J - itda. (Ts. ratkaisu (2) voidaan médriti yksikisitteiseksi myds kiin-
nittamalld jannitteen sijasta virta.)

Taydentavad tietoa: Analogisesti edellisen analyysin kanssa saadaan sdhkostaat-
tisen mallin tapauksessa (olettaen vastaavat reunaechdot ja sdhkévuontiheyden
lahteettomyys alueessa 2) lineaarinen riippuvuus jannitteen U ja sdhkévuon
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vilille. Formaalisti ilmaistuna ®, = CU, jossa C on kapasitanssi. Kapasitanssi
saadaan madritettyéd yhtalostéa
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jossa pari (E,ﬁ) on staattinen sdhkokenttd jannitteelld U. Magnetostaattisen
mallin tapauksessa (olettaen vastaavat reunachdot ja magneettikentén voimak-
kuuden pyorteettomyys alueessa 1) saadaan lineaarinen riippuvuus magneetti-
vuon P ja ns. magneettijannitteen
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vélille. Formaalisti ilmaistuna ® = P,,U,,, jossa P,, on permeanssi. Permeanssi

saadaan madritettyéd yhtalostéa
Q

jossa pari (B, H) on staattinen magneettikenttd magneettijannitteelld U,,. Huo-

maa: Jos U, tdsmad johtimessa kulkevan virran I kanssa (vrt. Amperen laki)
niin permanssi P, ja induktanssi L ovat yksi ja sama asia.



