MEI-55100 Mallintamisen perusteet
Harjoitus 1, kevat 2015
Tuomas Kovanen

Tehtiva 1: Todenna (luennoilla esitettyjen) roottorin ja divergenssin mééritel-
mien avulla, etta

div curld = 0
curl gradf =0

kaikilla derivoituvilla vektorikentilli A ja skalaarifunktioilla f. Opastus: reunan
reuna on tyhjé joukko, ja integraali tyhjén joukon yli on nolla.

Tehtiava 2: Luennoilla esitetyssa esimerkissé tarkasteltiin séhkokenttda ja tes-
tivaraukseen tehtyé tyotd kahden yhdensuuntaisen vastakkaisesti varatun levyn
viilissi (alue Q C V3). Aluksi kiiytimme pistetuloa

VX VPSR,

jolla mitattuna V3:n kanta (é;, és, é3) on ortonormaali. TAmén kannan maArii-
méssid Karteesisessa (z1, e, x3)-koordinaatistossa levyt ovat kohtisuorassa z;-
akseliin ndhden kohdissa z; = 0 ja x1 = a. Kyseisen pistetulon suhteen miéa-
ritettynd sahkokentdn voimakkuus -vektorikentta on E = E¢é; alueessa (jossa
E, on vakiofunktio (2:ssa). Toisella pistetulolla - mitattuna kanta (€, é,, é}) =
(é1/2, €9, €3) on ortonormaali, ja tdmén pistetulon suhteen madritetty sihkoken-
téin voimakkuus -vektorikenttii on E' = E!¢é| + E}é, + E4él, jossa E| = Fy /2.

(a) Todenna, ettd B = E} = 0. (Opastus: tarkastele tehtyé tyoté, kun testiva-
rausta siirretdén é;:n ja és:n suuntaisia polkuja pitkin.)

(b)  Piirré levyt kannan (€], é), &) médraamédn Karteesiseen koordinaatistoon.

(c) Anna E’ kannassa (é1, €9, €3) jossa £ = E1é;. (Ndin huomaat, etté todella-
kin £ # E.)

Tehtava 3: Tarkastellaan homogeenista magneettikenttdd kahden yhdensuun-
taisen virrallisen levyn vilissi (alue Q C V3). Kiinnitetdén pistetulo - ja orto-
normaali kanta (€1, és, é3) siten, ettd tAmén kannan méadrddméssi Karteesisessa
(x1, 9, x3)-koordinaatistossa levyjen poikkileikkaus niyttééd seuraavalta:
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Lasketaan pinnan S magneettivuo, kun pinnan ldvistyssuunnaksi valitaan suunta
€3.

Parametrisoidaan ensin pinta S esimerkiksi koordinaateilla x; ja xo. Téma para-
metrisointi on kuvaus
Y :[0,a] x [0,b] = Q C V?, F(x1,35) = 3161 + 3263 + cés,

jossa ¢ on pinnan xs-koordinaatti.

(a)  Laske ristitulo 87 X 88;
2

(b) Laske pinnan S magneettlvuo integraalista
07 -
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jossa || - || on pistetulon tuottama normi. (Téssé integrointikaavassa voitai-
siin kdyttaa mitd tahansa pinnan S parametrisointia.)

Kéytetddn seuraavaksi toista pistetuloa - jonka mukaan kanta (€), é,, é5) = (é1, é2/2, é3)
on ortonormaali. (T's. muutetaan pituuksien ja kulmien referenssia siten, etti é;:n
suuntainen yksikkosiirtyméa onkin vain puolet edellisesté.) Integraalin laskemisek-

si kiytetddn (esimerkiksi) samaa pinnan parametrisointia 4 kuin edella.

(c)  Laske ristitulo 87 X 67 -, jossa ristitulo on nyt uuteen pistetuloon - liitty-

9 ortonormaalissa kannassa

vé ristitulo. Anna siis ensin vektorit 87 ja 529

(€1, €5, €3).



(d) Merkitddn pistetulon " suhteen méaéritettyd magneettivuontiheys -vektorikenttaé
B’:lla. Laske pinnan S magneettivuo integraalista

/ B/ i#dd = / / B 8:10 67 oo drads
1

(Anna B’ muodossa B’ = > Bié.)
(e)  Mika tulee olla Bj:n ja Bsn suhde, jotta kohdissa (b) ja (d) saadaan sama
vuo?

Samaan tapaan kuin tehtdvéssd 1 naytimme, ettd E) = Ej = 0, voitaisiin nyt
niyttiad (tarkastelemalla z1- ja zo-akselia vastaan kohtisuorassa olevien pintojen
magneettivuota), ettd B] = B) = 0.

Palautustehtavi: Pistetulon - suhteen méaritetty sahkokentédnvoimakkuusvek-
tori mallinnusalueen  C V3 pisteessi 7 on E (Z). Merkitaan téata lyhyesti E:lld
merkintdjen yksinkertaistamiseksi. Vektoriavaruuteen V3 on annettu ortonormaa-
li kanta (€1, é, é3). Merkitéén, etté

E = E1é; + Eséo + Esés,
E = (El> E27 E3)T>

jossa yldindeksi T' tarkoittaa transpoosia.

Toisen pistetulon - mukaan kanta (&}, é, €3), jossa
A~/ ~ .
€ :E Ej€i7 ]:17273
i

on ortonormaali. Merkitdan, ettéa

Fi, Fip Fis
F=| Fy Fy Iy
Fs1 Fsy F

Koska vektorit €/, é,, €, muodostavat kannan, ovat ndméa vektorit lineaarisesti
riippumattomia. Tamé tarkoittaa, ettd det F' # 0. Pistetulon - suhteen mééri-
tetty sdhkokenttivektori pisteessi 7 on E' (Z), jota merkitsemme lyhyesti Ella.
Merkitédan liséksi, etta

E' = E\é, + Eyé, + Eié,,
E' = (B}, By, B3)".



Néyta, etté testivarauksen ¢ infinitesimaaliseen (virtuaaliseen) siirtyméaan liittyva
tyo on riippumaton pistetulon valinnasta, ts.

qFE -dl =qE' ' dl vdl € V3, (1)
jos ja vain jos

E'=F"E. (2)

Jaetaan tehtava osiin:

(a) Anna mielivaltainen vektori dI muodossa di}é; + di}é), + dl4é, ja selviti
miten annat tdmén vektorin komponentit kannassa (é1, é, €3) matriisin F
ja komponenttien dl},dl}, dl; avulla.

(b) Nayté, ettd (1) implikoi (2):mn ja (2) implikoi (1)m. (Tarvitset (a)-kohdan
tulosta pistetulon E - dI laskemisessa. )

Taydentavad tietoa: Vastaavalla tavalla voisimme néayttad, ettd magneettivuon-
tiheydelle tulee toteutua B’ = |det(F)|F~'B jotta pinta-alkion magneettivuo
on pistetulosta riippumaton. Huomaa, ettd tdmé& muunnoskaava on eri kaava
kuin sdhkokentdnvoimakkuusvektorilla. Téamé tarkoittaa, ettd sdhkokentédnvoi-
makkuus ja magneettivuontiheys ovat pohjimmiltaan erityyppisid suureita, vaik-
ka molempia mallinnetaankin klassisissa oppikirjoissa tavallisilla vektoreilla.



