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Tehtava 1
Eradn litkkeen kuvaus materiaalikoordinaattien X avulla on annettu muodossa
1 = exp(at) Xy — exp(—at) X, xo =exp(at)X; +exp(—at)Xs, z3=X3. (1)

Maaritd nopeuden ja kiihtyvyyden lausekkeet materiaali- ja spatiaalikoordinaattien
avulla, eli Vi = Vg (X1, 1), Ax = Ax(X1,t) ja v; = vi(xg, t), a; = a;(z, t).

Ratkaisu

Nopeusvektorin materiaalinen esitys

d.ﬁlfl

Vi =~ = alexp(at) Xy + exp(—at) Xy,
d

Vo = % = alexp(at) X — exp(—at) Xy,

Vs =0,

Spatiaalinen esitysmuoto saadaan v(z,t) = V(x ! (z,t),t), joten on méiritettavi liik-
keen (1) kddnteiskuvaus

X1 = %exp(—at)(;cl +x2), Xo= %exp(ozt)(xg — 1), X3=um3.

Nopeuden avaruudelliseksi esitysmuodoksi saadaansiten

v = af3(zy + 22) + 5(22 — 21)] = aw,
vy = af3(z1 + T2) — 3 (22 — 11)] = awy,
V3 = 0.

Kiihtyvyyden lausekkeet saadaan yksinkertaisimmin kayttden materiaalista muotoa

d
A = d—‘? = o’lexp(at)X; — exp(—at) X,
d
Ay = d_‘f = o’[exp(at) X + exp(—at) X,
A3 =0.

Tsta saadaan kiihtyvyyden avaruudelliset lausekkeet
a; = a2:c1, ay = a2x2, as = 0.

Hahmottele nopeuskentén kuvaajaa eli piirrd nopeusvektoktoreita joissain avaruuden
pisteissa.



Tehtava 2

Liike on annettu muodossa

Xy

— =X = X;. 2
1+ix, 270 BT as (2)

X1

Madrita tiheys p sekéd materiaalikoordinaattien X ettd spatiaalikoordinaattien x avulla
(i) integroimalla jatkuvuusyhtalo

d
d_f + pdivv = 0,

ja (ii) deformaatiogradientin avulla.

Ratkaisu

Liikkeen kuvaus on ny annettu materiaalikoordinaattien Xy avulla
x=x(X,1).

Muodostetaan ensin jatkoa silmilléipitien kifinteiskuvaus x~!(z,t), ja se on tehtdvin
tapauksessa

T

X Xo =xy, X3=us. (3)

T 1 atry’
Nopeusvektorin materiaalinen muoto saadaan helposti derivoimalla liikkeen kuvaus (2)

ajan suhteen

d%l &cl X12
ViXt)=—="l=_q—"1___
X0 =" =% W+ atx)?’

josta helposti havaitaan, etté liikkeen spatiaalinen muoto on
vi(z,t) = —ax?.

Massan taseyhtélo, eli jatkuvuusyhtdlo voidaan kirjoittaa muodossa

d
d—f + pdivup + pdive = 0,

jossa div on spatiaalinen divergenssioperaattori, eli derivointi suoritetaan spatiaali-
koordinaattien  suhteen ja p on tiheyden materiaalinen aikaderivaatta. Suorittamalla
derivointi saadaan

p — p2axy,

d X
/_pZQ/Ldt’
P 1+OZtX1

Inp=2In(l+atX;)+C.

josta saadaan integraali

josta integroimalla saadaan

Merkitseméllé tiheyttd ajanhetkelld 0 symbolilla pg, saadaan integroimisvakiolle C' arvo
C = Inpy, joten
Inp — Inf[pe(1 + atXy)].
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Téten tiheyden materiaalinen esitysmuoto on
p(X,t) = po(1+ atX;)> (4)

Kéyttamalla liikkeen kddnteiskuvausta (3) saadaan tiheyden spatiaalinen muoto

Po
)= —M—m—.
p(mu ) (]_—OétlL‘l)Q

Liikkeen kuvauksesta (2) saadaan deformaatiogradientti, jonka 11-komponentti on

Foo— 81’1 . 1
TTOX T (Tt atx))?

Johdetaan deformaatiogradientin determinantin J = det F' seké alkutilan ja nykytilan
tiheyksien vélinen relaatio. Massan siilymisen perusteella differentiaalinen massa-alkio
dm on sama seké alku- ettd nykytilassa

dm = podV = pdv = pJdV.
Titen pg = Jp, eli p = J tpy, nyt J = Fy;, joten
p = po(l + CYtXl)Z.

Tulos on tietenkin sama kuin on saatu yhtélossi (4).

Tehtéava 3

Kaksidimensioinen deformaatio on annettu lausekkeilla
T :4L—2X1 —XQ, ) :2L+%X1 —%XQ

Magrita deformaatiogradientti ja sen kdanteiskuvaus ja tutki mihin nelic 0 < X, Xy, <

L kuvautuu deformoituneessa tilassa. Miritd materiaalisen vektorin ag = (1/v/2,1/v/2)7
kuva a deformoituneessa tilassa. Maaritd myos materiaalinen vektori b, jonka kuva
on spatiaalinen vektori b = (1,0)7.

Ratkaisu

Maaritetddn nurkkapisteiden koordinaatit deformoituneessa tilassa. Origo kuvautuu
pisteeksi (4L,2L). Piste (L,0) kuvautuu pisteeksi (2L,7/2L), piste (L, L) pisteeksi
(L,3L), piste (0, L) pisteeksi (3L,3/2L).
Deformaatiogradientti on karteesisessa suorakulmaisessa koordinaatistossa lausut-
tuna
851%'

Fi; = :
X,

Kaianteiskuvaus on



Materiaalinen vektori ag = (1/v/2,1/4/2)T kuvautuu vektoriksi

a:Fa():%(_l?)), la| = V/5.

Vastaavasti spatiaalisen vektorin b materiaalinen alkukuva on

bo— F'b— —é ( : ) bl = V275,

Piira kuval



