MEI-55100 Mallintamisen perusteet
Harjoitus 4

Tehtava 1
Symmetrisen matriisin A karakteristinen yhtélo on
det(A —AI) = -\ + [LA* + LA+ I3 =0,
jossa kertoimet I, I, I3 ovat matriisin A padinvariantit:
Il = tI‘A,
I, = %(tr(AQ) — (trA)?),
I; = det A = $tr(A%) — LtrAtr(A?) + L(trA)°.

Johda invarianttien trA, tr(A?), tr(A*) lausekkeet padinvarianttien I1, I5 ja I3 avulla.

Ratkaisu

Heti nihdédn, ettd trA = I, ja tr(A?) = 21, + I?. Puuttuva yhteys saadaan kun
muistetaan, ettd matriisi toteuttaa oman karakteristisen yhtalonsa, eli

~A*+ LA+ LA+ LI=0.
Otetaan jélki, jolloin saadaan

tr(A%) = Litr(A?) + Ltr(A) + 313 = I} + 3115 + 315.

Tehtava 2

Isotrooppisen termoelastisen aineen konstitutiiviset yhtalot voidaan kirjoittaa yleisessé
muodossa

o =agl + aqe + ase?
T asg®g+ou(eg®g+gQge)+aseg Weg,
q =prg + Paeg + Bae’y,
W =W (0,tre, tre?, tre®, g - g, g-€g, g-€*g),
jossa € on absoluuttinen lampdétila, g lampovuovektori, g = gradf ja €,0 ovat muo-

donmuutos- ja jannitystensorit. Skalaarikertoimet «p, ..., as, 31,..., 83 ovat funktion
W argumentteina olevien kuuden skalaarinvariantin ja lampotilan funktioita.

1. Termodynamiikan toisesta padsdannostéa johdettu dissipaatioepéayhtald on

q-9g
——=>0.
9 -

Mita rajoitteita se asettaa edelld esitetylle mallille?

2. Kirjoita linearisoidut konstitutiiviset yhtalot. Mita riippuvuuksia jéljelle jaaneilla
kertoimilla voi olla?



Ratkaisu
Koska absoluuttinen lampdétila on aina positiivinen, saadaan
q-9=7019-g+beeg-g+e’g-g <0
Otaksutaan ensin prosessi, jossa ei tapahdu muodonmuutoksia. Téalloin
q-9=pg-9=<0,

joten kertoimen fJ; on toteutettava f; < 0. Mielivaltaiselle prosessille kertoimen [
on havittava, jotta epayhtdlo toteutuisi kaikille € ja g, seké kertoimen 3 on oltava
negatiivinen. Téten siis

q-9=/,19-9+0Bg€g<0, B, <0
Linearisoidut yhtéalot ovat

o = oagl + o€,

q= g,

ja kertoimet «y sekd (1 ovat vakioita, seké kerroin ag = agg + aoitre, jossa agg ja agr
ovat vakioita.



