MEI-55100 Mallintamisen perusteet
Harjoitus 2

Tehtava 1

Dyadin a® b, jossa a, b € R3 jilki on skalaari jota merkitiin tr(a® b) ja midritelliin
pistetulona

tr(a®b)=a-b. (1)

1. Mikali vektorit @ ja b on annettu suorakulmaisessa ortonormaalissa kannassa é;,
eli esimerkiksi @ = a;€; = a1 é; + ayés + azés, niin miiritd tr(a ® b).

2. Toisen kertaluvun tensori A on edeld mainitussa kannassa kirjoitettuna muotoa

Maarita trA.

Ratkaisu

Einsteinin summaussédantod kdytten saadaan kompaktisti
tr(a ® b) =a-b= (aiéi)-(ajéj) = a,-bjéi-éj = aibjcsij = albl
Toisen kertaluvun tensorin jalki vastaavasti

tr(A) = tr(A”éz X é]) = A”tr(éz X é]) = Aijéi'é]’ = Aijéij = A”

Tehtava 2

Vektorin a gradientin integraali voidaan laskea lausekkeella

/grada dv = / a ® nda, (3)

Q o0

jossa n on pinnan 9 yksikkéulkonormaali. Midritellizin alueen © € R3 keskiméiiridinen
infinitesimaalinen muodonmuutos & yhtalolla

vol(2)e = /edv. (4)

Q

Niyts, etti

2
0

vol(Q)e = l/(u ®@n+nu)da, (5)

jossa vektori w on siirtymékentté ja n on reunapinnan 0f) yksikkoéulkonormaali. Téaten
keskiméardinen muodonmuutos alueessa () riippuu vain siirtymén w reuna-arvoista.

Taydetavaa tietoa: Kyseinen yhtalo on keskeisessé roolissa materiaalimallien muo-
dostamisessa, jossa mikroskaalassa ratkaistut suureet muunnetaan homogenisoimalla
makroskaalan suureiksi kayttden hyviksi edustavaa tilavuusalkiota (2 (engl. represen-
tative volume element).



Ratkaisu

Sijoitetaan muodonmuutostensorin lauseke

vol(Q)e = /sdv = /%(gradu + (gradu)”)dv = %/(u @n+ (u®n))da
Q o9

Q
:%/(u@)n—f—n@u)da.
o0

Mieti mten todistaisit yhtalon (3).

Tehtéava 2

Tarkastelleen oheisen kuvan mukaista kaksileikkeisté liimaliitosta, jota kuormitetaan
vetavalla vaakasuoralla voimalla F'. Johda tasapainoyhtéld liitosalueen jannitystilan
médrittamiseksi. Liitosaslueen pituus on L, uloimpien leikkeiden paksuus h/2 ja kes-
kimméisen leikkeen paksuus on h ja leikkeiden leveys b. Oleta, etté leikkeissé vaikuttava
normaalivoima on vakio leikkeen korkeuden suhteen ja liukuma ~ liimaliitoksessa, jon-
ka paksuus on t < h, voidaan olettaa paksuussuunnassa vakioksi ja se voidaan laskea
leikkeiden vélisestd vaakasuorasta siirtyméerosta

U — U
t b

/y:

jossa u; on keskimmaéisen leikkeen vaakasuora siirtymaé ja us on ulkopuolisten leikkeiden
vaakasuora siirtymé. Ota symmetria huomioon ja tarkastele liitosalueen tasapainoa
oheisen kuvan mukaisesti. Miké on liitosalueen leikkausjannityksen jakauma? Liiman
leikkauskerroin on Gy ja liitettéivien leikkeiden kimmokerroin on E.
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Ratkaisu

Kehittdmalld termi oy (z + dx) Taylorin sarjaksi saadaan

doy (z) .

o1(z 4+ dz) = oy(z) + 1




Vastaavasti oq:lle. Téten saadaan kuvan vapaakappaleille tasapainoyht&lot

1 d0'2
1 d0'1

Merkitdaédn jatkossa derivaattaa paikkakoordinaatin x suhteen suureen oikeassa ylé-
kulmassa olevalla pilkulla. Ottamalla huomioon liimaliitoksen konstitutiivinen yht&lo
T =Ggy = Ggs(ug —uyp)/t ja leikkeiden o; = Fe; = FEu}, saadaan

,  2Gs B

va g ) =0 ©)
., 2Gs B

u1+th 5 (ug —uy) = 0. (7)

Eliminoidaan us alemmasta yhtéalosta

th
Uy = U1 — EEGSUI{,

ja sijoittamalla tdmé yht&loon (6), saadaan neljannen kertaluvun tavallinen vakioker-

toiminen differentiaaliyhtalo

w_4Gs n_,

T e T

Merkitéin k? = 4Gg/(thE) (huomaa, ettd k:n dimensio on pituuden dimension kéin-
teisarvo), saadaan

W — B =0 (8)
Yritteelld ui(z) = exp(rz) saadaan karakteristinen yht#ls r* — k?r? = 0, josta r = 0,
ja r = £k, joten yhtdlon (8) yleinen ratkaisu on muotoa

uy = A+ Bz + Cexp(kz) + D exp(—kz), (9)

jossa A, B,C ja D ovat integroimisvakioita.

Mallinnuksen oleellinen osa on reunaehtojen maarittdminen. Neljinnen kertaluvun
reuna-arvotehtavallld on asetettava nelji reunaehtoa, kaksi kummassakin pa#ssi. Ase-
tetaan x-koordinaatiston origo keskimmaéisen leikkeen vasempaan péadahéin. Keskimmaéi-
sen leikkeen vasen paa on jannitykseton ja oikealla vaikuttaa jannitys oy = F/bh, titen

1(0) = B (0) = 0, (10)
o1(L) = Ed(L) = F/bh. (11)

Toiset kaksi reunachtoa saadaan uloimpien leikkeiden reunaehdoista, eli

02(0) = Euy(0) = E(u; (0) - 5(E/Gs)uy’(0)) =0, (12)

03(L) = Buy(L) = E(uy (L) — 3(E/Gs)uy'(L)) = 0. (13)
Reunaehdoista (10) ja (11) saadaan yhtalot

B+kC — kD =0, (14)

B+ kexp(kL)C — kexp(—kL)D = bhiE’ (15)



ja vastaavasti ehdoista (12) ja (13) saadaan

F
B—/{;C’—H@D—@, (16)
B — kexp(kL)C + kexp(—kL)D = 0. (17)
Vakioden arvoiksi saadaan
F
B= e
o= exp(—kL)(exp(—kL)+1) F
N 1 — exp(—kL) 2bhEk’
D 1 +exp(—kL) F

1 —exp(—2kL) 2bhEk’

Huomaa, ettd integroimisvakiota A ei voida méarittda néistd reunaehdoista. Mieti
miksi!

Huomaa myos, ettd olen kirjoittanut kaikki eksponenttilausekkeet siten, ettd niis-
sé ei esiinny lauseketta exp(kL). Ta&mé on erityisen térkedd lausekkeiden numeerisen
evaluoinnin kannalta.

Leikkeiden 1 ja 2 normaalijannitysten ja sauman leikkausjannitysten lausekkeet ovat
siten

) = {1+ 2 (o - D] - ekl (18)
oo(z) = {1 - fj;iit;;& lexplk(z — L)] — exp(—kx)]} %, (19)
7(z) = — { fj;;i(__;klg) lexplk(z — L)] + exp(—kx)]} %kL% (20)

Ongelmassa on siten kaksi dimensiotonta suhdetta, jotka méasrittavat kdyttaytymisen,

eli
G, |hL . h
’“3—2\/5\@5’ a7

jossa tietenkin dimensiottomaan vakioon kL vaikuttaa liiman ja leikkeen kimmovakioi-
den suhde Gg/FE ja leikkeen ja liimasauman paksuussuhde h/t.
Leikkausjénnitysten resultantin on tietenkin oltava

L
/dex: F/2.
0

Jannitysjakaumien kuvaajat kun L/h = 10 parametrin kL arvoilla 1,5,10 ja 20.
Parametrin kL kasvaessa muodostuu voimistuvat reunahéiriot kun kL > 1 liitosalueen
reunoille. Mieti oheisten tulosten perusteella miten niissé nédkyvét mallin rajoitteet.
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