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assattomia vapausasterta ) nitsta!
. o kannattaa, mmacdollisesh podsta emon.
3;}\ , 2"[-\ 44 . . RotaaRskeerdinaat veldaan "pars-
£ L "B : ﬁa"‘ Fackas Felusta niin sanotun
? * keord inaatisten atoonen ' Blilardy -
tomudekmidon avallo. o
Staathinen Hivistoimmen farke -
Faa  sitd, e s\'{rqj4~&c3€n kuvan
6 (a) koordinaatstesta kuvean & (b))
S keesrdmaotisleon siben, oHd fehds-
 Kuva 6 Mdassan d‘gkreﬁso‘n-: van S']u%gl:_qn ratka sy 3:%‘(]3\1 edel-

i.,o[%l::‘nsl?dﬁomo,s~ , (2en  +ackkana .

ca)

Alku]oeratsessq (,'ktu\/q G(Q)) k&or‘d\r\qahs'l'osso solmq_)e.n +dQC\?QEnb-

j‘n'\‘alor‘y"\mo\ on .



10 | o
Merkitaah
1 P*y ,jﬁi(j—e.l[t SJaavim koerdinaattelhin '(('t'%#-yvél'{-' solrmivs rmat
{pey poistettavitn keord inaatterhin (f\"‘"\'j\féi+ solmuvotmat

A*F sdlfelle jaavEt solmusiiclymat
{Do} Pors-\-e,Hqu% SOfmus{ir-LyméiJr

:%
[i_fif_}_] ] [F_W_ ¥ [_{PT_}.} [.f:i«ﬂi?_‘:rf_ Lm0}
LPeY} Ckard 1 Lk ]l 10°3 Lol DF) + [iar 14 0°}
# {P } — [qu-.]{D }"1‘ r__Kzz_j{D } = {D }— EKQJ]M‘(_“)O} EK’Z’l-]{DH{)
‘{ 1P*}— LKA ID*} + I Kae ) £ 0% -
> o¥ * - ~1 *
TP Y = Lk 0¥} + [k T ( [Kead {P°) - CKezd [xp,J{D"]
3

i Pq‘} - Lkl EKézj-Q{ i ( CKaq V= Ukl [K'_zzj-‘ EKM]){D_*J‘

Sti's wudessa koordrnaaticto sea Fasapains Jhis (S

o mMmuo -
boa
1P**} = [*3{D*} )
LPMY S PP o TkallKea LRy | ey
LK*3 = [knd - [Kap1TKee ) [kyy 3 Y

Huomaa! Kaaveyen (16) ja (M) mukainen laskenta tapahtuu 1:_&:3-
Tdnnbssa  Gawssin eltminoe tindilekni) kk aa hyval kst kagyhHa-
en .

staathsha ditves i encsts kannatoo 7[6@\3& kalyHos Vain jos e ole

+¢ah0!¢kﬂdmf>1‘q. rrenetelmia ko‘.'kao‘:v;‘sséL C Mikady on kd\j -lfe++ri'u:'s_gct _

....... . \’Y\U_Ci?«rm'ﬁe-kokqs avnnats arvom*-kq{‘s;"j‘aj FivesFm nen j_LL-SL[‘r'\ karn-

nattae . Sita nalkee govellettavan siten, et rakenteen maseq, kes—

kifetsan melko penelle solmumadralle S RN sanotiile trandal-

arokoracoilde Fa muut selmut Fivistetadan pors.



ESIMERKKI :
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2.6 Massaltaan diskreetin_rakenteen_liikeyht3lot:
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3.1 Distributiiviset koordinaatit:

Torsen vmahdesllis uuden rakenterden ana-

\359:6 f‘qr‘:)‘odva"' WMP_]I

— X - jdkau‘(uﬂaﬁ'—{- Jees o rdin aat .
Tasesauvarakenteen Ranttdfunkls on
WFOX) sen Sijr—-[ymol' ar(x,t), Valitaan raken-
Kuva 13 Paltkkd hekontinuumin alucelle  Aimemoolfine®e
Rolywot  wrlinpeloinBifomkint Cmuoto-
Ny () Junkhet) Npxd =12, n). Kinemaat-

Fner ké.'7p‘1\js taorker Hua 51‘-{-&')ng funk—
Hot N:x) toteutavat kinemaatset

!&I\fﬁi—/\_& rﬁuhqehcln‘f'.‘:'
= 3h‘lerpolm‘n+\"f‘u.n A Ny L=1,2,3 Ckuva 14)
mdartdielevat 2-alottersen wﬁh_ﬁ—
N3 00 > aranoudon. Eonvion ( kantafun ks Youk-
- ko),

Ken-_(—\-c‘ffu.nkho VX, ) verdaan estHaa

Kava 14 Palkon siirty mén

- (nderpole inh-
funk—h‘o\\-{-a.

fased kannassa
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hassa mq%—ﬁ's 1en v_er%_q l’( Uo 4

EmJle , CMIc , Emdp, CM™MIp
1. Posiiviesest defrnii 1. Vor olla fDS:‘+, sem|'d eﬂ‘l‘n:'\'Hf.
2 Samg .Pua[fndu\mqn leveys Z. Lé'V!‘S'(-aJ‘dmqun'fg{ ) yessa vo ! olla
kuin Sd‘\dkkggsma“ﬁ'\sfﬂq. nollia Kd‘vis+d'jd‘f[5(.
3. Vie enemman ymursha. 3. Vie vahemman muishia,
Y, SUureum‘ laskenta-aika 4, Prenempl (askenta~atka.

5, Ominarsdrver [le saadaan 5 Ominavsarvellle +ulee )‘olco \ﬂa{-
ylaltkt srvo, yos elementit o alalkrarve | watta yatkim-
ovat ghleensepivia ya in- mainen on tavallisempy'. ,
tegrovnhlaste on erithava, 6. Aalafehtivisea +ulsksed ovat

5. Anakin Farvudustehts - use’n farkemepia,
viIsed { fpaikr‘{'} {laatat)

Aulolkesed ,7\<:cr\s&x' +ar-
fee pla ..

Keskrfetyn, massamatriisin Hlalle on kehidetty VEE tarkempia. ld-
Vu‘sjréfjéljrggf?:sfa massamatriiseja « EsSimerkikser HINTON ¥ Co 7976,
Jo SORANA 19%8% ehdotovat /?qlkeﬂlc ya {aateille seuraavaa
mene Helgd 1

1° lasketaan konsstentn massamatcisin Eymde _[é‘vll’v‘l"f;)'a%rm i+,

2" [a sketaan fce.skf-l—e}j N rmassam atr'i=i'n Tmd | Vapausas Yerden
massasumma m .

3 lasketaan dransloatova Pclusa,-slrﬂfs vn (6 Hy vtk (.C“‘.V“‘S'!-&)\d“}'em"‘l' :
yhjrt&ﬂ. Summa o v .

4, Muunnetaan kesks -}—ejﬁ;lvx massamatriis \'n.__gé!'V*\S'{'ﬁ: _)‘d' Fecvnit
kerformalla we suhleella v/ e

Tam&“n H"'\NTON‘SURANP\—MQSSomq‘h“t‘lgfn antamimn "“[C’kSl\llﬂ

T’OL[OH’OLCU\ m@,a; hevam ' h,
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Mageitetaan seurgdvassa  erdiden konhnuumielemendhen C“&‘Vﬂ-)

laqHaor, kuort- ja solidrelementhien) maszamateis 4.

ESTMERKKI :

Kuvan vakiovenymin kolmiolevyelementti (CST)
on tasapaksu ja homogeeninen. Sen paksuus on
t, tiheys p ja pinta-ala 4. Midriti levyele-
mentin konsistentti ja keskitetty massamat-
riisi. Lineaariset interpolointifunktiot kan-
nattaa lausua kolmiokoordinaattien avulla.
RATKAISU:

Valilaon s‘n4erpoldoﬂw‘o Fonktret Ne =L (balmiokoord rnaats+)

Cead = 35F [NITeCNIdY = 9t SASEM?ETENTMA
v

CNT = L, © EL-LO !L3 O] , {uY =LNTJ{dY}
b OL’]EO Lz_SO L3 {d}:{uquz}uauq'& Ugu{,}
5 01 L, o E LiLy ©
2 ! L
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' 51 0 Lls
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Sy, by o0
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SSL 5 1hda= ¥ LB a0 mseat
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35.2
ESIMERKKI :

Kirjoita kuvan £{ineaarisen venymin kolmioele-
mentin (LST), jonka naksuus on ¢, tiheys p ja
pinta-ala A, konsistentti ja keskitetty massa-
matriisi. Toisen asteen interpolointifunktiot
p kannattaa kirjoittaa kolmiokoordinaattejakéyt-
2 téen. Elementti voi 1liikkua vain omassa tasos-~
saar.
RATKAISU:

jhlre,r?cs\o(nln‘ Funkbod el mucte funkiot
N'\ :l_q (iLq“ qn)

=$5§ Yol \
N, = Lo (2lg-4) Cmel= §S5 CNTe tu dv

AV
l; Na = L (2lz-1) Av= tdA
!f NL{: Hliba R
| Ne= G1,1. Imel=0t ;f CNTTTUNTD R
NG= L\L3L1

{ul=CN14d}
{d} b\ Ug LL% Wy ! ULD Ug)li H—_} ug‘:- g U\alo.'! U"]’[ E‘{qﬁ }

N7 = N'\OlNZONBO NL{D NSD!I\JGQ

6 MNqij 0 Nz: D NsloNqaﬁ Ns ' O Neg

NP O Rz © (Nlls O NaNy D Ml O | SlNe O

Mo Wy \f@ O Mg 0 s O NoNep 0 M Ne

N o JNao‘NQNqu\IZNSO;NgNBD

L M0 Naw! O My Ol D Make
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EE}MERKKI;

¥y o ' ~ Tarkastellaan kuvan tasapaksua ja homo-

A , . . .. geenista levyelementtid, jonka paksuus

| 3 oh h ja tiheys p, M3dritd elementin con-
, i : sistent-tyyppinen massamatriisi ja osoi=

|

L

ta, ettd tdl18in saadaan solmuihin kor-
b rektit jiyk3n kappaleen translaatiosta
Johtuvat hitausvoimat, Muodosta viel3
elementille lumped-tyylinen massamatrii-

= X ’ Sl
1 2
. e )_4 : RATKAISU:
Bilineaariset mucsto fonklind “emoelernantille "
{kuva) ovat:
\
) L l N4=%('1—§)C*\—“{)-
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| No =4 (148 )00-m)
T ¢ Na= (et
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- Ly,
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35.6  ES|IMERKKI:

T T

z '  Tarkastellaan kuvan rengaselementtii,
jonka poikkileikkaus on bilineaarinen
Y nelikulmio, Kentt&funktion komponentit
I 3 ovat radiaalisiirtymd u(r,z) ja pysty-
i A siirtymd w(r,z), Mddritd rengaselemen-
tin consistent-tyyppinen massamatriisi,
A - Materian tiheys on p,
> :
Ry | " RATKAISU:
!
e e Rz = M\,_\,O'{"Dgur\\::{‘fo* li-e_moe..i'&mcf\"\\nc. 1
Ny=g Q- 50- ")
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35.%8 ES[&ERKKH

Kuya esittdd nelisolmuista 12-vapausas-
teen t#ydellistd, epdkonformista ACM-
ohuen lasatan elementtid, Elementin sol-
muvapausasteina'0vat solmun pystysiirty-
mi w, sekd rotaatiot B_, ja B .. Mddritd
eleméntin consistent- tyypp|se¥ massamat-
riisin alkio my; ja vertaa sitd vastaa-
vaan lumped=tyylisen massamatriisin al-
kioon,

" RATKAISU:

ACMT(LA&Um}Wlﬁu#wmd%ﬁL)<ﬂemen%hrﬂuﬁﬁ§unkﬁb+'Enuﬂﬁﬁmén;
1‘H{’_ E,Q"L*‘_Eoorcll‘ng,c\"‘l‘g‘}@&%()\ OVC’C{',,
N:::%_“*‘%[%M{+Q‘ﬂ}CQ+§1§+qf%~§{qﬁ)
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(Jd"HQAU,) -
SS(M@ - rrp (1- g % Dk C;édd‘t SS(I-%?C%»”@ (1- WU g dm = 2816
1 . -1 . 315
q P
9 (=€) -t che EZ - 2 - 3332
~§_51 R 5- E0 e ds dg= SEL

= — 2814 3372 - 35354
m,” - Gq Sdbh [2 %)——‘g—- -+ _ZQHES“J = ——5—3-—-— §CJEDH O SC’L} 8Qbh

lumped- fyyppisen  Massamadeusin

” Tn,ljil :ggh-ia-ZBi cabh  ero alkioan Yﬁ,%,-on SuuUTy

LO}’)‘{Q*SS‘PQ‘ Zoenklewncz ! Finide G[ernﬁ.ﬂ'{‘ Method , 2. Fq:‘no.ﬂ; , £ 329

("\'{J\f\T ACH - Qq—l—t qﬁ::@\me n** Vi) i:o Lo v 28 mol’!"ruq_-: N
i

Mass MATRIX OF A RBC’I‘AN(-}-I-JLAR PLATE ELEMENT A CM
[m]® = (L1[M][L]

—

[ 3454

—461 80
—46] —63 80

1226 —274 199 3454
274 —60 42 461 80
199 —42 40 461 63 380
1226 —199 274 394 116 116 3454
—199 4 —42 —116 —30 —28 —461 80
~274 42 60 —116 —28 —30 —46l 63 80
394 —116 116 1226 199 274 1226 —274 —199 3434
116 —30 28 199 40 42. 274 —60 —42 461 80
| =116 28 —30 —274 —42 ~-60 —199 42 40 —461 —63 80

[M]=i

[L] is defined mT.able 10.1 and 2 = g;‘:;
mr\SS{,‘f . . .
L L] . (o] 1 0 O
[L3= s , [R1= 10 26 0
[0"5 2 0 0 2o |
| (8] ' ‘




5;3:

35.40

5

{d}={w1 ey]_ ex}: .

ES IMERKK] :

Tarkastellaan kuvan paksun (ja ohuen)

laatan AlZ (Ahmad, Irons,Zienkiewicz)

elementtid, joka pystyy ottamaan liki-

mddrdisesti huomioon myds leikkausmuo-
donmuutoksen. Elementti on isoparamet-

rinen ja si11d on 8 solmua, jotka si-

Jaitsevat sen keskipinnalla. Solmusiir-
tymdt listataan solmuittain

twe Oy Oxg 1

M&dritd elementin konsistentin massa-

‘matriisin atkiot myy,mio2,mia,M22,Ma33,

m_,m .
23" 1y
RATKAISU:

M qumQu akhot ovat

N =0 M g~ =) /Y
Ne = (1 BX(1- (k= m-1)/ 4

Nz (14+3014m) (g+m=1) /4

A

2 : Ny = (4= %21+ 2)—% +0)-1)/4
| Ng= (=)@ /2.
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D m, = 9ab S8 N[ dzdedy = eabt SYNTdgdn
) A

= gabt (S U-PC g 1) /42 dgdm = fggabt
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Mg = Mg = =0
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Kuvasscx(Fﬁyﬁ?ﬂ}ZJenkMNch)cﬂ\eshnerkkf ulokelaatan omi-
narsvardhtelystd, Tuloksista ndhdadn,ettdl epakon forrinen
kolenroclernentfl! on {asea fehtavassd yhivermainen verrattuna
+k$3“& {tavalla vnuodostetluihin Lonformisiinm kolmieele-
meantterhin,

2nd mode
3638
3728
4293
4369

£l
A mode
11870

12055
15813

| 16585
/"

Fig. 17.1 Vibration of a cantilever plate divided into four-triangular elements
Moda! shapes. Data: E = 30x 10% Ibfin®; r =01 in; L =2in; b = 1in; v =
0-3; density p = 0-283 Ib/in®. The numbers listed show frequencies in cycles/sec
for (1} Exact solution (ref. 9); (2) ‘Non conforming” triangle; (3} Conforming
triangle. Corfective function Eq. (10.28); (4) Conforming triangle. Corrective
function Eq. (10.29) ’
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Taulukessa 121 verrataan taloksia erlaisilla elementryaoiila
RiTZ n menetelmalla jq ko ke<ll Cee st saat i tuleksiin .TU-lOS"Q_n
V\n-HensoJPivuus on eritrdin hyva .

Tasre 17.1
COMPARISON BETWEEN THEORETICAL AND TEST FREQUENCIES FOR A
UNIFORM THICKNESS RECTANGULAR CANTILEVER PLATE’
(LENGTH a; WIDTH a/2)

wi/ Djpha®
Results from Barton Finite Element
) (triangular non-conforming)
Mode| Conventional | Test |Test Results| 2x 1 mesh | 4x2 mesh | 2x8 meshon
Ritz method of Plunkett | 4 elements | 16 elements | half plate with
use of symmetry
equivalent to
64 elements

l 347 342t 350 339 344 344 (s)

2 1493 14-52% 14-50 15-30 14-76 1477 (a)

3 21-26 20-86 21-70 21-16 21-60 . 21-50 (s) -

4 4871 4690 48:10 49-47 48-23 48:19 (a}

5 60-50 6746 60-56 60-54 (s)

6 9230 88-84 91-79 {s)

7 94-49 93.99 92:80 92-24 92-78 (a)

8 11870 117-72 119-34 {5}

9 125-10 118-96 124-23 (s}
i0 154-00 [53-15(a}
11 17600 174-46 (s)

12 196-00 199-61 (s)

 Results have been modified by Barton to correct for the means of testing used by him.
(s} denotes symmetrical mode; (a) antisymmetrical mode.

o
§ Plate without Mode| w,/D/pta*
elimination | 3.460
2 8-335
Number of degrees 3 21-450
of freedom = 90. 4 27.059
N
\\ a
\ Nodclgx not rircllgcd Mode| w./D/pta*
\ are eliminated. i 2-470
NN 2 8540
Number of master 3 21-559
NN displacements = 54. 4 27-215
AN
All degrees of Mode| w,/D/pta*
fresdom climinated l 3-470
except lateral .
N deflections at 2 8-543
N ringed nodes. 3 21:645
N.M.D = 18. 4 | 27-296
N
N O
\ All degrees of Mode| w,/D/pra’
\ [reedom eliminated i 3.418
s except lateral
N deflections at 2 8-604
N ringed nodes. 3 29.600
\ NM.D = 6. +4 29490
~

Fig. 17.2 Use of eigenvalue elimination in vibration of a square cantilever plate

Kuva 112 osoitiaa isants —OF_)‘O\“'}anl“;kk‘-qa hgvc‘{ksa‘hc‘&‘y‘{"}'&‘va‘q solmu-
vapa usus‘f'cf‘di?n ﬁ{f\’h u‘nofnﬁ{'e[cﬂ!‘l‘kaﬂ vm"'iu‘fuks‘en '{'uloks:\\l‘n L ku.n Ve Pa s~

asterden (ukumgde PudoJrezH‘l‘{n crvesfa 90 arvoon 5, nun vaikatus
Om;‘not‘sku,[ynd‘fnq'juuksf(}) ol err¥dan vahdrnen.
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Fig. 17.5 (a) A 3 x3 mesh of parabolic thick shell elements used to solve
vibration of an arch dam

Fig. 17.5(5) First mode-shape and frequency = 2-20 ¢/sec

Kuvassa 17.5¢Cb) es :"Fc-“c;c‘:‘r) Fq+° rakenteen elem e.h'l"i‘fja ko ya
o narsvardhtelytehtdvan tulokset alimman eminars pa trn

osalta,
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4 RAKENTEEN OMINAI SVARAHTELYT

4.1 Dmlnalsvarahtely,len Qerusyhtalo

Tarkastellaan seuraavassa tdeaalista rakenteito . Nijltal e ole

sisalsra varmennusuoiymia . Jos deaalinen rakenne saaletaorn

(iMkkeeseen joillakin sepiviila ‘]“!qubqnsvo\mz“o. ya Se yafetdan
worvabfelomadm ’U*O.-—?.aOJQQb, se satkaa vardhitelyd |kursesty’,
Jdeaalrsta. rakenteita ar Ec&'ﬂ'&ﬁﬂgssa esilnany. Kuidtenkin mo-
nien rakenterden g a materiaaiten srsdtnen valmennus an nin
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4,3,6 RAYLE!GH~osam33rs:
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ESIMERKKT :
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4,5 DMINAISARVOTEHTAVAN RATKAISUMENETELMIA:

4.5.1 Ratkalsumenetelmien luokittelu:

——————————————————————————————
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v o Py
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Tuloksta verdaan ngh verrata  atka tsarmmin jé{jkk:jxj;jqkqu-}uman'
kanmaltba Tarkalla kehaleovialla saatu hra duleksiing, yollorn vaaka -
fqlkk\‘tﬂ Lo Cvubus 551\( ch\j dekst cfk&H—f\‘r\ EL .
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Case a.

Case b.

= Miypical Nour

rotation.

Case c.

an equal rotation.
Case d. No restriction is placed on joint rotation.

1.51

g2

elements not
1, shown are zero

1

No joint rotation takes place.
All joints within a floor (for all frames) undergo an equal

All joints of a given type frame within a floor undergo

TABLE 12.1 FREQUENCIES AND FREQUENCY RATIOS FOR THE STRUCTURE
oF Fi1Gs. 122 AND 12.3

Mod Frequencies (Radians per Second) Frequency Ratios
Nur%bir e bt e wa % i Ye
Case a Case b Casec Case d wy g wg
1 3.85 1.93 1.93 1.84 2.00 1.05 1.05
2 9.90 5.29 5.27 5.00 1.98 1.06 1.05
3 16.73 9.07 9.06 8.55 1.96 1.06 1.06
4 23.70 12.83 12.80 12.10 1.96 1.06 1.06
5 30.85 16.82 16,76 15.91 1.94 1.06 1.05
6 38.15 21.33 21.30 20.28 1.88 1.05 1.05
7 45.15 26.00 25.99 24.86 1.82 1.05 1.05
8 51.70 31.50 31.48 30.25 1.71 1.04 1.04
9 56.90 37.38 37.30 35.93 1.58 1.04 1.04
10 63.75 43,50 43.35 42.00 1.52 1.03 1.03
212 Cose g ==-=- i [ 21(; N “‘ Coseg —-—-=<
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Figure 12.4 First mode shapes for the
structure of Figs, 12.2, 12.3.

Figure 12.5 Second mode shapes for the

structure of Figs. 12.2, 12.3.
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Figure 12,6 Third shapes for the struc

ture of Figs. 12.2, 12.3.
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6.7.2 HINTON-SURANA-massamatriisin k3yrtd:

[ e e e e e e e L R R R

Kuten sivulla 35 oli es-.‘\lé‘7 staatseen Sl'a'r‘l\jmqu”l'(h Parus“uv&

konsistenth' massamateds? TMle e antanut aivan hyvia! fuleksia,
Torsaatta keskitetun wadkeasim TMY kayts(le olisi suur houkutus
\/\asi‘n\cew-i-q{s uuden talkia .

HiINTON (v.1976) ya SURANA (v 1978) esittavat ohjeen, yoflo mo-
(empien vnatrisien hyva f Pun\ejr saataisiin \r\nch'sirefl-kfdi.qu—a

astellaan csimerkin PU[HP_\‘SS‘C\ lads astoa

ESIMERKKI :
2~ 3N S
_ 7 Midritd kuvan kehdn ominaiskulmataajuudet kéyt-
tdmd114 HINTON-SURANA-massamatriisia, Vertaa
ET ET tuloksia keskitetylld ja konsistentilla massa-
matriisilla saatuihin tuloksiin sekd tarkkoi-~

. hin tuloksiin.
L

Kon ststentin massamatrilain (&‘u.‘s-(-a')‘c'x'-
3 B ‘Qﬁ'rm\"" ava+t
2 ft\ 6 A = 8AL 2,2
e Fmlc = 295 M40 41* 15¢ 15¢ 140 140 ]
1 2

rmi, =saL [0 o va v2 14 Y |

Hinton - Surana massamatreitet m Fenldns konstruomntt ¢

1. lasketoan keskitelin massamairiisin J‘d‘lk\' ;o) = 4 eALSE 2gAL

2. Lasketaan konsiskenhn massamatrisin franslaatiovapausastersiin
(1‘I++7vé\'-l- (c\l'\ft‘s+c;.:ja':}'rerm(“' yhieen -

(1se+14D ) o A48 L _ 2-105 _ 465

.m
T 4oo 105 7T T 4

3. Muunnetaan konsistentn massamateisin kqfkk(Ld‘Vt‘s+c¥J'él+erm\'-\-
kerbormalla ne suhieella

4. Muodoslelaan ndav saadursta (c‘).'vfs+o‘.'fo'¢q\kn‘ox‘a+0~ (dbl‘sﬁjqu%—
rivsy Ty

T e = Eog [ 4l 9w 1560 156 40 thou ]
=3

AL N
Fmlys = £250 2 2 29 239 a5 25 |

( Jatkaw)



84
HINTON —SORAN A “massaumodritsra \:.c\.\/-{-o e

_,__@_Q% ?75'{“:;-"'6:.6[\'\ antamaan falkt‘r\ jé‘}j\:c‘t'ﬂ kpleen
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ko((o mkc,n'#een HH\\TON"SQRANA’-MQS%GW\OC\’T‘G‘_‘:{L(SL' seurao,

t M'_l - ?RL 2:3%3+2:35 O O er &L{ “'G':L "GL
TH 92 , Lkils= = 1z a2
Sy M. 9-{% sy M, gLr
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roksello. PAYLE(oH - osamadran antaman Tuloksen kohdalle.
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4,30116/;_
ET Y| O
= ooleLt,goo.[m , 1ehE ‘ <1
L

Siveeddan arige kohtaan /.\-*- Hoo sa kayfetdan alortusvektavia
BY=11 1 1%

T ~O,HC 9 H o ~
7 {4t = " 9\1-‘—1’}'1,@.?- . one .., Az 2313 og
~3,20984 /L /
-39 84 /L £334 = 10,079922 ~H2FOUB/L ~H,23943/L }
= A
- [ET _
W ™ 13, 331 ALY ) ‘{Cb]%- [—60,'?.80/1_‘} =
—60,280/L
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1. muo"l‘o 2. muocto 3.vnu<>+0
HINTON-SURANA-| Konsistentti | Keskitetty Tarkka
massamatriisi | massamatriisi { massamatriisi { ratkaisu

w1 /VEI/pAL" 2,884 3,2104 2,8983 3,2045
wa/VEI/pAL" 14,900 15,1358 ® 12,645
ws /YEI/pAL" 19,331 32,682 o 20,621

L

Kansistenhn ja keskitelyn wnassamatelisia tapaukset (as ketaan haryen
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[oleset ozoa‘%va{-) ettd  keskiletly massamatcis va HinTon -
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6.7.3 RAVLEIGH-osam3ars Ja RAYLEIGH-RITZin menetelmd:

1 L]

Mda‘ri\fe“d\q"n konservq%‘i\/\‘stn melkaanisen s:js‘{'eemfn w'ﬂ'?&

dunbbie B

mi'ssa T on {,“,‘ge—anergl‘q, Ja vV Fo’{en%'OQIt'&hef‘Sl‘O&. \lquos-H varah-

38 =Ty (189)

televan systeemin potentaalienergra on kimmoenergiaa U, Ham'[fonin
Iunkts esiitad sils mekaaniten cysteemnin energiatase o,
L]

Koska keonservahivisen systeemin mekaaninen enecgia saltlyy, niin

TR = &T+IV = C190)

Va paast varahlelevan sysleemin dhvlasemasta sy 5teemin

T=0 & U=Ug.x €191)

'Kur\ Sgerwmf g\—“‘—H—qa J(‘QSqqunoqsemqnsc\ ()‘q Fo—]cnﬁhqh'emerg\‘an

nollatase v walithu SDPNGS‘['f), atn

T=Tmax & 0U=0 €192)
Soveltawna lla \\jh-{-d\fd‘d\' 189D saadaan

Harmonrsessa varahduslitkleeced sy steemin g(lllr+\/ma‘ﬁ4 ovat puo-
foa IR = 4 sin(wh+ ¢)

. N {191v)
= 90 = q cor(wify)

Koska {ITke-energra T on verrannollinen nopeuden neliacn,
Nty harmoni'sessa varahdys(iTkkeessa' se on verannallinen

vd.v\d‘]r\c]tjs[r‘{kkegn -(qajuu.c{e,n nelrsady Cu?",)‘o-Peh

Trax = h @ C195)

VRS Sa A o Stjs-L@eml’q chsa_{a}(qu+ttmqs—(‘q J‘cx vdjrc‘il’\lrl:\grnu,odos~
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&9 ES [MERKKI :
Tarkastellaan kuvan homogeenista palk-
kia,. jonka korkeus muuttuu lineaari-
h sesti. Palkin poikkileikkaus on suora-
"i; 0 o : kaide, jonka Teveys on vakio b.ja ti-

S ma Jhy heys p. Madrita Rayleigh-osamidnieed
TE&%E . yldrajaestimaatti palkin alimmalle
! : L R ominaiskulmataajuudelle valitsemalla
— X L | muotofunktioestimaatiksi tasapaksun
=1 palkin omasta painovoimasta johtuva
staattinen taipumaviiva. h; =1,5h,
RATKAISU:
hosr= hy+ tuzhe o = L gy (- he} X -
o - hoL1+(.w_Rj.°_)Lj
1K
Annaﬂu =150 h, F hoo= helA+3 T )

~ mcxweA:sbh:gbmm%}E)
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ES IMERKK! :

Tarkastellaan kuvan homogeenlsta palk-
hy=1,5h, kia, jonka korkeus muuttuu }ineaarises-
ti. Palkin pmkk:]elkkaus on suorakai-

_th ' o ~  de, jonka leveys on b ja tiheys p.
[ Thl M&dritd Rayleigh-osamddndlld palkin
T m al imman ominaiskulmataajuuden yliraja-
e , - estimaatti .valitsemalla muotoestimaa-
L tiksi 8, = sm(nx/L)

RATKAISU:
- hy- ‘- - X
hoo=hot ! 1L'“° = he [‘\_}.[h'\’h"\o) X
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2 k)= $A=¢bh=gbhe (1+3 'Xf_)

, ,
Elixy = —%b\/@ %b_g (1+521'>f_j)3
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ES IMERKKI :

Tarkastellaan kuvan tasapaksua ja homogee-
nista nelidlaattaa, jonka paksuus on i ja
v=0. Laatta on jdykdsti tuettu kaikilta
reunoiltaan. M83ritd laatan alimmalle omi-
naiskulmataajuudelle yldrajaestimaatti kdyt-
tden Rayleigh-osamddndd ja muotoestimaatti-
na kinemaattiset reunaechdot t3yttdvdd funk-
tiota

Nix,y)= x*(a-x)*y*la-y)?

RATKAISU:

Kinemaattiset cunachdot N(o )= Nay)= Ny, 0)=N(xa)=0 ja
Nsx W)= N, (a,y)= N’T (x,0) =N, (x,a)=0 o teutuvat .

Y

) E’tg?h N:(X,Y)dﬁ ’ SgD[(thx \2 (2N Ny hx‘r)]dA
3
4 (_.9_9,)2
m“—ghSXCGX 5\;(0 ‘{) dxdy= gh(Sx(q x) CIX) 630"
o
th = ?_x(q—x)(Q"2x)7"(d-—j)2
Niyxx = 2(a*6ax+6x*) Ya-P*

Nh\ﬁ: 1x*g-x) (a-6ay+6y")

4 xy (@a-x)a-2x)@-y)La-2y)

th\[:

aq |2
SOS 1)x>< 11‘11 —de‘fl\]

:D[' ?— Qflj+ 7 G‘!'—f ] 'C]-H j — 36 DQH
1535 1515 11625 11025

. _RG‘{[&F:}V)— 5EAMAAT 1

- - 14
%= J%.T‘ — 36 Da /105 e 5]

L M4 Sh 46/630 gha'

= cf) 26 2
L gha

Qqua ] u,seu%q rnumtueanquHt)
:voldqar) Y(GVCUC@ ‘(—quchha Ogo('Hotujmu (qu‘!)ur-kon) ettd .qu"ru

7—{-\,‘[09_ ol ;0N O’OG /o V/l'ldﬂ _Suqr‘u i



9L ESIMERKKI:

Tarkastellaan kuvan tasapaksua ja homogee-

3 " nistg ulokelaattaa. Midriti ‘sen taivutud-
" 3 SR e v&rﬁﬁtelyjen kaksi alinta ominaiskulmataa-
juutta RAYLEIGH-RITZin menetelmilld kiyt~
a .. tden muotofunktioestimaatteina funktioita
e & _ !
v o ’ R ' ‘ ' -él(X,Y) = .m2 : s ﬁz'(x,}’) = -'L'a
Y I

RATKAISU:
Kimmoeneramn U lauseke on
U= %rsgi)t{uf >Yw)“1<1 u)(nu,xxxw 'Y “fo)):iﬁ

W‘(Xr‘-ﬁ)'""'?ﬂ.—-cg ‘f)uﬁxa‘i)“ C Cf’q'c I
7 U= “D anx dﬁ = ‘g‘ ¥(C12¢1#+2¢1C§ 4": Cf’;_‘t‘ C; qS,"Zl)dA '

“ o
S Hcf_w_-_zq CCy %+ BHox") dx =

§b—

HQC + 1.0 C1C2+12q3c )

T:Lti Sp% g\'\\fv-l-ap{- 5 WY 1) s wfxfﬂ)al‘w{

W s lww eleb

. qu'}_'L'L_ L-..
Kl T= Ql-wa_(C1¢1+1Q§ZQ¢Q+CZ¢;7dN,

=0
h 20'.1 4 N A A
- -8 - W70 L X0, X xT ) dx
- *=0
7 T- “E‘“Eﬂ*gcﬁz‘%z)
Hami [Hontn Fuaktta W= Ty R“"‘?ﬁl‘Vf}j\f‘.ifd |54 saadaan, kun

SR/=0 3 §TAdv=0

D

bla? 1050 1
_ ol hos [€ac+gbe, )gw‘_zc“—.mc ) dc, | +

-%[(Lla 2 +120%C, ) (;a,1+(1QGZC #120%90,73¢, ] =0

trevik, A= -D._p
' ohw*

= [_ +8)\)C+(f~.—u+12a')\ 2l§C+r(~Q+1Qa1)C +(—«—a ranapA)(, 1dc,=0

Ciatkun)



93 . - ( Jatkoa)
Yhiats o ltu*‘uq mieliva ltastlla dC, dc,
7 (22 80)¢ + - $0%41202) €5 =6

¢ Tab+12.ad) C‘l * (—%054_ 24a"\)Cy = O

Vaadtaan ﬁfdﬂ‘%fv.‘qd[t‘ml—kqu‘su :

5 =0

‘—"zo‘u-%?\ - ta+12.a7
-$a%+12an - Zabiena®)

) 2 43¢ 4 1
L‘%?\-——é—g—G -}\‘*9 C]s.-:o

2 A*-0,0809524 G N +0,00006613%¢ ad=0

= N\ = { 0,6%012F o' > = D
0,000 82 54 al » 0T gheo®
3

~ b
W, = 3,532%F Vghat

We ~ 3IH g1 \)_D,__-
2 L{J ohat

Jemsa. (Samuel K. Clark, Dynamics of Contrnucus Elaments , Frenhice -
Hall, Dnc:.,}«). J.,19—?2_)__s;‘vu_’l?~_c) ©n saanut kd'\ch‘fmc'\'Ho'\" Useampl'a
mucte funkhceshvnaatteja Fulokset:

dlb=t/2 o, =3,508 \| D/ohat
afb=2 wq‘:?:,q?'?_\/o/gka'ﬂ

alk =S =zase\[Dapat
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A
5 VAIMENNUS

5.1 Vaimennuksen_lajit:

Vavyrahtelevdn sajg,l-eem\‘n valmenna S g\‘heuH‘qq sjsi-v_e.m?h ry e =

kaaniser, energran | kulumista "' ¢ du‘ssfpos‘*\umrsh ) yosta syy et

Vd‘r‘d"'\-“e,lgn dm{b\f'{'\kdc vaimenee ya vcﬁ‘fff\'\'\‘civ (Opu\'\‘q hawveadl .

Valtmennusvormien %S\‘kﬁ,ﬂxh‘neﬂ sa matemaatihnen kuvagminen
ol sle alkuunkaan wign ykSI“\wker+de+ﬂ kurn kimrmovermien +al
hifawsvormien. Vaimennusvormat voiuat yontua vara hielevdstd sye-

deernrsta (tsestaan qa viela systeemin ymgbé\'ri‘s+c'3’s+&. Varmennue

J‘c&e:(-do,n Favallvsest' -
* viskoos! vaimennus
¥ yakentecllinen vacmennus
¥ Coulombinen vaimennus

* Nesativinen vacmennus

"Vyﬁ@owm VAl kerea  Vaymennusyeima, on verrannollinen vdrsth--
{elevan systeemin ?ctr*Jn‘l»cke.l len nopeuteen, Verranwmolitsuus vor olla

[theaarsto fav e?aln‘neoqrrs{n . Lineaarinen viskess: varmennusverma

£243)

FDé\ = 'C’a‘ l’.“a‘ 5 ﬂ': \,2' .“{n

IS O, (/2; 50 \Jq(mehnuqu\pl‘o , Suariila no?au\:sl‘lla\_ \\'lmanVQg‘\MS on
estmerkkl epdlineaarisesta varmennuksesto, usern lmanvasthiksen
P P

oletetaon olevan vercannslitnen Gikkavan kpleern no peuden nelroon,

Lineaariren viskos 8 valmennus ?1‘e,nen‘¥-c{ic§[ vapaan wardhtelyn

c\\mp\i-{u&fq. eks Foner\HGQ\l‘Sesjﬂ\ ayan §unk-)n‘oﬂa.

Tackastellaarn kertaukseno. 1-vapaws~

azteen cysteerain (kuva 23) T

4 X
2
- < - {"L&)‘ex vci'r&h‘f:e}lj Jo., Loy steemvn {1 ketj\q Lo
{214)

MmXYox +kX =0

Muwnnetoan (C\‘kegl\-\*d‘[c&' sRandondlrmodesre merkinnoin

4 c .
W= ™ >’ = 2%w }zzr—mk :Cgk (218)

(216)

= k+2}w2—HuZX==O
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> GG

Rif ppuen sovdal onks suhleellinen varmennuskerroin } plenempy’,
Yhideuur! , var sauremp! karn ks, \rd'rcxh-‘re.\g vatmenee

* alikelithseet' <t

* keyidhsests € =1

* Y Blr i Hhsestt %1

ROJ‘LQM% WMY\/Y\AW J‘o‘n‘l'uwx rakenteen mq-\'ram‘r_\o\l\'?c{r-—
Irkkkelien grsdlis estad wikasto tar rakendeen ((Wtwsosven kit~
kasta, Vaimennusveima on dunkto roakenteen muedonmuu—
Jroks;‘s:‘-du A 31‘\‘P‘|(‘\5YT\IES"‘C\':. Kivrorsen susteemin rakenteelli nen
VAL MEeN N ASVOlmon an bokermuksen mulkaan verranaollinen ra-—
keriteen kiramovaormin  Feo e on vastakkainen rokenteen
malr@x\.‘qa,ls‘far'\—fkkel{n o FQKLC['EJ“,Q. u} Mq*emoa-H‘;‘sst namo

'i“tk-l-bmfo“r vordaan es i+Haq se U raavastt
FD}' = L}FE/}: cq (-~ feg‘ ué):—l‘q kg Uy (21%)

mUssa 3. on vakle & o« =" . H&‘POS‘H ndhdaan J&'H“d FD@ on
vastakkainen nopeudelle u.a , st Ud harmenisessa vArdhd ue—
Irikkeecssal

A . . ~ \\ 4‘: ~
ug‘:ua\e‘w{ = Uy :qug_ew —1muUy (21%)
2 Fo=—-raksu,=-7gk; O P
by TR My S o o

Couldevdmmtrn vosymiymary ey Lurvien ffnﬁ)‘cn ki tka, 5-o\quUL

kqtn?a\e{chn (1 kkeestd dorsiinsa. nahden | jos wa den \:O\f’\)ﬂ\el‘éer\
valtnen kitkaliidos dustao Kitkaveormaa, P;‘Ae\*d‘ci'n M komain va-

kvona )‘q ceyy SuuruasS on

FD =/u!\] (249)

MUSSo A o maﬁwsz‘»__p e N }cF\eche,n (I tobsen mormaali-
voirma . Coulombinen kitlkavoimao F\‘ene_m"réfbi vardhielyn amp-

(f{ud\‘q (‘\hﬁ‘faart‘ses)r\‘ dyan makkana .

N%%Mm NV BL A I A Q'Otvfuu siida, etbal wikornen kuormi-

tus s\jé‘H“oi'c'L‘ systeemiiny enemwan energloa, kuiv valmennus
{

pustyy srta "kuluttamaan |
el h e lyn cxmph"hch‘q eksFohe.n%‘aq{:‘ses%'.ojan mukana,

Negq*{fvfnen vaimennus kasvatioa va-
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5.2 Lineaarinen viskoosi wvaimennus:

5.2.1 Suhteellinen vaimennus:

Vickoosin varmennuksen wmatoiisi N ritetadn tava ([rtesh’ kytked
suoradan mitraastuloksiin , Tdmd +apabtuu menellakin et taval-
(¢ rilppuen siita, et tE ratkaisumenetelmalsl kaytetaon Fems‘jk“
talsh

EM’.!{Q'(;}J»CK'J{Q_} s{iaw} (2209

ratkarsermmisesan,

Varmennas vordaan ottda aina varm likirmaaraisests haomoon,
font:c‘x‘ sen varkutus pyritdan eltemnaan huownioon siten et
sen kqhqk%m‘s—[—fsﬁf‘ P(fr%tefr Sc\t\f\\j\ré("“) wutto. edia samalla
cent vmukaar o Haminen e vt kistarsy matermaattvsta, kaart-
telya.

Nov“mctq([mu_owtbmenc4ealmqsso. (virt. vrnjo)—\ewqm;n) kq3~[-e+qqn

uselrn Nitn sanottaa /},’L,J\bbw TRV I RPN o CPmPo\—{‘mnq]
d(lYY’\Plh‘_ﬁj)JO[[Oiﬁ

147, Celigd =2 % 6y (221)

mMrssA -{c[ﬁ'b e {c’b} ovat ominql‘s[cu{mcx“‘raqjuuka‘a W . ya “’a‘
vastaavat emlhcxls\ftk-h‘)\’l‘[' ’%L on owminarsmusdon 4 Suhleelli-
nnen vaimann uldkercorn Ja [KRONECKER ™ de | fa 5,& fekee rat-
cilsin (221)  (Q'wes {-QJ& wuotoon .

LL‘\‘kegk—t&“é'% ?&a‘koor‘dfhaq')—l‘g-‘asscx ovat g llern

I+ 2 Tt I{aqF+ TAH =T 1 Feb} (222)
myssa

waJ = FCU.‘}T wz}l vy ] (2235

TAL =Tw! wp v w? ] 224)

Suhteellista varmennusto kayHamalle saatin se aternad Hy-
nen etu, edts ikeyhtals't f?c‘ic‘ikbordfnaq%‘s-‘—aasq (222) syt
edelleen se\oami‘%&he&‘} fornen Horsrstaan. Lrsakse [if Hhamalia’
me‘%ﬁuushlokse‘{- %E Yunkin ominatsymuodeon varmenewm iseen

saadaan mitatavalle suureelle Ja‘r\ce,\rol" fysrkaalinen arsalts .
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5.2.2 PRAYLEIGH-vaimennus:

Pt

Vali Ha m dn in{-egmmm‘n menetelmrssd kd'y[t{‘dqh wiskoeosinoa, valmennws—
mallina usern i sansttua EAH’LEI'GHM val‘hqehnus“{‘cx)jof[o;‘m ole~

H*’dd\’\]'e""-l‘d’
[Cl=zwMTI+ RpLKT (22.5)

yssd oL ya p ovat ety varmennuskertoimia . Ne veidaan
(s Eec'l,jo.s —bnhe'l-qar\ suhteellisen vajmennuksen kertsrmet }L‘
kahdella eer Omthn‘skulma'{-qo.d'uuc&e“a W, . Menetelmd on likr-
haararnen sl suhteellisen va l‘mennu\:se:n ot PAVYLEYEHR in vaimen-

nuksen vaimennusmalli+ ovat taysm ertlaiset.

ESIMERKKI :

Tarkastellaan usean vapausasteen systeemid, jonka alimmat ominaiskulmataa-
juudet ovat wy; =2 ja wp,=3. Kahteen alimpaan muotoon liittyvit suhteelli-
set_: vaimennuskertoimet ovat ¢, =0,02 ja g, =0,10, Miidriti RAYLEIGH-vaimen-

nuksen kertoimet o ja B.

-~ RATKAISU:

L= 2, =002

w, =B, G, =010

RAYLEYGHINn varmennws (Clzw« [M3+Pt K3 (1)
sahleellinen vaimennus  {d}, (e LMI+pLXT) (b = 23 oy (2)

= A+ B 2% w 3)

o{—+[3~?.l=2-06‘2‘2 d=-033¢
i = }5 ) 4y

=
{Ot—\—ﬁn 3%=2- 0,10 . 3 = 0,104

= Cel=—0133¢ LM +0,104 L] (5)

Yhtalon (30 ?emS-{-eeHa ve ldaan nxjjr oot Fhad muuwt guhteel-
(l'sen \fq\‘meﬁr\uksen ker*bfmeﬁ, kun O INars kulmq"'a(-‘t_juudc“' C—Ul-'

4u nne‘{'d,qﬂ <

L —0,226 4 0,104 o> . -
’gb - } { L ) L-;'IIQJ .‘,)1('1 (6)

ZQ)L\

Sivuilla, 9% ;o 99 on wma ks eman suuven Hq'{'ﬁkonto\n‘)‘e\mqn

ANSYS monwaalista vaimennusta keskeva osa.



gg 2.31.1 93 €)

bieuanm ANSYS mannaalialy

31 DAMPING CHARACTERISTICS

Damping may be Imposed upon the dynamlc structural response by several methods:
form mass damping, unlform structural damping, materlial dependent structural
pIng, and damping elements. "Numerical damping" induced by the numerical
(1) ‘ejration procedure used In the Transient Dynamlc analyses Is discussed in Section
4. Multipte damping speciflcations on the same element are additive. For the °
iear Transient Dynamic (KAN=5) analysis, KAY(!) must equal zero, and for the

structure (KAN=7) analysls, KAY(6) must equal three If any form of damping Is
isent .

1.1 Uniform Mass and Structural Damping

The viscous damping matrix {C] may be given by:
i ol
ir 7 [C] = [M] + @I[KI
s re (Ml s the méss matrix and [K] Is the stiffness matrix. In this form, which Is

o known as Rayleigh damping (Refs. 13 and 14), « and @ are constants to be
ermined from two given damping ratios that correspond to two unequa! frequencies of

- ration. For the Nonlinear Transient Dynamic (KAN=4) analysis, damping matrices are
E -1 med at the element level and assembled Into the structure triangularized matrix.
£ b the reduced analyses (Linear Transient (KAN=5),'Harmonic Response (KAN=6), and

structure (KAN=7)), damping matrices are formed at the element level and assembled
© 2 reduced overall damping matrix. Much of the experimental data on damp Ing

(..'_ perties consists of ratios, ¥,, of actual damping to critical damping for a

; ticular mode of vibration, i. If a natural frequency, w., and 2 modal damping
A lo, £,» ore selected, « and @ should satisfy the foltowing relation:
A

"“a;' -d/zwl +ﬂ'wl/2

' values of «¢ and 8 are input (as decimal numbers) for ALPHAD and BETAD,

pactively. Typical damping ratios (¥) range from 1% to 3¢ for suspens lon-br idge ’

- e structures, 3%-4% In steel-frame type structures, and up to 7% In concrete .
M vetures.

For the extreme case of rigid body dampling, such as a structure immersed in a
,cous fluid, 6 =0 and_ot=2¥lw'. Since only a single value is permitted for

L) oA, the user may want to select the most dominant natural frequency for the
Ypuiation of . Higher frequencles wiii be damped less and lower frequencies wil|
 demped more as shown In Figure 2.31.1. For the more usual case of -only structdral

. lping, ®=0 and 0=2;’/w| (orﬂ*}lhfl, where w'=2n'f_').

- ;'ln, since only a single value of BETAD Is permitted, the user must select the most
. XUnant natural frequency fdt the computation of 8. Higher frequencies will be

i ped more and lower frequencles "\y”l be damped less,
= . .

Figure 2.31.1 also shows fhat while both damping terms are strong functlons of
quency, thelir sum is nearly cohstant over the frequency range where the terms
orsect. For a glven damping ratio (¥) and frequency range (f' to 1,),

+¢squations can be solved simultaneousty for the values of = and @, '

:\’7; .2 Materlal Dependent Structural Damp Ing

The damping coefficlent @ may be applled as a materlal dependent property instead

DAMPING CHARACTERISTICS



Lar E= o/2w + Buw/2
g
3
g y Aot
E 1 1 (8 Damping) }UJ}
\
) .
€A
: ! (a Damping)
| : o
| f, vy,
Frequency (Hz) 52N
Figure 2.31.1 Mixed Damping ' M

of unlformly to ﬂ'ui structure. This roqﬁlros entering the coefflicient as the mat l/,l'A
property DAMP. This property s avallable as an optlon for all structural elemen
and is not shown In the materlal property llst for individuat elements.

2.31.3 Damping Elements

The most versatlle method of Introducing damping into a structural system Is 1 1
detining elements having damping characteristics. These elements include STIF14 '

(Spring-Dampar), STIF27 (Dampling Matrix), STIF40 (Combination Element), and STIFS !
(Superelement). ; . ' '

5.3 Rakentegllinen vaimennus:

otetaan Loy kegh{*ﬁi(&l'{'& mucdostettdessa

Rakenteellinen varmennus
huowmioen seurddavask

{Qpt=+rvq {Qe? :—»1‘3E\<‘j{<_}’_} (226)

e"‘*«*H*& , etbol kay Liven va L‘mennwsum‘mako m‘eoﬂen-H-\‘e,h
LYy keﬁh"‘d'lé'sjt‘d:

Jo tlotn on ol

verranne lisuuskerrorn 9 on samo vakio .

IMIL3T+ 0143} =L Qek? > Qe } =103 +{R%Y (227,

Seuradd.

228’

[m4E Y + (14eg) TKI(gT = 707

+unneta kovin hyvin,

Raken frell tser vaimenn wksen kertoimial 4 o

Neensa vovdaan kd‘7++&éf arveya 4 =0 ... 010 .
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6 RAKENTEIDEN DBYNAAMINEN VASTE

6.1 Kuormituksen eli herdtteen lajit:

Vardhielyanalyystssd heratteet (dynaamiset kuvormitukset )

(uokt‘*&l(qcm usern geuraavacsh |

¥ DETERMINISTISET HERATIEET :
1. Jaksatflizet herd teet
— harmonien herd'te (kava 22 a)
- efc‘a‘ harmoninen herate (kuva 28b)
2. Jaksoton herd'te (kuva 28 <2
¥ EPADETERMINISTISET HERATTEET (hkuva 28d)

F Delerministisen herateen ﬁxnk%bkal:\'
F:t— Fl1) tunnetaan tasmallisesh
Jokarsena {arkasteltavan arkavaln

‘>
b
D
D

T Eaenad, urn TAAS ebgaeterminismien
hetkend | & Y paded Hhcsh

F T
; | he,r*é'-*'\f-en (u.c:hnt_. on MM\JA’L.
— . t Epd'dejtﬂrﬁm{m‘s{‘t'sen herdH een g sen
(b) Q\‘k&uHaml:\n vasteen ovo tnaiSua ke,

F pyritan kavaamaan FoBarm e miryguys—
/\ Rordrimmon, kemmorn. Kuvassa 2% 4 on

() erdan epddeterpinishisen herdteen
‘ndva(m‘f‘b'h_t(os (vecovd og‘ randav +\‘m€
] Lunkhon ).

E?d‘dekrmfﬂ rshisen Hercl')rke\q alarsta
td) Sg?:-iﬁemtn"\—d' ovat estmeckiks) Furbuy-
Kuva 28 HergHeen laif  (enthisten vindauskn casibamat fonts
koneetd , avaruusalukset yat kkan {—osd‘ﬁt'—
alukset seka’ mqanjd‘m‘s‘{\ijﬁﬂJ i kenac:
Farindn Ja tuulikueom Husten alarset
siltat jq rakeanukset,

Tassa QS{“I’E){CS?/SSa r‘dj‘ol‘hv‘ro\qr\ dederminrstiein herdaters i .
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6.2 Yhden vapausasteen systeemin pakkovirdhtelyt: (kertausta)

6.2.1 Harmonisen heritteen vaste:

(LI ]

Vara'htelyd | yjonka atheutraa, jya J‘o{-c\ 7Hd'[:r‘+cm Jaksollinen
veimad ’Pakm%&) kuhu‘l‘aan M{«é&’ Varahte-
(3me4\*<ans‘\'[<qssa skjs\L{emfr\ (f'fk[:.ce_n cxihe.u‘{-{“qmaa_ Volmao. Sgno—
laan fuwadleedew . Cexartation ) ja systeemin siirlymda sty -
YY\Q'\WMJB’L x (). Stjsjrtem\'r\ vaste (res?onse,) vel olla M\{G.S
M?M x (t) +ar MW_@E X (),

}aksot\fskn herd Herden tavrkean eh¢‘+\d(3+qpqu|:sen muodostaa

KW he.rti"kt

Fle)= F osin (s ) (229)

vavssd F oon herditeen am?ll‘hc\[‘, JL sen \Lulma‘faqjuws Ja Pp sen
\rqfheltulmou JOS heh:tHeessd\' on vaun 5\131‘ hQrmom'ne,n komponenlw

4 S nin favallisest wvalitaan arka or1'90 <iten , etto (PF: O .

Vaimentamaton vdrd hieliyd! -

& F(t) Tdrkqs-[-&l\aqn kux;cm 29 le'm€h+QMQ‘
" tonta \Icl‘rahice[fj‘dd') Jon ko Wkeyh-

ale on
E mx+ %= F(k) = Fsindt  (230)

F(t)
K o ei— M f—t—

Merkitsemaita

ek _F
@ T o KsrT g (231)
Kova 29 \fqn‘men-l-q‘r‘nq'l-on
vars hieliya . saadaan {7 kegh+é{\c§‘ kay
X+ o X = Xs1 wrsindLt (237)

o on syskeria omnacskulmataaguas ya Xsg sysieernin vaste,
yos Verma varkutters! staathisesh’s DisSecenttaalivhtalon (232)
ratkarsuy koostuq homogeenl‘sen \ﬁ[-\‘{'d‘lc;"r\ y)el'sts'h;l‘ ratkarsysta ya
*aydellisen vhialon 505‘{uk|‘n \/ksh[-:jrjl—qf'qusus'}q. Tulokseksy seuvao

X ()= CT sinwt + coyent + Xst 3 srnSLk (233)
1- (L /ew)

Mivssd (ntegroimis vakiet ¢ ya Co w’iFPuVO\‘- alkuehdorsta,



T02

Tode)llsissa varahledrjdissd on kailen kin wukana aina vartmen-
nusta, , yolko ( kuten -m\]:c‘:'htmmfn fodetaan ) varsin nope_qs-\w'?ol‘shq
om i nacsvarahielyn (hemegeenisen 7k+d'(6h ratkaorsun ) ga goljel-
le jodd vain yhtalsn (232) yEsthy sratkatsu ) joka edustaa syste-
o Fakkovd.‘ro'\' helyd |

X ()= Kt sindut (234 )
1— (8L/w)?

Pysywien Joara hiely ven vaste (steady =halte responise) (234) b
&)‘of-‘&'\ﬂc\r\ —l"q\Iq_Hl'se,s“—(' n\‘\‘r\ Sqno’\'\xn WMWM \/

avulla ynueteon

4
+Y= V vo JLE = (235)

Kuvassa 30 on escietty Vo stus ke rtol'—
men V kuvaaja . Silld on  pystysuora
qssm?hd'ﬁ' kohdassa U/ =1 <l koh~
dassa (D_.:(,ul)‘ollq arolla vahurstus —
kevTern  ya wyds vaste x(+) 4ulevat
daretdmiksy, ©Op kaitenkin huomat-
*qvc\) etd rotkarsw  (234) el ole ver-

massa  +assd nin Sanotussa namt-
. : YD IS
KuvaSoﬁ Vairmentamatio- M&-QL—— :
mdn Sif‘ficml'h Regonan ss.?vd'rti‘}\-\%l\:;n *}'q?qu.]:SeSSQ H'3~
vahvietuskerroin V
l e dellisen jh—lnlon Skm“-ﬁ;smﬁcmsuksx
elr RWMM'V\)M Seutrtaao,

(t) X (1) =~ Xg cotamet  (22¢)

Tulolcsen mukaar resonansseso S&gﬁee*

min vaste kasvaa rayatta ayan mukana,

Jos re.sor\qn35|vth+e|'5+ »})q‘“‘sevq"l'

byﬁ’\'}jmdd‘n/ e(n)bs ]f\e rcx-H-?.en kq\mq,—

“LGQJ‘L{%S o sawnd kuin sgs-‘-@eml‘n oy -

Kuva 31 Systeemin vaste Nacs kufmqhq‘)‘uus) sy steen e soattoa va-
l"egonqﬂ‘;‘ssl vardh- 1"01\}""‘{}51') J‘q'H(ueSSQ unr‘,oﬁ{\(a’ ' RQSOHCIDS‘
telyssa —_—

ST={mid on rakenterden kesfamisen kanngl-

ta vaaralinen
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!_q.fmenne.H‘tk vara' h %-i&'_\'cii A

Kuvassa 22 on ﬁs\‘-\@‘H—\j Ve f:oosvsjh' Va i~
mennethu varahiteliyal ) yonka Divkeyhdals

on
E M X4+ ox+tdx = Ftd)= Famdut  (233)
cx F(t)
———
kax n (9\&4-6'}mqn)e,-\+o‘: varmennws on dhkedidd-
nen ja kdaytetddn merkints
Kuva 32 Varmennebhu va- < e L J
rahtelyal ¢ = < Ly = = w S Vi-grew  (228)

=

X 2w X b coZR = Aey SN AL (239)
Yhtdlern (239) ratkarsu on

X(8) = € SOt o sinwyt vyt ) 4+ x, ()

(2h0)

mrssd integreimisvakiot ¢, Ja Co \r‘t‘n‘p?u\\roﬂ‘ alkuehdors a So tay-
dellisen yhtalsh yksityisratkaisuks kelpaa

Xt: A\ sSTn (LQ“E{'(-P) (241)
Missa
A= Xst (242)
01 (@) 124 (23 /)
— ~ 2% /W
= cm.c;-l-qn
? [ 1-(&&0)1] (2u3)

Rat kQI‘Suyhﬁ'{Sn ¢240) alkuosuus edustaa

ominailsviardhtelyt
x(t)

orm'na l‘S.V(‘:l'T‘c\\l]’\'&'&l\djo‘: 3 )‘O'\‘kq ayan mu.kq\"\fk
pysyvédt virdhteiyt

varsin ncpeqs{‘\‘ varmenevat Pors Ja J‘ci"*

Jellg J‘é.'o'l'v::{'-(* Px:jgxdvci'-[' v&rd\'h+e15-{- beuvan
32 mukarsestq’.

¢ kci'HHd'md)“d‘ Va}\wlshskerrofn‘}q
1
V= — (244
VE1- (WL/w)?1™ + (27 D)
vordaan Pasywren Vd'\f‘d'h'l“ef\d_)‘cﬂ vaste
Kuva 23  Vaimenevan pakko~ ku‘rJ'01'+-|qq muotoon
va rahielyn vaste,

XY= Vixgp sin(JLE+ @)

(245,
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Vahv i stus kertoiynen Y 1<qu0.-

? [ 00 _ ] Ja on esi-}e.apr\j kuvassa, ER
[ \ kun '% € Co 17, Deri'vo fmal-
2 {q lauseke (244) kulmataq-
Ul g=a? juuden Jb suhieen veordaan
\ \\_ (=0,50 4Dde¥a)€i*d'vahvfehiskev%ﬂVﬂaw
\ dariarve e ole kohdassa JL=ew,
(=100 “\\\\\Haaatm; vaan kok&q“0~
% , T /w3 4 5 = o123 Ca¢)
4
Kuva 34  Vahvistus kertormen 7 Vonox = ZHJI——-—}{ (247)
T kuvaaja.

Tdvqlhses+? kuf+enkjn Sqndﬂian,<a¥¥d varlmenevankin vdf&kxdﬂh reco~
riansst on kohdealla JL = s, JoHo(n re s orLoimuara sy

V. =1 (2487

on hl‘ukaﬂ F{en?_mpt' [cuu‘r\ mq\—-sfmfvah\u‘gi‘us.
Erityrsen ddrkeata on huemata, eld vahvistuskerrorn V ldhes-
yy nelloa, kun JL/jw kasvae,, Tama' merkitsee sita, ebds dos

qukovc\‘f‘r\qh Fou RIER — Saryassa, ev ole kc\ll'ﬁ kot*);e\"{‘a '{‘erme\_l'ct

vormakkaitllo amplitadella mmukano , mim Farvitaan sichimdvas~

{Epn [i kfgrvon [askemrseen vam muuntama alin sminarsmucts |
ESIMERKKT :
Kuvan koneen kokonaismassa on m ja sii-
m nd pydrivdn.reottorin mg . Roottori pys-
. rii vakiokulmanopeudella § ja sen ep#-
. epr— "’=“=“==Ea . _ . .
o B ET keskisyys on e, Kenetta kannattavien
palkkien massaa ei oteta huomioon. ME3-

| L (- [ L ! ritd palkin keskipisteen siirtymivaste
sekd palkin maksimitaivutusmomentti ja
tukireaktiot, kun a) vaimennusta ei ole
b) systeemin liikkeeseen sisdltyy vis-
koosi vaimennus, jonka mitattu suhteel-
. lisen vaimennuksen kerroin & =0,05,
(m=mg)y | 'moiiq, m=1000kg, me=200kg, L=2m,e=0,01m
,r | 6EI/L® =500 kN/m, 2=20 1/s.
M RATKAISU:
—
IWC 1 l:) A= y+esrnnt
T T A A=Y-ednPsmdit
¥
(g etkac )




=

a) Hitauevorma- ajatelatavalla saadaan

M
P
e y
T '—mo&—CM—mo)g—?_T:O m‘r ,1
=

T=3

—melY-e st )- mY4meY-2T = 0
. EI
2 myﬂ-gﬁ'j:erd)} sinJut
= Y+ ety = 2 (o)) sinant , W =6

TaydeMlisen yhidlan yksituisratkarsuks’ saadaan

va
Yo ity = (Mo /m)(SLlw) e s JLE=E \/P_an{_ﬁl{:

1- (ufon)®

=

yma}( = O, SOBD m
maS'i‘O\.

ET ™
rag = 13 T Jst 7 Ysi*© 6—‘;—% = 0,0126 m
13
Ts.h:%_mgz 4,91 kN

MS.\._—'-' 3 E"I—L‘[%:%LG %:)L\ig{‘: 9,81 kN

- ET -1 EL =
Tdﬂn" E Jdyn =7 (6 [_3)7mw< 1,26 kN
Md\m: ’BEEB: L Yimox = 222 kN m
3
{T:Tsﬁm\m: 491+ 1,96 = 6,3%F kN
M= Mst+ Md*fn: 9,81 +3 92 = 13,33 kNm

b) Litkeyhia'ls on nyt

5 V= Crneldm) (/)™

— . = 0,%3049
\f[a—cm,/w) 15027 L /es)

Td‘fn:%' (G’%)Vmax = 1,449 kN

- A -
Md‘jh“ 5 (é%)L7mox = 3, ST8 kLNm

T = 4,91+ 1,732
M= 9,81+35%

6, %o kN
13,39 kN

11

, N=3 E—L'Ey

w

yit) = Y+ t)= Ve srnit = 0,80024. 0,010 s indLt

m 1 tathana s‘l‘dq‘H—erS‘l‘O\ -)szc:\?qino gse—

§+2’§m3+afg = eQ%ﬂ )LQ,ZS\'ULQ,JC

= Ymox= Ve =0,0073m -

-~
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6.2.2 Ep3harmonisen jaksollisen herdtteen vaste:

] Tarkastellaan vo l‘mc\her\d&c“r-él) yoka

—

on mielivaltaimen saksallinen funktio

o — | ) f i N Fity= R £¢t) C249)
I i ! |
T | T mrssal Fib) en yatkuva day epdyat-
| ! | | [ kuva siten, etta silld on jaksovalcile
vada aarellinen maard daretliscal hyp-
payksial, Se vovdoan nacile edelly-
Kuva 35 Jaksoflinen herate, Aksilld atna kehitlds FOURIER —
savyaksy
[- &
Ct)=F, [Tac+ & (au emofttby stnodt)) (250 )
V=1

Herat+een ibemsku‘mcxjmq‘juus on 2. = 2TW/T |, wmissa T on $fan kfon

£ Pemsjq\r,,gg, Kertotmel a, ya by (v=0,4, .. J) saadaan kaavorsta

~T72 T2
ay = gL § fer) eow vt dt 3 LDD:;%S JeE) senouLt dt (2514)
_']71 :Wal

Som‘qlce\n{-\dmé'n (250) termejd £ Qu carvdbt ja Fo bysinodit canotean

hecd Heeny havrmoncsiksi kbmfohcn"{tfl:Sl‘.

Kuvassa 3¢ on esiledhy suerakualmicaallen
FOURIER ~sarjan q\kupcl‘c\'n —J—erme:jot.
Herateen kuhunkiq harmonrseen kompo-
renthin (ityy ema vahvistuskector -

1 mensa, VY, , yoka varmentamattomalle

Sgskcm ‘Ne olrst

—FD e (U ,1
v T (252)
1= (v f2/w)*
n on F-sarjasta otettujen
nollasta poikkeavien ter- Vastaavat vasteen harmowrset kow po-

mien lukum3ddra
han-\{{r ovat rvu ap Xgy COV TSV D‘“q

Kuva 36 Suorakulmio aallon Vo bu Xst stnovdflt | Yhicenlaskuperiaa—

esvHaminen .
tetta soveltqmalla saadaan

XY= % [T ao+ ?vvcaummu by sinut )] (253)
p=
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Kaava (252) on fretenkin verrassa varty silla ehdslla e Hd mikaan
Herdteen harmonsist, Jxomfone_n’k"et's~l‘o ef vresonal kyseessd oleyan
sy Steemin kanssa. . gos )‘ok\‘r\ \)LQ.-——UOJ avin Yo ds vastaava vashe-

kom?qner\—Hﬂ' vabulsthiu suovaan verrannollisena ailkaan.

Plt) ESIMERKKI :
Vaimentamattoman yvhden vapausasteen vérdhteli-
— R jan jaksollinen epdharmoninen herdte F(¢) on

oheisen kuvan mukainen. Esitd kuormitusfunktio
FOURIER-sarjana Ja mddritd vasteen x(t) lause-
1 ke FOURIER-sarjana.

-F L
’ RATKATSU:

} T/2 | /2 I

Koska herade F(t)=F £CE) on ant'metrinen , niin
Tie

) : _ k4
ay=0 & b, = 5 _‘FIS_‘/Z—S-('E)SanLDJJEC“c = = —\% V=13, ...
=
Fay= e 7 Losmvant V=1,3,5, ..
vV -

Funkden F(&) kuvaq‘jdﬁ muutamie q[{;upd'd‘n +e.r“me_j‘ci: on as:"l‘ﬁHﬁ
kiuvassa 36, Varmentamatdoman \Mi'rd‘h#re,llb‘a"h vahvstus ke oto imeT

gl
Vo =
1-Cuf/ e )®
Y (4) = g;xstz sinvdlt _ V=125, ...
| Vv (udu/w)®]
el
X(4) = By [ S BE 4 sinaat 4 sinZdt L]
1= 3 TSGR S T el

Numeroarottlla JSLfw=0,60 & w =60 ¥/s.

= X(t)= %’J— X5t (1,563 sin3,6t - 0,488 sin10,3t — 0,0250 sin18, ot -+

- 0,008 s'n252t - 0,00392 5in 32,4t -0,0021 5N 39 g t—

n=1 Kuvassa on esitethy vaste kayt-

st - tamalld raautamia FOORIER-sarjan
2.1 ra - £X

+ﬂmeJ‘cil. FOURTER - 3a rJ‘qg'&x anNn D‘{'E,{‘-
Latf e\ -

fovea vaukaan adtka monta lermid,

[ W | . <
~l.4 \ / \ Y A Kun du/e = 0,¢0 ) nitn v kaan he-
- \/ \ - 1—6‘+¥ee_n ‘Co mpo ﬂ€ﬂ+t\‘3+q afl resone!

~2.1

HIH
>
1l

systeemm kanssa.,
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6.2.3 Jaksottoman mielivaltaisen heritteen vaste:

F(t)

Kuva 33  Jaksoton herite

F(t)

IS

Kova 2% JMfui.s;'t'Vt‘.S‘en vy~
mMan kuvaaja.

Ana lyygtHrse 0 SR RN Fu\s tivista

Kun mekaanisesn sgs-\—eemh'r\ vai kutHaq jcsk—
soton herdle F(E) (kuva S'Jr)Jn.‘u'n Stjs-\ee—
min vastetta sanctaan Trommant - vosteeks|
(tangrent res?onseﬂ, Tos herdle on M_ﬁ.
ln_%, cysteems el herdd! Pgsautll.ﬂ vardh—

%\3?hin, vaan jdd Pu[ssfn & [keen owmi-
hqfsvd'rd'\wk‘gxdn, jonka ampliitudy T pud
heratleestal |

Tdrked yaksoton herate on Wm

Ve ,J‘o-h; voldaan kuvata kuvan 38 hy-

vin kapealla ya korkeallo susrakulmieila,

Kun susrakulmren leveys & =6, v»iin voi-
Man sauruus Ieo/E  kasvaa m_\‘o\H‘q few ! den-
kin nivny, ethd votman tenpulss i pysyy ar-

VO ss5Q 10

vormas hetkella =T wvoirdaan egitaol

‘I)I'W (;"M 5(1&""['). Cen Omx\ﬁ‘lt‘suu.icsfen
[}

Sct-ty= 12 kun £FT 3 (gpemrdt =1 C25Y)

kurn + =T

Fems"keuo\ veordaan fm?l&[ss

— o0

%I "\ﬁrﬁ-*e_ k \‘t:)‘c \"H‘QQ mqe,'l‘t:e n

Fity= I, d(+~-T) (255)

Kuva 3‘_’) Jmpulsst !(uormt%u.s
he%iaﬂ

Tquc\'s“\o_“d\qr\ kuvan 29 varmennetua
sgs{—eﬁmfd’,johon va( kuttag r‘qulssl'
hetkella £=T. Oletetaan, ettal ennen im-

Eu,\ss;'q vaunu on levessa el
X(tTYy =0 & X(T7) =0 (25¢)

Tehtavdnd s maaritdda heh tmpulssin

yatkeen hetkella €=T7% vaunun asema
X(T¥) ja nopeus x(T+),



109

&,muw_? Jos melkaaninen systeem? on levosso ormgossa CX,X'):(O,o),

niva et hetkelld £=7 wartkuttavan ;‘mpuissm I, jd’/kem

suysteemin alkusrfr«-l-ymd‘ Ja alkuncpeus ovat

X{T¥)= O XA{TE) =TI,/ m

(25%)

2t Koska impulssin _jatkeen systeem| vdrah-

telee \fcl?cms-h',nh'n siy'e itamalla alku-
ehdet (253) vaimenemattoman e val-

menevan vdard htelyn ratkarsulausek-

N L9 . . ] ’
ketsin saadaan ”WJJQM
v

Kkuva 40 . Vaimennetun systeemin impuls-

X)) = L

™Mo

sin wt

sivaste x(t), kun impulssi vai-
kuttaa hetkelld ¢t=1=0

X (t)= Lo o ¢

muiy

wt

sm U)d't

t>0

259

Lausekkeila c¢zsed ya €259 ) jo\md&:Hcesaq ole‘ve}'\ﬁ'\‘r\)eﬂc’i |'mpm[s,g;'
vatkudt hetkelld £=0. Jos impulssd valtkuttoa hetkelld +=7,
Mo MWWXMM varmentamattomalle ya vaimennetulle

systeemille seuraa

W —T) = 20 srmo (£~T)
M

x (t—Ty= _To o FRHT®
lrnuud

Stnwy (£=T)

+T

(260)

C261)

Jmpulssivasken (qusekkeet nuodostavat ?emshn rnielivallarsen he—
riHeen laskemitessa, Tavallvsest tarvitaan niin sanothua whekir-
A/\:YWM'\.‘/U—QM& he=Tty , I,=1 Cand impulse response funchion),

1

h(£-T) = o Srnw W-T)

h o) = L g™

‘mwd

5N W i{-1T)

(262)

(263)

7L todrstus (eytyy eeimerkiksi oppn‘k[‘q‘qsh *Tapio Salmy, MEKAN|TKKKA 2., kine-

+ikka, Teorrdq o es tmerkkeja kKustannus yhtama Tampere 1980,

(259)
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flt) &Tarkosjre([qqn kuvan 41 mrelivaltarsta he-
ratetta
. i _ | . F(‘E):Fo §t4) (264 )
L LLAT AR
P =t ' Frj‘q-le,“cmn Her‘é‘i-e koostuvaks) squ‘as-la fm-
h f(T)ATA . Pu[ssejq)g‘ax‘s+q ko[ﬁcl_auq —E'—*'[‘ Q[Q_\fqﬂ rprp—
A pulssin suucuus on
/\ Flu)hchit-1) ﬁ, $iw) AT
;'\
N - T N .
T t-1 =t TOi.Squ impulggl‘e'[‘cx arheutuu hetkellar

t> T kuu‘qﬂ 41 raw \cqx'ne.n i Pu,[ss r'\JdSJre
Kuva 44  Impulssivaste Fo $CU)OT 4 (L-T) (265D
Koska syskewmi on limeaariven, jhkanlqa\chaﬂ‘an-eeg-(-o. seurag, etha

kokonaisvaste X () on karlkkien hetkillal T(Tero,17) varkuttauren

mpulesien im?u193|‘VOL33ce,t\den Surona Torsin Sanoen

t t
Xtt)= b 2 F s hea-t)at = F § f(r)y hd-T) 4t (2¢¢)
At>0 r=o 0
= t
Xtt)y= 5 Fev) ht-ode (26%)

o]

Dn+egraq1|‘o. (2.¢%) sanotaan W}MQQ_&% 1[—c1r'
DUHAMELIn Arfegnaalibrc. Muudtugan varhdolla € = +-T konveluu-

+!‘01'h+€j‘r‘QQ‘t‘ Vcn‘t:lclcm kl‘t‘jor""‘f'dd m\fé‘s muetoen

t
X{t) = Fy § sce-3)rhep)de (2e8)
e]

jO.S ‘t>{P o mr‘Ssd‘ -{TP arn A AS St S it At

3

sesta (267) scuraa

tp .
XMW KT $emhE-TNT+ E § 50Ty Ak-TVdT
0 te
> b
XY= R Jseo)4(v-T) dT t> 4, (2.69)
0

srlly FCD=E0, kun triy,
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it o " ESIMERKKI
" Yhden vapausasteen systeemiin vaikuttaa im-
L, : pulsiivinen voima hetkelld t,. Madritd systee-
: , ... minvaste ().
o T, + - RATKAISU
s ) §eu- B do(=fcf3) , . (v

+&

o

Feb) - Lste-1)=F Lescet) = Fse)

2 fo = 2y,

¢
W (t) = Fo § £CT) 4t d
I b
:> u(+) 0 22 jS(Tﬂ:o)ﬁ(J: T)dT
. Q 0 - )
t;
o § h(A-T) F¢T-T,)dT
O . :

=1, § R(bT) §(T=T,—t+t)dT
.o : :

it -T) ==heo-+
+ o

= Io S-heT-1) 5(-'(.'—,*1:-'(7.’0"“3)) dT
a) Tk pETet
v D
W) =Ty h(t-t) = T, ke (E-T)
:> _ t'MEF.ulsslvamLe,\«ulren : F‘\Hal’“““' Irmpulss: talee

hedkelts T,
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6.3 Dynaamisen systeemin taajuusvastefunktio:

6.3.1 Viskoosisti vaimennettu systeemi:

Tqu:os-lre\lqa,n S%S"‘Qﬁmfd“}‘)‘okq ety V!\SkaSl\&"\‘l‘ vgl‘menne.H-v\ Ja
Jenka herate on harmoninen, 14{ldvn sen Iitkeyhtals vordaan
kl‘v“)‘ot‘ {‘}—C&C\

mMmx 4 cx + = Fei) = E:Q)‘Lﬂat (230)
= K+ ?-?CUX: FooX = _l;_ Q“Lﬂ"t = _E_w'l E.;LD"-!: (231)
m

Hersfe F(t) on 4dydennety femmplodeninebnd (L=V-1)

Fet) = F el £ (oot + L a2t ) (232)

Tastd seuraa,etbd rayss vaste X O=Rex()+ Imx (i) on komplek-
sSvTnen. Verdoan osof‘["l‘qq,e,lr%d\ he,rci‘H—een fmo_gl‘h&&erSuu++Q vastas
wasteen l\mqg\‘né\\d\rl\osuus\ Sis keun %dﬁ”l‘gc,“m_ HerﬁH@_c“é{ oD vavn
reaaliosuus ) niin siids seuroa vain vastken reaaliesuus. dma-

i)
Jinddrrosuudet P\‘dehdh rrakano, varn laskennallisista syrste

\/Wc:,OJuibQ/rﬂJ. Tonktiota H(L-QJJ j‘oku klé,“”kte. Joisiinsa harmo-
nisesh  herdtetyn systeemin vasteen ya hera Heen

fsrsiinsa. muodessa

X(t)= HOSL) FW

(233)
samotaan kyselsen sushemin ”kmn{\ﬁﬂuru;bp;m.
Derivormalla yhtales
x£) = Hun) Feltt
= % (E)= R Feldtt (293 )’

LAY = — N H et

ja sUjom"H‘C\mqu L_:j‘n-}d‘[aé‘n (231) Soadaoaan

(%

wlm>

SR 42 2ol T HIRL) F 4 w® RCa) F =



M2

/4

H) = ~
& o5k 0

C294)

Taules (274) on  vitkoosrsh'varmennetun vd e hieleudn sysfeemin komP-

(eksfncn Yaa Tlasal &"'Q}"«\Y\\;‘Jr‘l‘{) . Seq (tselsarelks Ja o chekulmales)

Jetl rdq

[1- 05y 1-2%3 £,

Hn)= (2%5)
LRERE S AT
=
_ 1/ e
|H ) = . 2a¢)
\/f1—(%)2]1+(2}‘~3—ﬂ
Lo 23 (&)
¥ = cmc.{-cm,} 1"(%)2. (293)
(9]
Systeemin vasle x(t) vordaan escHad Nyt rauocdossa
XE1Z ) FEI= H ) F et yanyie? f et
= A (Lt +
X(£)= F 1R e t) 7 2)

To.qju\tm\rc\ st Sumkthe  (234) F.‘%O’Cc‘\‘ dredon tarkasteltauasta Svﬂsjree.)
vml‘S'[-ci‘) sen ynd Ssasta 5 _)\Q\\bkk‘j‘vj destd o varmennukeesto (w, &, 3)
)& on  funkhe kuorm tuksen kq\maquqjuuc\es*n fl . Se soieloil

heratleen syateeram vasteeker lfullakm kalmataajuaden L ar-

volla 7 Sy ksy sila ku*su#aqn wseln 'mx’\a's S%S%eemn'n ;‘M,ﬂ_&_
Sg&ﬁﬁwﬁn kci:de\J‘h)mfsen informaatio on hiversH Sl‘Sd‘H\J%_Hij
EQJ‘uuSVst{ﬁ,\nkHoon Heud , Sikst sillel om aivan keskernen wner-

kfjrlj 35 vdhankin P e malle enevassd  vara hiel Y Q“q'335 rssa .r
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6.3.2 Rakenteellisesti vaimennettu systeemi:

Rakerntce!lisech’ warmennetin systesmin, yonka hecate on harmon -
Nen, ke yhtdld on
M+ (evgrkx = Fii)=F e'Bt 239)

‘LQ—'E

= §2+C1+|‘<})wlx:£wze‘ (2907

Sigeitetaan yhtegdet (233) likeyndaldsn (220), jollorn  saadaan

CDTHLYF + (1 rg)uﬁHm) F = %wz
=
HSu) = —LLIJ;Q_L— (?_81)
A-(55)+ g ¢
ﬁ _ L_D:. 2 Z_A v
H ()= L1-(e9)") — g (282)
s 2
[1- (&Y 17+ g
= 1
\Ha | = Lx (283)
\/[1-(%)2]1+ 9%
W = dnc tan (-2 (284)
[ H;%)”’]
X&) = FIH(AL) | e (RE+Y) (285)

uorad . Tu,,let:ge;l‘ ('23'3))‘:1 (22%) @Ae([nd-Hd\JéH‘J ettal \’\E.\"ﬁf‘ke. AN rrus —

toa Fiby= ’3 ettt Ig\(cawd?_-l:—kl‘smd?_.‘t)

Jollern tudellinen herade on

Flia)y=F cow it (286)

—JOS 'i'Dd,e“l‘ne,n \ﬂcr'ci‘k’_ o kfn mu\0+0q
F(ty = {:‘\ sin JJLt (2¢7)

Niin  ©on mene tel fiva Seumcy‘\/c‘-s{j‘ .
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~ A A I‘(-%__'"‘-D-t) <2
Ftyz F sendflt = Frr—cﬁf‘g:_—nﬁﬂc] =2 FH)z=F e 3%)

~ (E-ut
= %ty = F iHenyl e 2 ) (239)

6.3.3 Taajuusvastefunktion ja impulssivastefunktion yhteys:

Toajuusuas-l-e:g—un\c\-{o KLY on siis vasteen Ja herda teen suhde
Fqkkovat“thz\gs'\w(a%q kan vapoa Varahily on vaimentuaowt pors
Ja kun he raHeend on \,kkos araplitadinen ( F - 1) harmonrnen
ajan fankto, M Haamalla '{‘QQJuusuq.c_;\-tf\«\n khon H(SL) arve jokal-
sella ku‘ma\‘aqjuudef{a S, saadaan -y s v davrs Hydl systee~
min dynaamiset ominalsuudet.

Totnen {—qpc\ selurttas 53346EMKH éjnqqm\‘sa{‘ omMminaisuudet on
cor Fata susleernin \/O[S‘LQ‘H‘CL,) ke siihen annetaan Ykkdsimpulssd'-
herate . Jm?u[ssx‘uaSk h(1-T) kuvaa Faysin 4 stkemin dynaa~
Mrsie ominatsuuksio.

On seluod, ettd funkhoilla HWLY jo 1 C4-T) +z5.\j+~jj olla J‘Okl'ﬂ
keskinainen 3}1*{35 el yhieys , ywulla {ornen vordaan laskeo,kun
{ortnen TFunnetaan,

Vo irdaan o soitd uc\f et -l-aqjuusuqs4e'?unk+\‘o Hcad Ja Bkkﬁsr‘mpuhgr-
vqsk:guhk—\ﬂb h4-T) muocdoestavat FOURIER - MMNM‘FMJ el

By = Sy e MEdt
(290)

4 et
hr= o _é» ey e

Ormrracsuus (2307 muedestaa. perustavan faatuisen kulmakiven
o kenteiden SQ“rur\r\qu‘Svc‘f\"d‘}’.\'}ijj‘f_m leorrassa. Jo0S F(SL) on herat-
{feer FOURIER—miuunnos 5 NI Systeermin vasteen FOURIER- WuUnno §
saadagn  Kkertolaskulla X{c) = HCd) FldL), Ailkatasen hankalat in-
Feqreinni b voidaan muuntea Faqjuustascon ) jessa vastaauat (askutoi-

mitukset ovat vain keeto laskug !

?: Stmo Virtanen, Stokashset ?rbsessf',- rakentecden vekanivkasse. TTRK,
opetusmonisie 53, Tarmpere 1980,
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6.4 Normaalimuotomenetelmd:

6.4.1 Johdanto:

Rakenterden dynamiikan fehtdvan (r‘l'kejh{-d’!c? SQC!."-Q.'\"E'I'Y\ ar ka-

Sernrmin W\u\o-k:.or‘\
CMIL4 T+ [CI{9Y+CKI1gY ={a)} €291)

Lineaarisen teerian purblersso. wmassamateils! LMT ja yadykkyys-
ratriisy [k 1 evat vakierta. A)‘o\s-\-dm'fppuvuus o0 kesk! fethy

koordinaatde ;M'h { C_}_H:)} J‘Q busemitulksiing L &)Y Y hbxle 291)
el ole tacrkka jh"%-d‘lo“, rautta se on gita pAremmin vormassa , mito

+\‘%ed‘m?d& elementtiverkkoa kaylelaan .

l{\r)"l-é{lc‘z‘r\j"\m&_'m (221) vratbaitem 'ceen kd‘jlﬁa'{"c‘id‘n tﬂe.ansc{ yorapao

kumﬁuc\ seurdavrsia kahdeda menclelma st

¥ Normdd[l‘mub‘{-omene+¢]md' (Norenal Mede Method)
¥ Validen l‘h'\‘tgr‘o\‘n-H { Divrect 30'1—egr-o.-‘n‘an)

Ndmda saattavat armalken aluks) funtuo taysin erilad sy e me-
h2+&\mf[+aJ muthq 1lse astasson ne ovat (dhersto su,ku‘a,l‘st‘q.
Menedelman valinta PO ppUQ Sen numeerisesta fehokkuudesta
ratkarstavana olevan sngelrman fuhteen,

Ma i Halkoon viela QCMMM& \jh-‘"ol‘lé,‘n €291) ratkai-

(ewirseen  Sen veirdaan ku\‘-¥enkn‘q katsaa olevan sawmac Lornm

validlsn n Jregru fad Cerk mtjé‘hemwﬁn) .

6.4.2 Liikeyhtd18t p3skoordinaatistossa:

Suo r'.\'\‘lvd‘(f\cx\»lt:\ Muunrne 3

19% = 08I{nY (292)
missd [ on modaalicmatels! qyo {m7} T:c\i(‘llkoov\&l'r)qd‘\—\‘“‘ sd adaan
(5 ke'jh—h;\‘l oks!

fom [ dmY + [EITLCICEIINT + TR I = {F )} (293)
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Yarssa T )= [&1TC MY (%7 =TI} (nermeerqus )
Xy = [3270xdC08T= A L= Tw?| ¢294)

1FW) = (1 {aerYy

Kon wvreld kd'3¥a+&<§n prurdealinto. asimemmanrdto. L yollem

(4770c]t3 =27 3w ) (295 )
=
{3+ 2aTzwl{qY+ Te? J{my={%w)} €296)
Ffwl) =T §w, §, e, ... }PcuP_[
rwuzrw; Wl L co:;; ) (297)
1Ty = (dIT{a O}
=
(ﬁt“_?'}:)w\.‘&h‘*‘wsﬁlc = F.(t) (293)

A\kue—")éoi' {%CO)} )‘cx ‘{Cir(ﬁ\’} qunhua-\- fﬁx‘{&komrdt‘nqq-{ﬁ‘sﬁn
alkuehdorle sy {_rrl{o))‘ 3o {O—L(o)} seardavash';

193=C324Y & L4%=C08747} €299)

Ke rrotaan 5%\-&'(64’ (229) vrasemma lto. madaist lia [$7TEH3 Sa
oletaan huswicon tormeerausehio EE]TEM_}LE—]: LI, Tallemn

Ssaadaan

{M©@Y=1817MI{go}

(300)

{d Y=Y CMIL§ @Y

L\‘]"l:e\jhird‘(&‘l[ci‘ (296) mnuunnetussa Muodossa elf Pd‘djlioorc\fnqa—
Irstossa on saavutebhn meckitdva et d[kqpemi‘a'&.‘r'n (rikeyh-
{falerhin (291) vercatiuna. Ne ovat Avpon,mﬁimmi el m/)tb"z,o'—'
moalisonFuneet  kukin emaks’ (Tkeghtalakseen, Tallsin onollut
pakka *f-g)
on huomqi-fqva,&ﬂ‘d‘ modaalimateils fin E@] vordaan valrta eminars-

Vektoreta vain p kplela stken eftd pan | Yleensd 4 on palyon

ytya suhteell'sen viskoosin vgimennuksen walliin, Viela

Prenempl Kuirn systeermrn VQFc:usqsLu'éen lukumaara n.
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Ko (iiktkj"\‘l’d‘lé‘l'S{‘& (298) on Cllku&.}'\c{bt\[[a (3c0) f‘a‘*kqfs'{u 106[6{~
koo rd inaattien ‘{“l} ovvet MUY, nin kcnf‘dl‘naq‘{ﬂ‘-'-{itﬁ}

AN qcxc\, aa M

9 Y = QT F = 116, 187, .. T3 D Im 1)

P
7 3wt = X {4k m ) (301
V=1

Taloksen (301) mukaan kukin vatmenematon owirnarsmuste {c_m‘ﬁ
JC:LZ)..‘,Fér) heraletash kerrornfunkion m (1) mukarvsena
ja sgadut vaskeet {asketaan 3\—1439_\'1. Ratkatsuun =0 fule mitadn
[i‘kfm&:ci'rcll‘333++& Sen ¥ql:\‘o\)e.Hd‘ kc‘x‘lee-‘-d'cih valmenerma tom o
O n‘ncu‘smuo‘i'"oj‘tl faskennan qpuna varlkla, sy steernrssd! on val-
ennusta . Nipta ko‘igj#e!r%'lh vam {ackuleknisena qpuvd‘h‘ne_e-
nd . Oleedlisto. on suhdeellicen vatmennusecallin b guy ys sekd ele-

raenthiyaen  trheys .

Tarkastellaan kuermihastermrs {Fcir Y = EEJT'E@C‘U}, Olele—

*{-qcm et kuormx‘-}us on separoituva +oisin saneen
) ad

18T =1 QI = {Q St (302)
jo“ot‘r\

1FOT= 133700y = (18), 8, - 267,320, 50tr)

> T 0oy
)= {c{v};r{aog (H¥ = 7 ¢f Qog §y k) (303
3":1

_l—d‘llé‘\‘n (T keuhidls (292 ) wenee muatoon

ie . 'S 0 T4
Mg e, o+ @M= L @ Qu (k) (304)

O kean puolen summalauseke hordetaan yhta(sda ratkarstaessa,

siten etta pidetoan kutakin sumeman fervniad’ omana kuormi-
tusfapauksena > yo lle gjk'}-ol'fo“ (304) vatkarstuan . guPerPosf‘h‘O-
peridatetta  soveltawalla sqadaan (opullimen ratkarsy las kepnal—

(GL kutakn “kuomn\‘h&SWJ‘trFqus'Fn ! VQS{‘aqvq,*' m{-ku(sui‘ fqg.({—) Hh-l-cgn.
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6.4.3 Liikeyht318iden ratkaisu nd3koordinaatistossa:

Ll\m‘k-eg hialen

n
.- . 5. 3 4

radkarsussa vordaan wvedoeta cif‘cat‘\_?e,mpt‘\'q “‘uloLSr'l‘Q L{h+d|5$+&

(246)  saadaan yhtdlsn (208) ylertnen ratkailsa

et = é’%;m;-l: C A; sin Wyt + B eowoy t )+ Mg k) (308 )

3nlrec3r‘ofml‘qu[<fo{“ Ay Yo B; FI\I\PPLA\JC_\-}' alkuehdo rsta m; (o) Jo
n'Q‘.(o), orI,T(-t) on fdydellisen yh—F-:S.'[cS‘n ey \/\%SIBI“STQ“PQLSL&.

downe t  Lpikeghtdlon (205) fdydellrsen yhtalsn yhrerhyrsrat-
Karsu on

n ,_.g 't

Miw ()= & ¢ Q S;g-(T)‘gl‘:(f—T)dT t>0 (307%)
* 0

mMrssa »h{({—'t) on \/kké‘sfm {:ulssl‘vas+e.

TOW: Dertvordoan (303) : +>T

"3 20 +
¢ Z $°a [& (t) hect-1) 1—o+5 59 cr)ﬁ ({-T}dfr:]
7 Y )
“1 ()= 2 "'P‘ Ry §)§3‘(T)‘k&-(£-'c)dl,
J =1
.- noos 1 . .
V() = Z‘ ¢ Qs é §5¢0) hy (6-Td
&:
Sijortetaan namd derrvaatal (Tkeyhtd [83h (205) , jolloin saa-
den
no_ +
J-

Koska *h; (+-T) on \/l:kéls;‘mruiss?\/q,s%,m‘g'q

= 1. §(+-T
N L S 1 )

1

—

n
3 <i> Rop 5y (1)
d=1

=

C_fﬂ‘Q R 4 T) k- T)dT =
0

Qe ,
]
-—
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DIRACIA F-funktion rmddritelmastd jmaCcoc') S(a-prde = FCBY 4

<1
ngme.‘*r&'ag“'a
SCEk-T) =5 (T-t)
Seuras
N4 t 2 n -—a
= cb?Qog- § &5 T)S(T-¥)dT = Zd)ﬁ Ry §5 (1)
=1 o PR
2 2 _)t S 3 gt
}‘2:1 $? Q, %(—t) = ;:1 ¢ @,y 5y () 0
Lisdksi nahddan ,e++.é\' /Y];r(O) =0 % n}li‘r (o) = O )‘D-L'en
d[l:ue\qclm‘s*a m,; (o) 14 le. {0) Seuraa
Mm.Co)z €®CA 0 +B10+0 > B; = M;ic0)
My )= =G e (A 048 1)+ (o Ay 1+ Bi0)+ 0
7 fp= B Wice) 4 mg o)
Iy
L keij'Fd‘lSn (205 46‘3 dellise ks ratkaisuks! saadaan
(308)

ne (= & Ht [ (HE )

Wy

+ 2.
)

h
=1

) t
Cb[‘ O\oa' g ‘5‘5 T) {’1,; (£-T) dT

sin wd[-‘l‘ M, (o)mwd‘.t]r_‘_

hetets 1 gl
al, .

Sl‘hwdt\C‘E*T) t>T
di

L= [T tMI{ 3}
Lo (oY = L8357 LM { o)}

oy = oo, VT

{41, [CIL3Y, =27 o0,

(309)
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ESIMERKKI :
Kuvan palkin keskijidnteelle kohdistuun impuls-
I si Io8(t). Mddritd palkin siirtymivaste v(a,t)
— {} . normaalimuotomenetelmdlls. Laske vieli vaste
T QA, EL Y v(L/2,T/4), T=T1/h, misssd Ty =20 /w; .
L Ir RATKAISU:

Va“"‘oan CI)L(X}: /e;t\m_(f‘l'llx/f_) , A=12,
VOGE) = 444§ 00 + G (B) Gy (x) + 0

O o Fa 5N /L ¥ q, $in 2T/ -+

L L
My = JeA Cb;(X)C[’gCX)dX = ?AS SINTTTX/L evn JTx/Ld X

o
L n n
:g B, ¢idx= 1257 ()Y EI_nglTTx/lehJ,Tl‘x/de
L o
Sy l"ﬂ"/ AT - "’f"a'
g o 1T/ s i g /i dx {L/z e 3.
= C .
mprr = O ) ‘:Fa o= ,)’:{:3
4 t (T
$AL/o =7 2 (Y et | gy

Kuorv itusvelktery 16 T on

L L
Q¢ = SPo rtxydx=s L,84)§ dcx-5) s LX ‘“X dx = I,d(t) sinll)
o o

LM vy Tk] ovat L& v;s+dquq%ltseJQ7Jos+q seuraa,etta {3_'}_
keovrdimaatstes on hetr Fddkoa Pdthqq"js“‘b ya rj‘-\_,\nk-lw {— C]> (X} ovat
SV INAS U to -S—un\chcn‘-q . Meckitdan

Me=9ALR % Ko=) ETL/o

T SR
Ominarsvektorit {473 ovat 1} = [?} , missa qﬁf: 5,~&-
Normeerataan _ 1

Y 0oy Esata 9 1) = =14y,

Muunnoes Pc‘fc\:‘ koord tn satvstoen on

93=0¢Ttn} = = [T]{n} (. ,
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1. AaPA {F Y= E%’jT{Qr}: %ﬂ'{a}

2 Fo)s %.5"”(%) S(t) = For SC4)

+
Rotkarsu ! M (t)= 3oy J f'.C“C) he(k-TrdT %L\:Qij" senwy (3-T)
a] L

N S T ©

a; (1) = 3; g §(T) wl‘gﬂ"\wr' (+-T)dT = —U—L—J‘ g S (E-T) J(T-0)dT
= 1 ‘

nlt' ()= V:;qb@ S (t-0) = mﬁ)w.sfn(%) st

ey J '
= 2 To  confimy -
Aty = 1) = sen(M) sin en .t
?L UML\ qu lMCU-Jl‘ 2‘) ! ¢

[20]

2T, . .
~ O (Xt) = Z e o=y Sn(Y sin arot sin iTx
=1 o, SAL 2 o L

t

r
Numerosevellutus £=Th/y =Teaw, , x=L/2 ,w,=T7 pi—w

ﬁ L "J—
(1)" = n = ?_1-.0
(3> i ) OAL {O,1o‘1'52+0+0,011‘?_58+0+Olool-foslz_fa-i—g-;-
T0,002063+0+ 0,001251+ 0+ 0,000 8 3FY+46+
+ 0,000599 S+0+o,oooqso’5+0+=-r]\)9__._5"*5
L T
=2 w(3-7) = 0,243% SERY
VSAET

2. TAPA Muuﬂne+ddﬂ imf’uissa'tnsfn alkuehdok s/
IOSFF\(E‘%)

.
L

() =0 & g,(0)=
> M=o

{M (07} = TRITEMITYOY =

$ .,(O): IO Sin(z)
/Y‘L‘ W{,‘

i, Mt £9.(0) ¥

- o (1T
g O'Z. ('f'): f(O) Sj‘h (,OICL' = Msl‘nw-% CSqu)
' @, ;o :

Jatko kafen favassa 1.
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ESIMERKKI :
{;l- Kuvan palkin keski jdnteelle kohdistuu impulssi
) . To8(¢). M8dritd palkin keskipisteen siirtymd-
= . vaste v(L/2,t) normaalimuotomenatelmadlld. Laske
L vield vaste hetkelld t=7T,/4, missi T, on sys-
b | . . C e e : -
-~ 1 teemin alin ominaisvdrdhdysaika. Kiyt3 element-
» timenetelmdd ja keskitettyd massaa. Vertaa tu-
losta tarkkaan arvoon.
1 T RATKAISU:
172
2
N
L/2 } Keskitedd'dn maseq koordiqaattun 1, yollern
-4
M= g AL

«k:?y?L 9. ‘.'::-'-_L

= 2y
. F IA ! (L) 3 L3

= B _ Ma Z
1 k, 26 ——q’PAL J 1

13
2 34L TMIS6T = Feal o {4} = L = 2
1 174 1 m1 @
b - 20 & J(o)=-= (375 = &=
Alkuehtel 9(0)=0 5 min= po=-57 T T
2 o= N emidlqnr= & my L2y T
m‘\ Gm«) Y3AL
Ratkaisut  m()= AW cinwy =~ L sincort
Rateorsu: M o, ny AL <o
)z CE1{mY = A= (- L) sinext
NPAL  VeaL o,
K fyz - L A el e e EEE st -
AL VSC VET ! V36 VSRET
A)'an hetkelladd 4 = T/ = C?_TT/QJ17/H = (]T/g;_w,‘ saadaan
a 2TL IL
(=30 ) 57 —=——— sinT = _ o 20Yyq <1
s 20 Voe VoAET Z ? VeaeL

KMF)Verra¥aaf1-ﬁdoshn S{vun 121 +qukqgn ‘ﬁAhkseen
O,2437 IL/\!QHEI , nahdean ,2tha e on aika [ etmaararinen,
Lt'kr'm&d‘rc‘{\\Sggs ljok{uq o ssan keskr‘Hd'mt'seS‘{'&', yoka on

amna ([lkimaarainen.
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ESIMERKKI :

by Kuvan kehdn vali- ja yl3pochja pddsevdt
_ liikkumaan vain vaakasuorasti, jolloin
B q2 rakenteella on vain kaksi vapausastetta.
Kehdd kuormittaa harmoninen kuormitus

L et 2B1 PL(t)=PsinQz
Py (1) { M . .
l - (] 16ET Mdaritd kehdn siirtymdvaste, kun herdtteen
kulmataajuus 2=0,5'w, tai &=1,05.w; , mis-
I BT BT sd w; on rakenteen alin ominaiskulmataajuus

ja oletetaan, ettd rakenteellinen vaimennus
“on sellainen, jossa

r ?

- i =5 a) g=0, b) g=0,05.

Fr——é———-+¢——il——ﬂﬁ RATKAISU:

(3= MY 9] ,EKZI:%\[FS:L“E] , do=ay B
w,\:o,som\f% ; w2:1,%335\ﬁ%

— 1 b
L¢3, = [153’\5] BRLAS [-0,1301}
Norrr\eet—qu,s Y

TEECHILHY, = F, 90 =3 {?{,}1 = U%M];

0,355?3]
0,4¢%86

T —
1ok, M2y, =1sm 2 I 0,9.5250]
2 $7, 18k = 35 o

1 é]——_‘ :75 I

16.4)Y = [ ’goe“mt}

{3 =LF17{06% = [0'355”} P gt
WM

$,93250
“ _ _ ;'JL‘E
d) 4=0 % «lc+wz¢m = F e
| o= Mo
1—Cnlwd)™
2

b fesy= O,50 8 lH,‘(cj]_,ﬂ: _.1/_%3_1__,_ : 73,6056 M
1= (/) ® o
Mo @ik /0 oo
1= (L w,) L

>

=

{ M (£)= Fop 1HL (I L 0 25578, 3,005638 VM Fon e"“l’fzmzszsagpma""“

Mo ld)= §Qle1(dL)fe“dL£ = 0,93256- 0, %417 \f& F__ne\‘dzt = 0,2%36 Y4 {';‘— E;ze‘wf
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{95 =0d14m7
A
2 (Fa(t)= R (035593 M4 ¥0,93250 M, )= O, 32089 [or it
A iy =
9, (£) = “ﬁ( 0,4 6F86mM,~ 0117 27 M, ) = ©,519%0 Foi o futt
te.
/e, =105 1 H W)= -26,283 & Haldl) = 0,33643 _{‘é
H | .
’ {“h(ﬂ: psselaean] EF‘“Q‘U& = 9,236y d{i Foq & /RE
Mat)= 0193250, 033003 5% Fop % = 0,213792 \}-2 Ry o2t
3
{‘11(4:% 0,255%3 938654 +0,93256.0,31332 = 3,¢3%0Y Fgé ottt
: <
To(t)= OleFre D 38654~ 01325 O,31332.= 1,335938 *E{z oLt

*r) Rﬁikenxeeufnen varmennu s %==0f05
= ﬁﬁﬁm‘g)miqu oy Fy 0/t 5 ”k;(‘c)=?oglnc{dlﬂef(duw‘.)
[Hi ey ) = 1/ X : , cyl.:aﬁc+qﬂ[ﬂ_fg,__]
\1[1‘&9-/@;)1'] +%"~ 1= CdL/w )F

dl /oo, =0,50°

I Hqta) [ = 359331 % , W= -1 81"

[Ha (W) | = 0,3063737 % 5 W= -2,94°

iﬁh ()= 0,25538 .3 9771 \J{L Foq i (LE-331%)

) ~2,24%)
"17_ {t) = 092250 0,%0 377 \];_ri Fole‘ulf 0

N { Matt)= 1, 28000 s@y:m ol (E~3,81°)

Malt)= O2¥327 \i% Ry € (00 =2,94°)

{%1(%): 0,91953 Fi.aefazt /-3, 59°

Ya(t) = 0,54%6S %zemzf /3,890 <

¢ yodba )
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JLfew, =1,08
[Ha (YT = 23,712 %_ , ¥i= 2.6,0°
| H, ()] = 0,32589 f.& L W e - 3,250
R scatt+26°)

M4t = 34363% ¢ R e
{ el‘(d?.%—.—S,?.S")

=

O, »1322 M

@ (1) = o1

=)

te.
{%1uﬂ=:xisew %Eeﬁﬂt 23,5°
Foz fLSlt [y
— = 264
‘k ]

‘2\,2_(%): 3,29%3

= fg fe = 24 ET /L3

Yhicenvelds : = Foy ’
g=0 g=0,05
{q(t)} {g(t)}
2 o_o,50 | [07210] Eou  iS 10,7195 /-3,58°] Foy _i%t
w { 095"‘99 k _0,51}87 {‘ -3 890_ %
S =1,05 3,632 ] ﬁlemt F 3,259 / 23,50' Foi emt
o L 4,336 1 K 3,809 /_26,4°] K

Kun ulkoysen herdtteen jcre.kve.nss‘.l\ e ole {dhelld rakenteen omi-
nacckulmatagjuutta, nim rakenteellinen Vadmennus e sanothavash’
prenennd  varadhtelyn amplitudia erka acheuta varhesiictoo,
mutte kuen hera fHleen '!*aqjuus on lahelld rakenteen ominars-
hqjuu++ﬁ ,nitn rakenteellinen vaimennus vad kuttoo hieman ampli-
fudia prenentavash’, mutta gtheultaa ennen kaikkea huwomatta-
wvan  vachesiirren l()ﬁ(‘c{\‘é“‘EQhJ‘q vasteen wvalilles TAllE on vreso-

Nanssin  kehidgmosta! {hairibseva’ wvarkuathes!
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ESIMERKK

hM Kuvan kehdn vdli- ja yl&pohja p3ssevit
q2 liikkumaan vain vaakatasossa, jolloin

rakenteella on vain kaksi vapausastet-

ta. Keh&n pilarien alap33 saa 3killisen

siirtymdn A oikealle. M33rit# kehsnyli-
ja védlipohjan siirtymivasteet, kun ole-
q1 tetaan suhteellinen viskoosi vaimennus
siten, ettd a) L;=C,=0, b) {;=z,=0,05.
Tarkastele ajan hetke3 t=T1/2, missd T,
systeemin alin ominaisvirshdysaika.

RATKAISU:

w, = 00,6081 VR/M , Wy =1 8385V k/M
ACE) } f=ay e/
- o 3 -~
4 =My o] ijzk{ z.]
-2 3
> by = L 0’%5513}
t {4’1 (M [O,we}ag
T4 o,aszso]
A Vr_ﬁ[hO,r-}'n’%
— 7, = {9y =CF1(m?
4. L. [0,355%8 ©,93250
Cd)= 3 J
- H 0,466 —0,A7F 2%
e
T Ekvivalenthset salmovarmat -
L & & Qm:l"“’-%A:‘kA
oy Fom o

&02_’: 1‘1_%:.1_6_]: A =
(a2

o

00,2236y

1AM = [” falt) = {Ict)}ztmﬁa}:[olﬂgm]?mu)/\m

a) Er ti‘mehhuS“‘Q: 5133130

Ao =T)= 5 s, -1, $rs1 | 120
L
t
MOIT0 F Q0)=0 F M .)= 5, S Sy do - AT
- * t °
J s he(t-o)dT = § Q—)L sinw; (—T) 4T :cﬂ? (1—covco k)
a

0 )

i

( Yotkuu)
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i M, ()= 0,82364 w" T _T_Q (1= com ot )
!

MN2t)= 0,3s52% LN Mo

K {"11%): 2,220 AVH (T-toveo, 1)
M2 ()= 0,223494 AVA (1= concop 1)

> 1
{ T (£) 7 5 ( 0,355%% m, + 0,93250 Mo )
A4
T80 = (5 (0 qemge M ~0,43 2% M, )
=

1—" 11042 ’C’B”\'Ckbﬂl'r:-k OJOLFO C&’aw?__-h

Komfsonen‘f‘\"f&n L)y 9,0t) ku\rquq% ovat sivuilla 129 o

130,
TQPhq‘s‘}tuqqn djan hetkea *t= 'J?'_T'l — ’TT/c,o,‘

{9(B) ) = [2*"“"0 }A

2,000

b) SUH%ee,'lh‘nem va'si:oos? vadmennus }1 = f}’l = 06,10
)ﬁtg (£-T) = cjt;: ﬁhﬁz‘“wt‘&—%l'ﬂ Cype (£=~T)
STy =1 ,T=0
Mior=0 X M(0)=0
t

MY = Foe §5CTYHe (B-T) 4T

o}

t ty Yews 6T
SS$mhee-mrdT= S~ et sin wy, (£-T)dT
0 o “dy
srportus u=+-T 3 du=zs-4dT
2 t

S%ct)%,(t-ﬁt)dr = C%d‘ Sin oy 1 du

0 1

( gobhkon )
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Kd‘.\d'\“\-dx‘md‘“& ’Fqulu‘:m‘-xtok (esitmerk ks Dw;bh{-):
+ +

S4t)y hect-tydes = |
0 Q4 o

i SRS IR N
e § : (*}l'wtlsmf.od!d.)wwdfmcodl.u)

GRS 2z
Fgar'wt' Ty

=

+
— Zveock .
g Foyhett-Tyde = ;1"_1 [1~=2 50 (W}T'}—z Sin e bt Lo cot )]

=

Moty = %L_ \:’lﬂ'éh}“w"-t( \f}%‘ sinwy b+ cerwy t )]
|

T, ()= Vjﬁ (0,%55%¢ M, +0,23250 M, )

Jo (8 = L (o,4e380 Mg T OATIR fvlq_)

m

3
9,k = [1— o,39244 eﬁ}‘w‘t(%;—? Sin b+ eeveo b ) t

’}2"‘-32-{: (

~0,20835€ \;:f_—%l Stnwyyt + mwdz*)] A
2

Tt [1- 1 0u01€ @ (G simenggbs camcogyt )4
1

“hatopt G .
+ 0,03%61 (_V"_‘_;ﬁ‘, Sinwy,t+ ch[z't)] A

Ajan hetkella =Tyl = T/wo, ))‘o([ot‘n
{ ”'11(%‘[;13 = 3,351u3 AVH

M2(%) = 0,394s2 a VA

=

-

'{grfuﬂ)ﬂ} = [1“(*29 J A <1

1,32y

Kun verrataan duloste. sivan 123 Fuleksiin, nahdadn varmen-
nuksen hoeman prenentaneen siirhymavaste o Vasteen ke mpo ~

nenthen kavagjat ajan fankhona onesctetty sivailia 129 Jja 3o,
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E_‘.EH&M,
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ANNINHYE NOLBHWHLNIWIHA
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al-a=J BANN3IMHY MLLINNIWIHA @
SNNINENE NOLHWHLNIWIHA ®
ILSHA ¢ 35°h  NErHOdHTIA
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6.5.1 Johdanto:

Rakenterden d\fnamff kan tehtdvdsea! { WVkeyhtd o

LMIYq] + LC3{4Y+ Tk1{qY={ ot} (310)

mlfkd.\'s{‘otqn Q‘oko normaalimucto meaete|malld fai .'nkgrol‘mqlla
(i keeybbalda, va(iHs wmashy (direct inlre_cjmjm‘on ). Noreaalimuode—~
menetaman FemSC{J‘OL'{‘M\S on vouuntaa (Ukeyhtals+ *anen integ=
cornba ‘ﬂ\‘l\vf'\jﬁ"'f)rd‘ ne or—'(‘njor\dh‘sm"\"uuq-% e,[l‘se{bqrb[‘-luua'f' ku-
kin omakst yhtdls ksean, ValiHamassd integroimnissa yhtals-
rghenda ryhdytasn integrormaan  numeerisest’ el mdah!
alkuarveista  muantamatta stda varsindarsesh' ertlacseen

‘(Y\ubo"(’bon .

V& e mdlssal indeqrornnissa kd'yltelaan £ g soalil-

mndd  ( $racle dirfCerence method) . Tallsvn turvau dufaan pata’-

astassa  kahlten perusideacn !

¥ Livkeyhialed er ‘{'\dgdg‘{'d' toteuttamaan yokaisella ayan het-
kelldl 1, vaan Hetynd ajan hedking *.l;)J‘o{-ko. ovat
\})eensd‘ {fasavdlera arka-a kseh‘“c\) o si'n sancen At= 4:3*1._‘ e,
Kussakin ()I‘S\letsséf be (keyhtdlsd pedetaan kuvrfeltuna
-‘rqsqf:dl‘no\{h‘l—ci'ld“mé: ( hitausuevvma - QJ\QHQILA.""QP&) \J'O +tamdn
jk%cﬁ‘[éﬁn Fatkarsewitseen kd‘j*ﬁ)\*é\'&h favallrsen staty kan Fehlda~
van rdJricmSuC\\jom‘qufa.

¥ Kalakin ackavafilld At oletetaan kihiyvyyden {9(}, no -
[:ewcltr\ {9‘.} ja 51'1‘h+5m\‘€ﬂ ‘{q_}' v Huvan gollakm ‘}’l'e,-
-J-\Jllcl‘ tavalla (esimerktks! (fnegarisest ). Tefma oletus mad-

rdd Sudrelta os'n rutkarsun tackkuaden, stabdiraden 4
kd”eb{(&&ﬁ,

@\e{'e+uun)&++d' hetkelld £=0 fYunnetaan {9‘_(0)} ya -T,qi_(l))} 5 yollorn
lﬁkf-j‘f‘%&lo“sl‘ﬂ‘l‘ (310) sqadaan

{4y = tMT({POY - TcI{ G )} - T3 1900)7) €311)

Jos EH’} on S\'hﬂu\aqrfn en . esrmarkrksy keskl'-ﬁe'}’iHJJ\ossq on rnollg—-

hf'}ausjrtrmﬁ}jd\', NN ne vu'fo\usqs‘-tc‘f FFHC\' ensin 'E:‘]w‘s{*crc;.' FOI‘S.
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ValiHaman integroranin me netelmid on ‘Kehf'l-we.‘("ﬁ usetta . Ne vor-
daan J‘akaa M—M menctelmin Ja , { _:__ Sai
menetelmiiin
BEdellisen mene.sze,[mclxh
foteuttamalla Uivkey hMale (310) hetlelld

rj‘nmc'u'h mene4ﬁlm1'sséi hetkelld ++at,

V3 l'{-‘r-\—l‘S\‘erc':_' renetelrn tstal mal‘ﬂl‘{--l-c.\coon MMW

JmP‘l‘SiiHﬂ'Sl's{*d[ cnenchelmistd marnithakoon WILSONI
Ja )‘:l_E“\rJMARECfn me.ne-;“&lwmc’i,

('Evvratkalsa {_91.({—(—!_\{')} Fadir Fetaan
'l;, 'mu.HCL _)’d‘fkfmmc!.\'l'Se.n

E\:SF\
mtﬁelr’b\m& %
B—mene,lre.lméi) HouBOLT N mene,*ejmo'(

6.5.2 Keskeisdi fferenssimenetelmd:

Keskefsdt'§§eranss€mene,-"e.lmat
‘E\_‘-(Jt) on eksPll‘S\:\’H—{nen Fetegroiaty~
menetelma'.
Fﬁmsqjahkeemq on ke,h\'H‘CLC:
hetkillal £-at ya L+at nopeus

l C:{_C Al‘}f-e.ren cer o Somaara ks v

FoiE) -~ Fect~at)
At

£ 4, 4-at)=

95 (b+at) - gy (1)
at

o (bab)=

=
- G tkrat)oqile-at) o A
g e TSR P Do) 2 el g (4ot ]
=2 . ,
c.{_l; () = —m (-%'L (.'t-l-b"ﬁ)'—‘ ﬁ_\' ('E*At))
Siis : ~ A ({q@atrt-2 ¢ Y+ t-at)Y]
(i) = A LA gmat} -2 dgd + igc
(312D
. 1
130t = ¢ [{qctratd)T—{ gCt-a8)3]

Kl'rjol‘x[e+aqn (Nkeyhtals hetkella €

[Ml{itf)}+ECB{Q}("\:)}+E\<1{§L(£)} - {aw} (213
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L\'I\-«e,y\n{-é'{d‘a{*cx (3139 Ja \/hw¥e\ﬂ\csl‘s{-&f (242) Seuraa

1‘
EJ;}EM}P—Q%I{; (c ).{ q’({_‘,bi)} oy -{rxl—- %2EH]){1(£)}+

(31y)
“(ﬁZEMj*%EtLC‘D {a(i-at)}

Yhialsste (34) ~atbaistaan  statikan o‘rwJ‘e\mdo\r\kqu SRR
stinhgmal {qr(4:+At3}. Enstmman setlal askeleella 7%4—515& 3449
sovelletaan hetkelld L=at . Ta'lléam Larvitaan 14 Co)}y 3o
{q_{—at)} , jors&a cdellinen saadaan alkuarveista | mutba jdikim-
marsta varten tavvitaan erthyinen M&wﬁm CTdm

sdadaan Seuraav ast

Sovelletoan lauseklkevta {r}r(Jc)})'o. {fi(’c)} hetkellal Jc=0f)'offc|‘n

caddaan

1)' 130 = 1 (HEY -2 {100 F #4000 1)

)E (315)
{14} =755 ({gab} -{gat)T)
Eliminovmallo, ndists yhia st -[q_(b{,)} Ta ratkavsema ll &
S\%_(—L\i)} saadaan
. 2 -
Lgeat) b=1300) -at{4 100} + A {40 ] €246

{‘f\.(D)]‘ ory annetty alkuarue Yo {ti(o)} [qs\'(e.{‘qqn \/l‘rlré'!ti's‘{ﬁ' (3117,
Nyt tunnetoan {2 (@7 o 1 gc-at) ], eten start \/h-\-d'ld'sséf.
(314) vor ’I‘Gpo\k-(-m:

Keskersdi§§erenssimenetelmd on erihy isen tehokas siflern, kun
varmennus Lcazle’ O‘o\ mascoraateisy on lé{vl‘3+d;5‘&lmq+riIS!lJ
s ha talldgin er mMeartrirs ia LMl /at?+ (el /28t Farvitse kol-
mrord s . Jtce asrassa mqi‘fl\l\SEJ\q LMD joo LI el tarvitse
muodostas vaan {askenta voidaan suorittaa elementh ele-
ment (ta . Tamd mahdollstaa fyvinkin suarien 533-\reerﬂ\‘en
kastHelyn  melko P\‘er)e.\lc{' keskusmurstilla ya h yvin lehokkadast,
Jos rakenleessa on Jootl_yvr) samanlarsia elemcnﬁe)‘aﬂ“)m‘fn tasken-

ta on eriHaly tehokas.
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Ke_skel‘sd(&ge.renss{mane&alm&'n heikkoutena on se, eHa se adellyf-
Faa Fethya  Raotodsr ciko~ ankallon At
[ten kdyHad siten, et

pPrenemm dln aske-

At €At =T, /v (31%3)

Missa T, =27/w,, on  systeemin renin omrna (svdrdhdys atka.
n n P Y

CJ‘O\ vashaa, =is caurinta oml‘nal‘skulmq{-dqjuu#q)- MassatHomat
vq‘oqusqs'}ee-} on =s FivTsfetaiva pors knmen laskentaa.
thregro\‘n-{-\'mene*elma&) yosscL on vormassa \Iqq%'mu& fnw'-tjmm—-

Haskeleelle at ‘-'A'l:cr-) sanstaan ehdelline AT staded bl
(c,oncifh‘onq”y stable).

Las=£<eh+cx kannattaa J‘dr3‘es+ﬁ&i seuraavash'’

Muodesta ©[MJ, (K7, LC]

Aseta  {9% = 1q@7F ja 49} = 14}
Kolmcodr TMJ=CL30D3 0127

Valitse At < Ater sa laske vakiet

= = 1. -1
T MT o 2 Gz2=200, Aa3Fy,

£ opp

5. Laske (PO} =1@0))y -LKI{ge0)} -~ LCT{qg(0)}
13O = LM { Py}

Laske {g-at1}= {q10)Y -2t 140)) + as £4(01]
. CRAI= apMY+ a, [c)

%, Kolmrer LMY =rparploud’

Laske jokarsessa prsleessal t,

. {Pwrt={aw} (KT -0, tMI) {40t = (A tMI ~a, Led ) {q (~at) )
2. Ratkarse CLITPICLIT g oerat) = {PE) 3
3. Jos halutaan, fqske

19481} = Qo(1q (E+a) Y -2 09 ()T +19. (k-4 ) })

A4(8) T = A ({gtat) - fa(t-at)} )
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ESIMERKKI :

Tarkastellaan kahden vapausasteen systeemid, jonka liikeyhtdld on

2 LI L] o i
0 1 q; =2 4 G 10

Midritd systeemin vaste {gq(t)} keskeisdifferenssimenetelmdlld kdyttimdlli
aika-askelta a) T,/10 , b) 1072
RATKATSU:

Laskemalle, saadaan eminaistaajuudekst w, =V5 | joten

TZ = QT‘—/EC:: 2)3

1

a) at=Ta/10=0,28 q1="/62-o,28)=’l,?7

Q, = 27128 =255 | a;=1/255=:00352

.
, 6o = 10,28 = 12,8 ,

starttaus :
[% ?himﬂwﬂf{%]{amn:_ﬁ;] N {iwﬂ}:[il

Q=3[ 2 asna 2] [ 5]

0,332

3w 5 7] [ 8 = [750 0

= o+ ["27ads Jaen - [22°. 2, Jqemat3

12,8
:} 2
r2ss 12,8 i{g W +std%T =R}

Aske ltamalla 12 kertaa saadaan tulakset

t At At 3A¢L hAt SAE |« | 12A%
G0t} 0,000 | 0,0307| 0,168 | 0,487 | 1,02 |... 1,02 keskeisdifferens-
q 0,392 | 1,45 | 2,83 | 4,14 | 5,02 |... 12,60 | simenetelms
tqrty} | 9,003 10,038 | 0,176 | 0,486 | 0,996|... |1,157 | tarkka tulos nor-
0,382 |1, 2,78 4 .09 5,00 |... 2,489 | maalimuotomenet.

}3_) Kuden edella saddaan dskelfa A£=1OT2 =28 kd‘gH—-o‘\'&n

{gat)}= [323,103} , Lgc2atyy =] 3o 0%

-t,21- to¥
Tulokset kasvaval seuraavilla askelerila pdellecen. ©n selvaq’,
eHa nairn  csuurta askeldq k&'\j+e+1r<i‘e59d' fulokset ovatkrn hyvrn
QFél-‘{‘Qrkkqu . Oleellcsta on kuctenkin se, etta Fulokset kasvavat

rajustt ) jeten menetelma’ on fisea +q1>auksessq numeerisesf

epdstabirl .
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6.5.3 WILSONin 9-menetelmi:

WiLSON/n @ - menetelmd (E.L W itlson,
éi;(‘kﬂ , I.Farhoomand, K.7. Ba-fhe,’ Nonlinear
Pynamic Analysis of Cormnplex &h—u\c’}umsJ
It % o} Ear+|r17uq ke £ng, and Sruet,

I 3‘ —E nynqma'c,s Vel, ’1 1973, pp- 241 -252., )
< @
_ +| + on eras rmphsna\{fhslsjrq askeHa-
2| 2y 2
e - -~ vista )n-l-e.g,roxn‘{‘\mt,ne_-\-e.im[s—)n
-U‘l‘l :O‘l"l 1ot
| 1

; . Tretyin edell 33(-3\;&1\’\ mcne}e\mq
£ 2% fat tegat t o shdethta sdabols |

Kuva | theaarinen kohtyvyys- Menetelman e,\"t\‘,—‘gl'Sfl\l‘rre on se,
oletus, et kt‘l\"\"{"‘jv‘dﬁs {‘1} o[e,#e'#cu{n

[g23"] t,L'H'u\Jan (I‘VTCG.O.Y"{SQS'{'\' arl ZCQ"

askeleen ya Kimdn jatkeen ackana  eli hetkestdl + hetkeen
14 Q'AJL) mirssa ©21. Jos 9=1 on k‘jQEcssa Lmeenounmen, ah-
% rnenetelma .

Merkitadan hetkesta £ wmitattua gikaa T [ineaarisen kii th\j\/yj-
den O\&J!u\tse.s‘l-q seuraa

£4 DY = 15+ 5 (1U+0at)) - {40 1) (313)

Kos ka {i(t)}\)‘c\ {é}(lﬁe-AH} ovat kintedt Ja dt=dT, i
£a(t+TIY = c—ii{g;(ﬂr)}g = g_{q'r(H-t)}
T
K S{'ﬂ;CHT)HL 2 %{ﬂtw)}dfc = /{qr(tﬂ:)}_ {4 1Y - 74 ()

5 T (313}

S{fjr(wt)}d't {gum} L)} = {9((+:)}T:+—-({qrmem} {9(4) })
=>

$4UHDY= {§OI+ 14O T ({ﬂr(ﬂe a)F-1gY)  (319)

Jntearoimalla viela kerran muu‘l'hdqn T suhteen saadaan

{a(t+T} = {qc{)}Jr{gr U}t+{¢}r(£)}'f ({S{_(Jc'\'eb‘\:} {ar(ﬂ}) {290)
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Sb\:@.H‘quﬁqu\d‘(é\t‘M C3'\97‘£('320) ‘r\e"“nc“di' T= 8§ At saadaan

14 0at)} = {40} + B (L§cer00t)y- 1§10]) (een

1q (4828} = {3()} +0Aat{g )T+ 925*1({c_i‘(++9at)} ~1g)Y) €322)

Ratkarstaan yhtalsistal (321) &(222) suureet {‘?{_(t“'eﬁ’t)} Sa
{{1:(-£+90{)}]J‘oi{on‘n Pdla<1\5+olb:‘n \/Hd‘{é‘;‘h.‘n

{9e+8at)§ = 2(&1<Jc+eat)} iq.1}) - -{94{)} 2{q.(0)}  (323)

eaat

{ 9r(<e+ea+)} 2 '§E£ {g(t+at)} -1 ()} —2 {4 (O] - e} (324)

Taveitteeno ovat hetken T=at S;'\'r-—l—\jméi-, Nopeus— ya \:.1‘1‘}\4&:1V335—
velktorr . Nothin Pd‘&gﬁ‘dh kasi ks Rl‘rJ'BFHcmqilox (vkeyhtald’

hetkella +t+mat
(325)

[MI{g (a+8at) T+ [CTRqebros} + LKIT(Rr 8o = 1O (4+ 621}

Litkeyntd {desd (225) kuormitusvektori maunnetaan vastaa-
Mmaan {in QCIO.FFSQS"H ‘mqu-l(-\-u\vobq oy &’H"j\fﬁkj-\--\'c‘x'

{0+ T= {aWIT+9 ({Q(tot) }F- L ait)}) (326)
5\’_5‘0{-\‘{‘nd\ch C?SE_E-)J (223) g-CBQ_L]) (l‘l' [(.Ej[’\'l\'d‘(c;é)‘\’\ (z225) SO.C\CldCU‘]
merkinnalla

(A=

3
o #[H]*eat e+ Uk (327D

ratkaisuyhtals
(228)

M) fqctroat) = {ac+eat)} - (e Trl- 22 1C)){q(1)} +

( EMﬁ#ﬂthJ){gHj}+(2EM3+9A£LCW)MxH}

Yhialssta (32.8) ratkalstoan 1q L+ 0atYY ga siyeitetaan yh-

+aleam 323) ,50“01‘(\ Lkiihhavgys 19848040} en lausutiy vekto-
en {'C_i(“r}, {'qr(f)} ya 1q@I 3 avalla |, Kun duloksissa (318) (319)

Ja (2207 g;‘jou‘l—e.'}cxan T = At saadaan

{ g (t+ot)} "“'Li({:ﬁ'-ké.({?i Jc+9a’c)}“{ii(%)}) (329)
-[9r(+.+b.~l-_)"r 14(t) }+A+,{C+(£)}+ ({3,(“{)&)} {3_(%)}) {330)

19 0La) = 1@+ AL T+ b‘cz{imh ({3&+eat} —emh) | o)
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Ratkaisuyhialst oual (323), (323), (229),(330),(331) tased
Jc‘\'t‘jes{wsksessc'i .

WiLsoNin O—menetelma! e vaad: erttyistd stardalgo ridmira, Mene-
{elma on rmfsl|‘s;‘f'Jr-\-1‘n<:r1J sctla’ {1 ke yhtalet toteutedhin hetkelld
—l:-},GA‘I:, J‘as-‘-q on seurauksena se,eftd jaykkyusmatrisi Tk jou-

dutaan kolmioivwaan. Verdaan oseitfaa , ebta menetelms an

chdodls, rtabidi | kun ©21,2%,

Menetelmd kannatiaa J‘d‘r“)‘ea'lo‘iét' seqmq\quln' .

1. Muodosta macheiisid LK), £CD Ja LM,
2. Aseta 13% = 13000} yo f4Y=190@)}
3, Kolmiat M= [LICDITLAT
4, Laske 15031 [LITMICLITLGOT = (@}~ TKI{qe0) 3~ eligloly
5. Valitse qrkavdlr at ya aseta B=1,40 (tavallrsesdd).
Qg = /%> | a,=3/bat, a,= 2a,, az=8at/2 | ay=a/d
de=~a,/8 , Qg=1-3/6, az= at/e ag=at?/4

6. Muodoste TKI=LKI+asMI+a,LC)
Kolmiopr  CkD= LLITDACLAT

Laske )‘okqt‘Se.QScx F;‘s—}eesscﬁ t=tp
1, {8 Ge)}= ()T +6 ({ Qbab)}- {0 +

+ LMD (s 190+, 740} + 224 (O}) +
+ £CICa, QeI+ 2 g} + az{3(H)})

9. Ratkarse L[L2TDI EL"}T{qr (treat)y = { & Ct+ eat) +

3. Laske g gty }=ay (1qie0st)}~{q(11}) r asiq(blf+a (gt}
19 BHODT=14MT ¢ ag( 1§ (b+ab} « 74 (DY)
190 ab =T T+ aL{g MY +ag(¥aCeat }42{d (11} )
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ESIMERKKI: |
Tarkastellaan kahden vapausasteen systeemi#, jonka liikeyhtdldt ovat

[2 0“611 ] + [ 6 -2 ][‘?1]= [O] , {q(0)}=1{0}, {q(0)}={0}
0 1 ]lqg:2 =2 4 |{g- 10

Midriti systeemin vaste {q(¢)} WILSONin 6-menetelmdlld kdyttamdlld aika-
askelta a) T./10 , b) 10T».
RATKAISU:

laskemalla soadaan COQ_Z\}_SJ Jollola To = 2T /NE '—‘2[8
a) ak=Ta/10=0,28 = B=140

3 q,=3%3%06 , A= H6s, w7153

ags=-10,9 , Q.= -4,11 , d3= 01 | Qg 06,0131

{4@Y =10 X {4)¥=10% = {2} :[10o:l

az=0,1%9e , ay= 24,9

l:(%}:[ © ‘2]+3°>,o[?~ 0}—_ [‘3”»1 -2 ]
~2 M o 1 -2 43,0

Tama olrﬂl‘o\‘dqah,mu'n\ca jd'”:ecn kutakin al‘kq—qs\(e,[-\q\,qf--{en

lasketaan
{écﬁmat)h[ﬂi]{ih [02 f ](sa,oigrm}ﬂs,s gt +24{q)})
r_;?i{grtusat)} = @ (d+0at)Y = ’{1c£+azs+_)} |
= {c’i({mﬁ)}: 27,9 ({4 (4821 Y —{g()F) = 10914 (£)F ~ 1,14 LAY
13 (4+a)T= 14D+ 019 (L3 st ¥+ {4 ()T )
1 (b+an)T =13 T + 0,28 14 (D)4 0,011 ({‘i(HMJ}Jr‘l{iH)})

Naistd seuraa o heisentaulakon Yulokset:

t At 2AE 3At Lat 5At ve. | 12AE
(5t} 0,00605 { 0,0525) 0,196 | 0,490 | 0,952 | ... | 1,54 WILSONin 6-mene-
0,366 1,34 2,64 3,92 [4,88 |[...]2,29 telmd
{q(t)} 0,003 0,038 (0,176 | 0,486 (0,996 | ... | 1,157 | Tarkka tulos nor-
0,382 1,41 2,78 (4,09 |[5,00 |... 2,489 | maalimuotomenet.

b) at=28 =10T,
Tulokset tulevat hyvia v:‘rheerSI‘a‘\'J rmouta olecll rsta on, ettd

ne eivat kasva ayan mukqna) Vdan pcf‘fhva:'f-ol'n va imenevat

kohtr ataattouts rodkadvua !




1Ho

Ohersisca kuurssa on edellvsen fhtavan ‘)‘QIOL’*SQ‘]-E?‘“OLQZGI.SQS-‘—‘"
Sad on WILSON in 8-~menetelman [rscrksr myd's farkko ratkausy,
lceskersd§ §evenssimenetelman ratkarsu sekd HovgolT/n  ja
NEWMARKIR menetelmun ratkarsut, Tulokset ovat melko huo-
OOJ‘Q]‘)"O'\“eﬁ atka—askel AE=T, /1o = 0,28 on Hmersesth' (Ivan

Al
Sudrct ,
g, (e}
— === Central difference method
b T - Houbolt method

——— Wilson & method
——es——  Newmark method
——— Exact

Nawmark

w0
"-""'_"n\ t::“‘
51 / N
/ AN
4 DO
/i \ \ \‘.
J/ / \ A
al- / N \\‘
p / NN
N\ N
/ \\X.\
ir k \\‘\‘
N
\'\";E.‘.-‘ -

2 -

— = === Centrai difference method

sesraeces-s Houbolt method

— o Wilson & method

e —meem Newmark method
1+ / ——— EXaCt

i 1 L ' I I

1 ! 1 ! i
t
-0 At 2ar  3At  4ar SAr Bar TAt BAr 94 104 1iar 1240

: (b}



= E/El'q;: R

L f ! f | . : \
41 | : S R
ESIMERKKI SEREEEREEES -g ' -

Kuvan keharakenteen ylapaarteel le vaikuttaa
pulssmamen kuormltus F(t), Jonk:a pulssin..
pltuus on £ ja pulssm voimakkuu,s Fy. Maa-
rlta kehan snrtymavaste W,o&om,ru e-rneneteI-
malla ajan hetkllla t rtl s 2 t1,| L, t1, tl 3
—Etl, z t1. Valltse para;netrllle ef arvo 1,40.
| RATKAISU I -

I 0
! Em—?—:f o i

‘ T L 1?(;Lt‘% ’-+0588

o %3’*!-" """‘tmT{a}3%1{@}:;{%)}

| 1P = [ FL9]

SIS ["3;‘1"'> mcm (o] trery= (7]

QG:,]“_—:“,I)'IHB 9 Q?‘: ’éit‘ = O 1'25%‘.\ ) 8—

m 0

{‘Ho)} Em“J"(x‘F(o}“; f'kl{e} ) E.[Ow.SIA | |
Vbt 4T s T 8y T

]

Tl ;i
. Q.[Qﬂ= ’(: NO?ZQSW
Etei\—-[%aﬁaofmj— &I( 13,412, --H,m] qaqa E-[m o‘D
:=er1 L 40,58% | "El‘m © m .

RS S S

=3 C'k ‘_\ _EI [10%,24' <17, et{%]
: L L SYm. -13L{ 42
Py L3 0,009531 0,00’1'151 |
BX | 0,001251 | 0,00%60H

( Jatkuu)



Toaske[: t=0 [ at= &t L, t = 0,%2ns ymlrex
0 48
1+ Ga{ci/fé )3+ Hg}(o)?)

A B G R A A AR LA R T

G m O o

{F u+em}_éiﬂoﬂ'+é (Troby -4 Fi(oi":')+ L) (q;{

i{ zyr-(£+eﬁ+._)} CCRTYYIF (4T = %5 z;’:f:ﬁ\ ]
'(at) 3 =, {4 - {9to) : . _ [0,35517 &
1q(at)3 =a;{{gG+mt) ] {5}:07})+ ds {%,(6)} + qs{jr(o)} = (Zj;l] =

: ) 0 5
ISR {itg‘)} v af{ )+ Laio)}) = [0;'106") Fols

0,01520 m

L
0
3

.{q_(bt\}: {%F/O’BWA{ 1q(9)¥ + ag( 1G0T+ 2{E @Y ) = [3’3?:2:& Fg;
. O >é ’ s

2. askel: t=at

TR Cvoat) T = F(L\Jt)?*&({F(ZA{)}—{F(M)}) + T (Go{q (at)y + a, {9 (atl}

- i FHrpad)l = {LLZW‘I}F | ' +2{gcatry)
' | 0,5658 | © _ |

A R T O,04107+f FLS
14 G+aan) = [ 17 40 (troath } = 0. 009599 | o1

1q@at)} = a,( {g:ﬁﬁ-ké'atl\s— {1(&)}) %QS{icat)hdé{ﬁ (at)J = [

o 544D
0, 2740

I

{@[(Mt}}:{icat)}m% ({q;qm}ﬁér‘mt)} = [°>2"93 } ot

0,064¢% M
{gr (2at) = {9(s00} +at {cér (6t} v ag( iqr (2At) + a{g (at 1)

= {qrczat)}:(o-ﬂ?sm } kB
07005’458 ET

3 askel: 1=2st

{\;(HSAH}:[S*””]FO > {i({ﬂ-eat\}:[f):%?éo]g_f

22,1682 Lo,02%10 | ET
fi(?ﬂi’t)}: [05”‘“5 },F_o = {fi(aaf)}: 0,322% | F 4,4
| y3det Jm g,1422 ] m

2 _| o o‘eq'azJFOE
{qC3a0)3 [0,01%?6 ET bt
ATKUMN
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4oaskel s =38t
Ciroal)} = 43;?m>]F 5 4 (4 6AD) :[:Oﬂ369
{F("L—\‘ééi)} "—tj%?m} o] 3— V }

130a} = [O,ZOS% } ey

5 qgtety | 4rer ] it

] L
L O,05435) EF

Lo,2qyyd ™ 0,216 1 m
—ﬁ‘{ﬂrwzﬁ:}}: O, 1u7 } FE
S O,1054 | EL
S.askel © 1=4at =,
o : . - {18,112 L3
t4041] ¢ " ’ F 4+8x L 71?03 L =
iFC Bd ! [/\qﬂ‘?%] ° $ {qr ﬂD} 0, 119‘? El .
sad ©; 1555} fo (50t [Of'GqT} fot
H( )} L 1,2953 J ™ K M’ )} . L0,0859%6 | m
D {q(5at) :-[O,m?a]ﬁ;f
. {gr . } 0,129Y EIX
Goaskels A=5at o ,
A ‘ s T 3
{ F(‘{;"f'gﬂf)} [2?_ HLBJFO __,:> .[(i_(,é_,h@a.t)}: [012?—?5J [:B—-L;
S MM.,025 o Lo, 1119 EL
$4 (oot = [so;%%o} Fo o fatestyta [fa’l%i fot
, 1 o Leosgurdwm o T 002330 m
= 0,2158 | Bt
R ) ) & —ux
{%CG‘M)} [o Q%‘J BT
0 2:0 4 q/FoL*/ET a s | ¢ K 1z
. At | 0,00737 | 0,000661
‘ 2A¢t | 0,02814 | 0,005458
0.15 | 3At | 0,06492 0,01876
- g Gat | 0,1147 0,1054
B SAt | 0,1699 | 0,1294
0,10 4 6At | 0,2158 0,1225
005 PE) m
4 T > ./////‘/ S0 e - q1
. ‘L——"""’f/, I I } ! s i e — P g 2
0 A 28t 3me bar She 6AE |
F(t),‘L o ﬂﬁ!
Fo
o o t
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6.5.4 Vilittdmin integroinnin tarkkuus:

Normoalimuetmenetelmaua kaytettdessd hy 6‘d3nne+d'ai'n sk -He:\n,

Ve,

rao -

= Hid quk‘:’\'arﬁh*e‘lﬂssa Jleensal wvaia alimmal ominatsmuodst he
NS Fa vai kottavak oleellveest Hulokseen. Samailmic’ on savelletka-
vrsza wyss  valiHBman Tndesroianin yhieydesed .

Rakenieen deke’\“\’:rﬁhkiﬂkk‘L&Vgn valiHamassd Integqminnisea kan~
nattaa kagHdd femplisiithistd integroindran , kuten estmerkiks

WiLsoN'n 9—mene+e,lm&éit ‘)‘olcq ory ohdottta ctalk il se susdattaa

auto maattisesh Ylewpren o rnalsmustojen varkutiksen ratkarsas-
ﬁ:\) jos arla - askel At valitaan SDFFVGS'\-\'.TSMA' saatbao o lla tar-
peen kahdestalkin 5935-‘-& CEnsinnd kin FEM - malll’ e vitdal \!\empl'e,r‘]
omfr\.dt‘smuo“—oje.ﬂ hallintaan . Torsaalta kuwovymituksen FOURTER-

v w L
ilmen-e.e.,e_ft‘JrCL' vain alrmemat '{-qq_\‘umde,{' ovat vnerkiifavia,

= dF‘J\Q‘S'{‘Q
& ‘1‘51‘

Jos paklovaiman yhn werk Havd kulmatagyuus on wy ,
FEM=- mallin syyte ylethysl kulmataajuuteen o, = 4oy Ceut off)
O dravan —}—arkas%‘- Vastaauach val e wan rategro innin aika-aske-
(ceks;” verdaan ottaa At = T /20 = T/1000, .

Suuntaa an‘{‘q\.!a (‘ege,{)’h‘ VoS o“&, seuTradvao .

1. Muodoste kuorenituksen FOURIER —sagyo yo fotea Si‘l"%'t;:!l"ﬂt"""
Merlerfaan \)\:‘n'lxi' k(-

o D\Jc\f\‘ O\eeul‘St‘Q Icu[mo,“‘o_.qjuu..hSl'u. .

mq‘(‘&q‘juu'{*'q OQ(L,
2. ltaadr mltﬁ:hjc&:r\ FEM‘malh‘ni\l'n)efrch'i =se votkacsee stativkan

ritHavan tarkasti ya pushtyy kas Helemaah ominaskalma-
{*aqjuu&-e:(' VNG, eV oo w_ = 4 S sadkka,

3. Valitee .Q_,lnclot‘l-'\"a stabiily {‘n‘\*e_gmk\M\Emcnt‘\‘tlmaJ ku-Len es
wmevkiks) WiLsoNtn G- rmenetelma ~a stile avka-askel

At 2 T__/20 = Thowe, = T/40 w, (332)

Gleensd Iwplisiibhsen integrainnm yhieydessal kanna tiaa kc‘\‘\ﬁ-*
laa  kobearpiorieiros €'~|emen+-‘re)‘d‘ S kuten 8—solmursta Tase-
elevnentiio -}“a_,zq"SO‘V‘ﬂb{{'S“‘q solvdielementha « Tl on syY
coveliaa W&wm v ssavnatriysia ya kuorm (hasvektocia,
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7 SAUVARAKENTEEN HARMONISEN LI1IKKEEN TARKKA RATKAISEMINEN

7.1 Suoran,_ tasapaksun_sauvan liikeyht3ld:

Rikarsemmisea {uvurssa eer‘+c+553c‘£ FEM—Pems—¥e{‘$essq rakendte, -
den dgnth'kdh tehtdvan Onalg ternmi$sa seurathin Sauwvaralen—
teen yoiden krn Ff‘a'{ei‘cle,n L =80 erkike? nurkka{:f\s#et’den, (7 ketda),
\/Qia‘{'ﬁj‘en 'Pu"s‘FQa‘deh valrselld gqlueella s[‘.‘r\‘l(‘\jm[‘en o[e,'Lc.,‘l‘Jn'{'h ta~

Fai'\-luvoxn Selakrn krtvwnoaa rdisells tauallo , esimerk kst staat-
freen Sl‘fr»-)—\fmbimqﬂfﬂ mukarsest'.

Seuraavassao asl‘-l-eﬂchid'n mthe+e,lm6:)J‘0‘<C\ otao. husmissn siie-

'hjmfc_n +qr~':qh (deknisen -@qn‘uuhs%eon‘qn ?ui++ea‘ssq) ququ—-
teisen vallthagen goImuPl‘@lerc{er\ valilla . Menetelmd on rlse

asrassa, stathikasta Futun sauvarekenteen kulmanmuutes ~

_Sl‘l'bl—;jmc':\'mene'l-dmd.n \j{er‘sﬁmfnen dﬂnqul'kkdqunl

Tavrkastellaan kuvan sueraa, —f-asqfaak—

X 1l dx
1 ‘10‘;.‘&) swua J‘Q horﬂogeen,‘g(-q ?d[hkt'q ja sen
m — Lcohc{ciev@cxx (e katHua d(-g—g-erean‘Qqh‘—
gdx ’S’Aclx’{} f’a[c\q dx. SOVQI'I'QW\Q“C\. dUsteventiaa-
! (i‘Pq\aqn ht‘-lkausuct‘ma—q')‘a{-}elu{-qvan
1r MEI j) MJ;'!'(:{M-[: V‘ﬂulcdl‘S'{'d._ kuviteliva '\'C’LSQFQFnOKjL\er'"
et Q+da (651‘ saadaan
1 Q-@+d@)~qdxy SAV dx =0 |+ dx
G _de -
A o 9
Tovsaalda am voimassa A =-gT " ‘sten verdaon kivrod-
1) R
taa
BT 4+ 9A > = 9x,¢) (333)

LI)L\‘{“Q[O\C! (233D k;f)‘O\‘+E+{‘QESSQ on o{e;HLk huomicen Vain tol fva-
fusvmmusdonmuntos. Koska paflkd on +q5qr>qk.su sya howo—

Jeeninen, non EL ya SA ovat vakrerta.
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7.2 Sauvan vapaan_vardhtelyn liikeyht&ldn ratkaisu:

Tar kastellaan seuraavassa palkin \Jqp:nt{—cx harmenisia vd' rdhte -

k\jf*‘c‘a‘,, SOCHQ

~ st
By = o) e T gt =0 cz4)

Li‘-.keg\njrc'\f(d' onn Fallein

EL " — QAW 5 =0 (238)
S Y
Merki tddan N = ‘?’E—';coz (336)
é N Ty Fat
o - />\LI ny = O (33—_})

D(ﬁ&er—ewﬁdd\fzjk'{ﬂ‘ld‘n (32737 yatkaisuw on '{unne.'\”usln'

A (XY = CrstnAX A CocenAx +CasinhAx +Cy werh Ax (328)

Valitaan Perusj\'un-‘remaHomfksf ?C\Hca'n
. -~ -~ ~
%) paiden  siiclymdt v ) Yy P o
o
k

CPKE7 sollom k&3+€+&é{h ko liman -

gl U.uv\'OS- sy u'-H Mamene‘\'&[ m?ic'x' .

) Mj Re,ur\o.ehdofs-{-o.
; P, M Bo) = vy, V(L) E Uy

-y _ LAY ~ . _ ~
& oY= @, v E Py R (3397
EIVT==M, , ET 0V = My

Kuva 40 Palkll saadaan integroimrsvakiot C,, G, Ca ja

Cy eltminortua,
Lisd kst jaa kaksi }jh+d[65, J‘on‘sjro. ~ olrdoaan catkats fa Pdﬁ¥£—
moementit My ja }qkf  ErrHamm pitkien laskujen jalkeen saadaan

~ ET N - > Oy
M = [y $,+ 7 BY P — o TF+ 2P Tl (340)
& _ EI ~ 8 > £
M = 5 DA@P + PPy — (@D li"‘ + rep) T ] ¢34



7
3 m«%ﬁzx‘wx(%ﬁ&@ o B

C(R)= 1_‘%?%@ (342}
peipy= p amhp o sinf (2u3)
1 cof p conB

repY= B C:{li;g‘rip (2u4)

Bgy= p* f’;:i;;fﬁ s

Le i kkausvoimien qulfh&l‘en laucekkeet saadaan \jk‘fﬂgks‘l's—H[

-~

Q. =-EL wMoy & &k‘.—— —ET M) (346)

La skujeﬁ J‘d'lkeen Sdadaan

-~ ~ A ¥ 5
Qi =~ % L&) Gyt Y P n(p) TH+ m (43)'%—} (3477
Qui = = FE Lrp) i+ £ OP - T+ nep ) Caus)
missa
\ _ p® sinhP s +eenh B sin
MR = E’ : i__ Ci’a'?'\ﬁmﬁ ¢ (349)
h(@) - ng AinhP + sing (356)

1-0d3’¥'1j3mf3

Sta i kan tehdavaan Pd[cﬁis*d‘c}‘nj kan annetaan cwo>0 = g0,

RQJ‘Q—Q\’\JO\'nG\ Sadc{qa_n (toltea .’)

Ao c(p)y=4 L A ) = e B(R) = 6 (2c1)
pw»o B 70 B>0
P 5(BY = 2 ;o Aomm(py = e n(gdy = 1% (252)
¢>0 p=0 =0

Jotka ovat stahikasta futat fulokset
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Yhteenveto:

kulmanmuutos-siirtymémenetelmd

.

~

1 7L o, L K Mie =GP ¥ ik Ca ¥t dik Pt MKy
Y3 k M TPk st Bt G Vot S Vit K
""}ikc' A
~ B = AL A = pAw?/ET

9 3 5 v M
ik Fi Pk .

Q. - S I s s

ki T P T DAL SDR R FDL R S8

Ui= %% Bt bV G Vit K

_ _ BT _ cosh 8sinB - sinh B cos B
aik—aki—-L—c(B) efB)=R
1 - cosh B cas R
=p = EL
b =by; =58 o(g) =g SimhB-sing
- _ BT 1 - cosh B cos B
Cik = %= Tz 2B/
hB-cosPB
. EI r(p) =p% =28
dik_dkibgt(ﬁ) 1 - cosh B cos B
_EI . .
eik—eki—zgn(ﬁ) £(g) = g2 sinh 8 sinB

1 - coshf cos B
ET
6ik = 6ki = —-L3 m(B)

nB) = g3 sinh B +sin B

1 - cosh B cos B

sinh B cos B + cosh Bsin B

m(B) = p®
1 - cosh 8 cog B
lim e(B) =4 lim »(B) = 1lim £(B) =6
B—-to B—>O B-’O
im s(B) =2 lim m(B) = 1lim n(B) =12
B—o0 B=0 B—o0

laik (sin)\(L—m) _ sinh A(L-;r:)) N 1'r"?ki (sin)\x _ sinh Ax ) +

Dlx) = » - -
2ETX sinB sinh 8 2ETA2 N sinB sinh B

L (SirA(l-a) | oithA(L=e) ) Ok (Sinke , sinh i
2 sinp sinh B 2 sinB 5inh B
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WKun sauvan Narmenisten vé{w&h*el\jden f)rr‘mc[é{m'-funfequ-oma.'}-
~ -~

Ve, Y P, (?k on rq’fkqm‘i"u ; saadaan sivan 148 \)h+d'[d'1'3+c;~' sauvan

ey
?c;d‘kmomen'{ﬁ“]' Ml\k J\d Mk[' . Té‘mdn J‘c:iil:ee,n Sqqdaan SAwug ar

?ol‘\:fHd:‘ssu‘:'r‘\-\fm'&n ampl:"‘-u.c{( ’1?9-()() {auseklkeelle

Drexy= Mie (sinAlx) ﬂs:‘nh')\(f-—x)) M (smAx _ siohAx
Su‘n@ Sl‘nhp_, 2ETA? Si'ﬂP Bl S\‘nh]B )

4’3.: ; - . - ™ R
+ 5 (M + S'h‘\ﬂ?\(f— x)) 4 "%k ( S\‘r\‘)\x + S\‘nh}x) (353)
stn Slnhﬁ sSing anhp

Sauvarakendeen ominarsvadrdhtely ren ratka rsemiseks) muodoste-

'qun ku\mqnmu.w‘-os~Sl‘frﬂm&meneﬁlmd‘n \Mu,‘«cu'se.S’H r"qlaer\-l-ee.n
nuckissa, £51,2,.0, n mnmenm‘\'dsqpm‘no\f hWialsd }E p‘!‘;‘ =0 .

L3

Jos rakenne on Sfl‘r-'b\!cfnur[gkau‘nen)+cxruu‘Jrchn ny bs /ru/‘j«%i;q@—
5&25}_53 (umfmq+qsq?al‘no\1h+c¥\é;‘\'). Tallain pc‘id‘ciﬂ'&'fc'x'n frneaart—
Teen \;HJtd‘lE:'»rt,\nma&‘ﬂ

LK)H3I{dF={0% (354 )

missd [KOWYY on  dymaomanan, M“M ja {07}
on solmasiicriy mMien qmplt"{‘ucﬂg've\:ﬁrl‘ .

Yihtals el piin sanothu MLM%_. eminarskulma—

fodiuuksien .- £=1,2,,.. o ratkarsemiseksy faadaan
p) v )

\j\r\-|-c‘€l55-’rd‘ {254) vaabwmalla siile efah'vl‘aal(m{"kar'Su

deb T K1 =0 (355)

Frﬁkvenssiyhjrd'io" (25%) on franssendentcnen ya sen ra tka -

semiseen sisaltyy  yortakin numeerisia varkeuksia.

Om\‘hqx‘sk(A[mq+aajuuksu'a ) vasjrqava+ So\musl‘\'r{—\jma{" {6}
saadaan \/‘rﬁ&‘lé‘s-p:{ (BSL{)JD‘ohkq jd'lkten vastaavat owminais-
musts funktot yhialssta 353).
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ESTMERKKI :
Middritd kuvan kaksitukisen palkin ominaisvirih-
— — telyjen frehvenssiyhtits, ominaiskulmataajuudet
2 L, EL p4 % ja ominaisvirihtelymuodot.
RATKAISU:

@m.‘r\qfsvardl—\{'efgj‘eh dff_‘,‘—ge.rwe,n‘}'\‘qulf\f[-r!'é[lé'n ratkaisoucta

fﬁ~(x>:Asm'xugmfax)fcwhxwwfhx (1)

Ja T‘&U\hq&hdofs‘{‘a ’\}CO):C) ¢ ’G'”CO) =0 seauraa

E+D =0
—E4D =0

Reundekdm‘s*q L) = O & '{)-”(L):o seurag,

2 B=D:z=0O #’{_\‘r(X):As?n%K-\-CSJ‘nh?\X (22

I( As;‘n?\L-#—C_gth_ =0 (3D
-Asin AL + CsinhAaL =06

Vaaditaan ePé{HIv[‘quli rotkarsu vakeoolle Aga L,

SinAL  sinhaL 7 . {iy
M[—-Qm?\L smhm_:l 0 ' )

StMAL=0" = AL=nT n=42,.)

7 2smALsimhal=o 2 1
SohAL =0 =5 AL=6 o kd'y

> AL = NI ) w $Au?

EY
- 2 [ETL .

= Coy = ({T) \}m _ (:1,2,..‘,(50 —af

G)m l'nq(Smub"Dfunk'Ho* saadaan Seuraavash

V(L1=0 H 0= Asmalt C skl

\"O
F C=0

= Omrmarsmuoctefunkhod ovat ; Mﬂ_

. - o sz : Sg‘anrK/L_

VOO = A sk s 2 Sy
% - ] '2.muo-[-c,

f\j‘.(X): A sin ':zrx st 3WX/L

3 muots
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150 b 2 tapa TS 2000 0322

ESIMERKKI

pw. 0 Miiritd kuvan tasapaksun ja homogeenisen ni
veltuetun palkin tarkat ominaiskulmataajuudet.

RATKAISU

w4 BT, L

Reuna EHdo{' :

@

l

5 -
EShehia | _,_Ab_Pq] I —
-0 Fb@tad, T b oalléa O}

Tr‘:wqajr:mlr\(q:sa ('-91 CPZ_ O ev Ea(an,JcL&n Uaod 'inan _
S ﬁPa -\:r;\/\qahx"dHQOu.su why - :

qg:o#cﬁ—bio 9: C¢1+MC~1 _____ b )' SR

3 awb=0 tat a-b=0 -
(1)

ﬂ>M509£W%mgi$@?%mWw;a;

e . B=0_ am,ka}i Cw=o). _”4,
) - = Mms.ng_ sTnhpme s,nhp-smp RORRERE S e
Lo T Mpsmg—s.nh{zmﬁ—s.nﬁ—snhp tm’r |

Qﬁfe\z{?) SN {3 + Smk E}B’V P Q.Sml\ﬁ» Sln@ Ce(‘aDﬂP C.Dﬁ[} Sﬁkﬂﬁ{’JlﬂL\ P _3\Sir\P51ﬂhF},,,,

T .
1+ Slr‘!hZJ} o = s. n '% o o _' R ’_7" T

?3{3-\-5”\ ;41’\\'\ F«ks;n)ﬁé[} $m‘1}/sm‘-[?a 15‘“kPS'n§M§mP _

I ;Q&mﬁpamm%ﬁ
' o —> Sthsm[S Clm'Q\PJMﬁ Sm(ﬁ_hnhfh L

T T 0 5_, QmFsu$ﬁ U-c¢%ﬁaﬁﬁ)*"f~éwwm;—:~1wf~ﬁfifm_fi”
: : i ; i "'ﬁ) "__o_______:éj‘ . L(_(‘]:BEL - ____.% S — _r_—_,_ . ,,,g;
g-r“ﬁl’ . ;T ' FOGF B TYgAln =G




2 +q‘,q TS 2000 03 22

150 b
¢ : ESIMERKKI
. -1 Maéritd kuvan tasapaksun ja homogeenisen ni
o eA EL L T veltuetun palkin tarkat ominaiskulmataajuudet. -
RATKAISU
' Reuna ehdot : :
=== $,:0, 8,0
- M, =0 , My=0
0 = bé+aga [b a EPL] Lo

Ter¢uul:r‘dJr\<q;su C,fl‘1 q>z_ O eV kb(an Jol—en vaadi 't'uan

' {’,Pq \-r‘v\qak\m{'((ulsu c,{l

: t g =0 ?> Ol‘“bz-:o- = (d+_b\)(q—-b)_= O
77:?7_ _a+b-=t0' | 'JroLl a-b=0 | iy
1) b=o: /&%Bsmﬁ_smkﬁmﬁ EI/ smkb Q.n‘B -

, ;3 0 es icag (w=0)
= cm%{-%?'nﬁ—s:nh@m[&Jrs:nhp—S-n{s 0
2 %%ﬁs.n{;—s.nhﬁmg—SIr\P»——slnhPa
m&xa(z, SiEP £ Sinh Pear’p ~A sinhp 50 corh p eos p= st Praink® P*Q\s;qpsmhﬁ
1Es1nhj3> e Z,n g , |

I [/3:+Snn P/Sm\-.}%+3m [5 sm\w%m‘ﬁ ismht&an@cm»ﬂ\{&mﬁ“ _
p}/-i-SI?KéP iS\nP:Smk\ﬁ _

Ve T

3

? s:‘nh§s$h(5m9\[5MP‘*SM[MMKP
- cinp s;n‘n[i (1- corhpenp) = O
R
#0 (NIMITFRJA (1) v)

? gct\h[%-:o N FVCL& ey 2 JEL 2 [
Sinp=0 S BEWH > wu=Eh gm_q:(n‘n‘) ZALY

camoin a-b=0 = s amot 'fu.(oky:{‘,
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ESTMERKKT :
Midritd kuvan palkin ominaisviridhtelyjen
@L _ frekvenssiyntils ja siitd ominaiskulma-
pA, EI, L ﬁ taajuudet.
RATKAISU:

Mgy = baq 571/.-%(1{21@?1 =0
=D

VOCICII\'I'CIQ\’} E:Pa‘*'\"l\\l!‘CLd'\‘(‘CJH'C-C{[‘su, QZ'\ =0 N J\O i{o'n
/Coval/&sfn[é—sfmhp,%ﬁfo [ <o fp va\ﬁ # 0
= —Ponf&— fanhp =0 uﬁwwmwclﬂ,o" =1

2

i +an
1Lcm{3 =+qnhﬁ 5@ f

fuvasta wdahddan l . | I
B, = 3,927 21 danh /
By = 4,069 4 ._-C"_E }
1/
Bz= 10,210 ' 4

| 1 w oY S G| farg
4o+
Pnz q ™ | !
| | |
E [
;= (B L\ 3pm <

“

Kos[(q MQA:O jq Q}‘l': 2:0) m"‘n

Goixy = Mz (2INAETX)  sinh AN (L-x)
: 2EIA"  sia p 5ok Br

Sils emrnarsvard hielymuodot ovat

P srn A (L=x)  sinh Ap(L=X)
L sSihn Ff snh ?P

Civalla 152 on escietdy kakschaikisen +q5q[aol<su.n ja homogee—

nesen Fqlkn‘n omfr\qr‘sku(mqi—quuu&e* ert reunacghdorn.
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KQ‘:—‘Sf‘"\-L\(['se,n ‘ft:(scl.Pc:t Iasur\ )‘C‘-\ homojeenfsen Fq“:l‘n Oml‘r\dl‘skuima-
Jaajuadet . (L=12) o, @) eri reunaehdoin. Ldhdekirya:
W. Hur‘+5 % M, Rubinstern, Dunamics 0§ Struchares .

FREQUENCIES OF BEAMS WITH VARIOUS END CONSTRAINTS 203

TABLE 5.1 EIGENVALUES FOR SINGLE-SPAN UNIFORM BEAMS

o .. {Bl),
& Boundary Conditions
S oundary onaiions T ”=2 n:3 ”:'3
Free-Free
p . w0 =0 w'@=0 0 4730 7.853 ‘3"_;1 x
e/ —_] w’) =0 wi(h=0 {approx)
- Free-Guided
l———— X
2 w@=0 w (=0 0 2365 5498 - Sy
be—— 1 — w"(0) =0 w{d) =0 (approx)
| X Free-Hinged
3 w' =0 w (h=0 0 3927 7.069 4"4‘ 3
fe—— 17 w0) =0 w’({) =0 (approx)
- X Guided-Guided
4 i w ) =0 w @H=0 0 3142 628 (n-— D=
pe————— l D . w'u(o) =0 wfrt(l) =0 (Exact)
X Guided-Hinged
5 i w ) =0 w @)=0 1571 4712 7854 ‘*”2— !y
pe—— | w0y =0 w{H=10 (exact)
A—— X Clamped-Free
. ” . 2n—1
6 w {0)=0 w'(f=0 1875 4694 785 b4
2
N { ——-——>‘1 w () = 0 w"‘(l) =1 (approx)
|—-—- x Hinged-Hinged
7 w =0 w (H=0 3142 6283 94256  nm
H w’'(0)=0 w’{f=0 {exact)
g X Clamped-Hinged
8 4 ,)%, w0 =0 w (=0 3927 7060 w20 2 & ! o
e ! i w ()=0 w'{)=0 {(approx)
g— Clamped-Guided )
9 7 w ()=0 w ()=0 2365 5498 8639 4"—;11:
He—— [ — w 0)=0 w”@H=0 (approx)
2—"' X 7 Clamped-Clamped
10 7 ; . w (0)=0 w ()=0 4730 7.853 10.99 2"2+ L

w©0=0 w {HH=0 (approx)

= (B3
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ESIMERKKI :
Kuvan kehidn palkit ovat venymittomit, tasapak-
sut ja homogeeniset. Niiden poikkileikkausala
on 4 ja tiheys p. Mifiritd rakenteen frekvenss.i-
yhtdld kulmanmuutos-siirtymimenetelmilld ja
ratkaise frekvenssiyhtdldsti muutamia alimpia

ominaiskulmataajuuksia.
RATKAISU:

Merkitaan agy Q@ b\‘jib,dl‘-fd
:(;-I"SE _& .

o= a6, - d
M'\"L: GQﬁ-t +b€PZ
Moq = b‘a?’—.**aq’z

-~

M?.'g: Q€P2+d(_6})

~ % Tasapainoehdot: ﬁ’\o*"“’hva_zo
E:)Mu M“(q pam i ~ ~
A b Mo+t M, =0
Mo My 7
\\"' ~ ~
QAL W == {chﬁ,‘ tbhp,-dl=0 ()
Qo Q5 b()AD'lJFZC‘{f\’:L“ClQ =0 - t2)
e '_t
a 2l Qon
o [ regiesi tawitaan vield soirhyvygusyhiald:
. . Q= —dPy— 5w
w2 @@ —b-ngL‘:‘V-’——é\,{m“G‘?,::O
W= W
$ -~ ~
—d(P1— é&cpqﬂ—C‘lgr—gF\Lcu?‘)C\u =0 (39

), 1402 =2
23(@1 ‘Hoc?’z -dw =0
b, +24¢, ~dw =0 ()
~d P, ~d P, (23-CAlw) W = O

:§ 24 | ~d 6%1 0
h 2a —d p, | = |0 ()
O

~d —d  25-%Aleo*jl W CJaffecw)
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\[CLQ\CL"\‘QC\Q QP&{‘H\‘V lhdll‘v‘d""r:q 'sw ely

20 b -4
i [P =0 Frekvenssiyhid(d’

-d -4 25-9Al”®
azELe(py/L, b= ELArR/L ,4=E34BYL>, S$=eTm(p)/*

51.___ gAL o2
El

58 ‘ $(py=adtC J=0

U
]

E»‘:I;?qol 2_7-35561'{ E3 ':“ll|$"1 19
';. ‘ ,7— 5 4 g G

Kuva Frﬁk\:ﬂnss\‘yhﬁ(é‘n fepy- &tC I =0 kqwaa_\‘a .

Kuvasta eahdaan

81“13‘301 ; By 5564 ) E_,,x’—flgqqg) JEERE
BL:) 5 fAH :_.2.&(.02
Ex

= - EL
C/U,\N ?))Q.OL{S 9(“_!:;

- 53
Wy = 12,645 \[ 25

War 20,621 \JEx
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7.4 Sauvarakenteen_jaksollisen kuormituksen tarkka vaste:

Edelld’ esi-ke,'ppj teknisen {'cxi\/u.hs-\eoh‘qn Pu\‘He,issq tarkka
ku\mqnmuujrcs—s[tnvl-);m&mene:\‘talmdf soveltuu mﬂ&fs Pquovd\‘r:o'.h—

d\is-\~e\'\4‘d‘v5n ra tkaiserniseen ; kun kuormitus on hagrmoenrnen

Jos kaorratfus on epdharmmoeninen, outta kuitenkin jqks::\ll‘-

nen , ©N kuorm f+us evisin kfrjc,-."\e.Ha\Ja., FOouRIER — sdr*__\‘aks(' '

Jos <kuorrrn\~l—u9 an jdbo%n, niin edella zS(Jre.jr‘Bj keulrman -

muutes - Sfir*lf\dmdvncnc’fe\méi ei sellaisenadn dormi.,

ESIMERKKI :

Midritd kuvan palkin taivutusmomentin amp-
(|!_"‘ _2 litudipinta, kun M(t¢) =Msin Qt .
@» I, EI, pA o Q=2001/s, E=210GPa, I=A40000cm’,

~

L=5m, pA=2100kg/m, M=10 kNm.

RATKAISU:

~ " . ~ .
M;M:O ,"\)1:'1)-2:0 >M1'2,:M
G&(X) - Maa sinA(L-X) sinh')x(-L—x)

2.EIN* sinf ——-———’—5"’““@
A ~ ~ 2o _ 2 : W (L"'
My(x)= - ETA” = M ,(7\ sinA=x) _ R sin » ,Q)

9% sinp Sinh p

= P\ (%) = M sin A (LX) _siphadl-%)
€ ) s ( S?nP 5\‘“\\(5 )

ﬁ:?\i_:q ?AJL"’")— =5

Arnettu L =200 Vs on ammarskalmataaiuaksien oy, =39 1) s

jq L3, = 246 /s Vci‘l[‘SSO‘&‘- Sf)‘o f-H'ctmc\HC\ nu.mevodvuolr saadaat

Py A
_Msin(5-%) 4 stnh(5-%X) Y .
-~ Myt = 1( ~ 09589 1490% )

,H Kuvassy on mcumen‘H-l‘qmplIerL&t‘ﬁ

1 L(u.vqcu‘q. Ver{'dd -l-u.[os*o. vctSJrqa
/ vaan stahikan dehtavan +alok-

seen.

(o)
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A Jos =100 \/Sgn\rfﬂ se an

H ‘ oanqstulmcﬁﬁﬁjuqks.‘en wy = 316 \ls

Ja wy = 1 As valrsseal .

L[LW =2 ‘3:5\]‘2 , A= V2

/—
/
N =
" B sV (s=-x) | sinhVa(5-%)
M0 = 5 + ) =
0,085 58%,%

ESIMERKKI :

MsinQt Kuvan ulokepalkin EI = 0,84 MNm* ja massan

pituustiheys p4 =2100 kg/m. Ulkoisen herd-

temomentin kulmataajuus =20 1/s ja amp-

T
_if)
w L

3

litudi M. Midritd palkin pysyvien virdhte-
lyjen tukimomenttien Mz, ja Ma3 amplitudit

& siirtymimenetelmilla. L=Um.
- RATKAISU:
= e - "
2 &2 @,=0 5 V=1 =0

{M 1= APy

plzsf Qq)z‘*b(ﬁs - 'C"‘}a
M3220 = b‘flsz“rqg’s‘d"‘}
Qap=0=-c§,-d §, « ¢ 0,

G.C.""bd ~ ”~ b'.?—dc ~
37 af-d? P2 & FT ag-ar

Tasapainoehto: ) M21+M23—M =0

__C.(C(C_ bdy2or _ %

# CLCPZ+QCP2+'D( 5’ dl)?z_M

%d"

-‘—'-? (P = QS - dZ
z
107’5——204"’-} b§-ac”

_u [Py - 4f2chatee o o (MN
P BLL =N Gamotee " Forg: (MN,m; $)

b4
a (U= EI{,LL{)‘ QL%'o,eoosq = 0,126

=

Jgne...

3 ; .
{ Mm:‘ 00,0825 M

~ -~
Moqy = 0,2115 M
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Edella QS\"LQ-*‘*_‘j tarkka S‘l‘\'r‘\\jm'o:menejre,imtf)'

Fetava fotnen dorsiim=a seuraavash’

Ly u

st eALL b ,
@ g:.__.u @ AVl \‘ci_ aa) "“\‘Q '\-i‘_n lt\'n ‘O u\:t.O. e,le,men ‘H‘\ mene Jr% ‘—
~ SA]ET:;L N Y .
- man mu,cr\-oon, T ({c‘;.‘n ary me.rl:\-f‘ Sovi—

Oletetaan , etfd pallk: on venymdish :

- A
- o~ bl -~ -~ -~ ~
M1 *‘.—Ml‘k > Ma= My, ., Q1 = Rk rO‘?_:—Qk:‘
('P/l =~ ?l‘ ? Lf)“)_:_ kPk ) (q:—q}g_' 7 ‘{\)—7-:_r‘}k
O = —en? L
~ A Ly -~ ~
s M; “q|‘k@,-+bfh3°k“cu‘k0k+d:‘k v
1 o~
5 M .= X »\. A A ~
5 {[\)’” 3 bkl ?, “'ka‘j’k‘dk;‘”‘k*‘f—kf Ly
2 SAEL, L 4 - ~

Fal ~ A
tle = ~d P - P e $ie

)

&
)
'

n ~
- _ o, . N R
ckl (PI - dkl (Pk ‘l’fk_;@k“eh;"\’u

- _ £l _ - EX
o= Qe = &8, b= by = TABY, fre=ag s E-L; nCp>

=)

t

: 2
e = dm':%‘ﬁ(ﬁ): ™ Ly T %n(ﬂ’) s ST Ses %m(ﬁ,) > [SL’: RAS

ET
(4 5:5'K de - €k T O Uy
My A — Cix biw > P4
~ '5‘-"
Q, | = Swi - dwr o s (256)
M. Ak Q Pa
~ SYM, 2.
N ~SALw™ || W |

Merkit830 gaLed= pUEL/1 . Sillomn dumaammumbn’  4&dleu
ol venymattemdlle palkille saadaan

mefﬂ gL -np) gl o
L k()] = E—L:} c(Br> L A O (35%)
mg)  -keL o =
o)
—p

cpILE
SYm,
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Tretokonelaskenman systemah'sal miseks' kannattaa stbaa elemen -
o prtaussuuntainen muedonmuntes huomisen, Kun oletetaan,
eHa  elementin neemaalitveima yhtyy veto jykkyyskeskrsdh ya
Mmassa ke sky'd’ Jo veto yly Hﬂigskﬁskl‘d‘ jh"‘avd’*, oitn Pq\kl‘n chr—{'\'f:-
kelien  keskrakselin suuntarnen (fike on kudkematan taivatuk esta

J‘oh*}\_tuqo‘n (fikkeesean.

Palkre ?q[qn kuvitdetlusta +QQGFal'ﬂD—

N | chdesla seuraan
S e Y - a o .
NL; N — N"ﬁ —_— =N+ (MNrdNT—QAdXx U =0 {258)
@ l! ® ” 7 ES
st — N= EAW , d=-wu (359)
l’jd %ld (:Lk . :
I ax
N N+dN SR d“ + eA QL = O (360)
i X
" —_— —_ 2
9Adxu é a{”_‘_ ,>\ZU\, -0 , r>\l: ?AA 2‘:.. Q_ECi (3(11)
= &(x}: cC, S,‘naX-%Cz Cov A % , r-eunuekdd:{u(o) a (3e2)
= A A - _ QL :&‘C
icq:: (Qp — Uy covAL)/srin L
Co= Up , E:'XL , S(E): ’1/55‘:—}@
= hE) = et B
~ R _ _ _ N - - {2¢3)
u(x):ug(m%x— heE)smAx )+ Uy G(B) snAX <
N =EAL’ = Ea Cd, A (=sindx-h(g)eax)+ WD) gBleer AX | a0y
Reunaehdst IQCO):"!\)L‘ ¥ N(= Ny (3¢5
T-Ne= EAR -0, heg)+ Gy gep) )
(2¢¢)
N = EAN [ O (-sinp-h(B)emB)+ 4, 908) cnrf |
EY ~ — A A
chﬂﬁ[ceﬁfsue-——'*s Xy,
{ 3 ng
(3¢3)
Y - EAp 1 0. '
N, _i_ﬁ_[ 5B Ug+ ek B Oy |
Mer ki dadn
N - EA = ) . EA "Q (363)
Gk =% T B et & hixzhg = T sing =
> N ~

A n - A (369)
v %l‘k u,(:‘— hi‘k U & Nk —-"Hk{‘ U +3’kf uk
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Kauwvan \/entj\;cl‘ol‘ ?alk\al‘e(e men t-

2 §s Fa vastaq ngﬂ- dynaamren jdyk-
5 (= ey L kyysmaknis
A,ET,L 1
m=EA/ET (3%0)
epIml 0 0 -p@EIql O 0
[K(w) __._f;‘._BE m(g) ﬁ(B)L; 0 () negy
L e o SRBL AEL |
e (BImL 0 )
SYM. mcp)y  —ERIL
i cptE
missa
_ _ — _ — = L
epl)=petp | pE)= {B/smfg , F:?\L—‘- SE—LQZL
~ - EA ,_ . E —
Gi= F = G eF) | huthe® 5 ) (T32)
Q‘ = \ C'\ A h\ &
Ab %’!k L Tk, Yk (3%3)
Nk :"hkﬂh“%ﬁkc&k
- -0 S(na“-‘x) A S]‘n;ix
Wixy= uy, ——=* U, —=
) v sn F + k <o é ('3?1-{)

Tarkastellaan seuraavassa ,miten staatdiseen siichy mdimallon

ya dynadmiseen  siirhgmamalliin Ferus-}uvq* sauvargkenteen sle-
mendtmenetel mat subtauwtuvat torsinso . Kehi fetoan para-
me%rs{-a F m‘{Fru\fq’{' —}Mnk-}ﬂ“a'F scxrj‘qksf

LR}

Euy

. A A
ﬁ(ﬁ)—LI_ 105 ﬁLf"I'“' ; /&(B,): Q_"}‘f\qo gq‘i'n\
- At - 13 .4
RCBY =€ - o B4 ; mCB)T Az o BT
N
n(g)= 12~ 2y Bt , n(p)T € B

e(py= 1-F B+ , pgy= T+ Lg%

(335)
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SI‘J‘0§+‘\'qul'lcx SQT-J‘alceh‘\Jre.lmci“\' dynaamiseen matriisiin Do)

5 - z
saadaan (BL':QEAI%;LH 5 ,@»23 92}:& p!

EAYET O o | -EACEL O o
r
TK(w)] = % 12 6Lt O -2 6L
4% | o ~6L @ |+
S e DL = NP, U oS
| EAL/EX O )
syM 12 el
5 m= |
140 o o) - 30 0 o
156 220 0 5y  —13L
o2 L= o 13 —31*
_ SALlw 4 3L I (rg:“,)
b42o 140 o) o
15¢ -221.
s
i " a? |

Tulo ksechka nahddon, ettd dynaamicen ;ay Lk ug smatr s n
CKtwWI] savjo Lehitelman enstvwnmdimen termy on staatdisen
gl‘ir*"“/h\ ama lirn Jdﬂkkggsmq%ﬁsf Sa Joinen termi’ on staat-

Hrosen sf:‘r‘Jﬁ/wwdmcﬂ[t'n konsrsten 44’ mdSSQMq+V:1.Sr'!

O (narvsvdra hteluqg %k\;ens‘.gl‘\/h'kc‘i[;; N

AeE KW =0 (33D

Harmoenisen Pd(:.\aov&irdh4e(3n m%lc_ax'su\ﬂr\-{‘é{(é' on

EK(JL)']{D}:{P}:{ﬁ}e"‘Qt (3%3)

missa DT =1D) T on rakenteen solmustirfymavektore, Kuor-
modusvekdor {PY on harmoni'sten salpmukusrm tHusden ya har-

monrsten ekvivalenthsden elementhluorm fusten summa,
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SAUVAN JAYKISTYSREAKTIQITA:

K

(_{Kik ki

Ti pAEL L k

ik ¥4
Mo =~ Mg i =~ Fes
ﬁeiﬂt ) )
l l _BL »(B) P g
L/2 L/2 1 Y m(R) 2 m(BR)
. i0t ) .
e i s(p) M »(8)
2 ¢ (p) L (B
t(B) »r(8), . n(B) (B}~
O
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162,

ESIMERKKI :
L Midritd kuvan kehin frekvenssiyhtdld kédyttd-
‘ EL pd milld dynaamiseen siirtymdmalliin perustuvaa
I ET ET elementtimenetelmii. Kehdn sauvat ovat tasa-
pA PA paksut, homogeeniset ja venymdttomit.
{ RATKAISU:
L«L—..| Palkit venymatts mat. Spvun 157 mu-
kaan
A 3 5 s 4
ELI 1 Li ; [g ¢ 2 4 3 1
3
2(3/'_, ‘ (5_’ S : > ° i T
m(p) 4@ —n€BY AL 0 {1y
08 o [h(w)]_E_I o -nBL ABF 0 2 2
L3 v -
5 o = weR) 2L o |54
S‘@S 5}"!%“ T N> O 5 3
L S, —£7 10
>
1 2 3
j
cr [ZMB-BT AL HBL
[ Kew)l = =
L= 2Pt ppl?
L 2 (B
L= d=ELly = EIc b= B acp)
"Bm(ﬁ), *FL—(@)DQ L‘('%)’ H—L'(fi'
pUEL | SAWM W EL - gapcs?
E ET L
= 24— ¢hlw> d d
CKiw)l = 2a )
SqM 2a
&%&kvenSSf3h+de‘on
24-AL" 4 d
de2 [K()]1 =0 © et d sa b | O
d b 2a

+ulosta,
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ESIMERKKI :
Kuvan kehidi kuormittaa harmoninen tuulikuor-
ET mitus .
q(t) = a elﬂt
q(t) ET ET L Midritd kehin nurkkasiirtymien amplitudit.
RATKATSU:
e ]
1 L o
I 1
N !
= - 4 AT 2
p = y2Ad LR %/%;% 4z =g 2
® 2 p=V3 5 =2,192y

Ko =o( =6 - TR Ga =R - 8L

negd=15200 , mers 30 ) $(pY= 4,326 (g = 6,7C5

c(pY= 3,Fes /»({3):21:;5

S:%MC&) y A= C(ﬁ) b:?/&(§> b O‘: %i(ﬁ)
{ﬁe,kv}: — &Koy 3 (n((B) (B )e],L ] 0,524% é‘f_
Az (__A V;ﬁ_)) 2 - o/oaglsg“r;}
o g4 g ]
0

Sivun 162 fuloksesta seuraa

24-caL* 4 d . [—16,92‘3 H,72e L 4 Fel
Lkeprd= d 2a b :IE' sun 3, 520l® 2,195
d B 2a { . 7, 53012

Qq+kqi5uyk+6{{5s¥d‘

D, Da ~0,02235 §L'/eT
[K(F)'l b?_ - {Pe,kv} :> BZ = 0,0236% %]}/ET'
D Dy 0,00%19 g1*/eX
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8 LIIKKUVA KUORMA PALKILLA

Lvkkuvan kuwoeman palkille geheuttamden dxjnqqmrere,n efekilen
futkiminen cad alkusysdyksen Chesterin siflan sorfuessa Eng-
(annissa V184 %, Katastol vaats Gserta kueslonuhreja yaenglan-
Flarsin  rakennustnsrendsrerhin kohdisteHin ankaraa arveske-
{ua .

Hed v, 1848 englqn'{ﬂ'(qt‘ﬂeﬂ H-, COX Fci‘ca\"He—!l'} etta’ (Ykkuvan c{tj—
nadrisen kuorman efelktd ovat kaks keclaa nily suuret
kuirn  staattisel efekdyd, Han Pc‘{c‘x‘ﬂ,\' oo keeen Fackastelemalla
2—tukesta lelz\m‘q) Jonka keg\:fpfs%ﬁﬂ dynaaminen sirtyma heb
ke tlay yjellen kusrra [ ohittaa keskipiS‘ﬁf_eh or gﬂ‘&! Taliorn
voma, P tekee f—on Par;‘an' falkliin endallsin varastoifunat

kKinmoeneraiaa

Z
= ']:

=)

U=we = 207 dyn gdan: 24l

LB gdyn
Torsaalta Sgt: P/MsET ,Jc'\-&n

5& YU

= 9\' 55,{:

TU.[OS an I‘U.L l-‘{'el"lLt'ﬂ }(DV!‘h \ccn-vl:ea. La.s-fcehr\qssd ey o(e o{*&Hu
huomicen palkin ymassaa eikd palkin ja kasrman (ike-energiaa,
G, STOKES paranst v.1849 COXin teorvaa  Han huomauwth'
(iITke- 2nergian unohtamicecta sekd St'\‘%o‘:J etta on tehtaval

'f‘ljo“-l—d' MBC‘)‘.S} J‘o-’r'ra lkuworma (Crkkagst FQ[\Q[[[O\ \fo[:\‘onop'tuc{e“o\.

(kkuvan kuorman tehtavd vordaan jokaa stvan 165 daulaken

N . R . .
mu ka cse st neljaan osaan?

L. Taraus: Kaorkks fmerttaalivarkutukset unohdetaan , Kusrman pa -
ne Fd(kf[[e oletetaun artheutuvan sirs kaerrman patno-
volmasta . Jse asrassa Tll6n e sle kysymys Tdy-
naawistenefekien Auomieonottamsesta ,vaan nin
sarotun ”kl\h'%mdc{{"{“\‘seh”QS—Qk{ﬂ‘ﬂ el geh,tHd‘ lkuorman

\{quuﬁixpfgh [k deun \fq[«fonoreqdel\q s
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Palkin massa Kuorman massa

PI—‘—-“>’%
Ei Ei

— Ei Ky113

P l:bv
[+]
Ky1l3 Ei

Ky 113 Kylls

TQPuk.LS'{‘G I/ 5055:1 kd{‘kkf {qc_r+;‘qa\[1‘vq \‘{cuh\:ﬁe—'l' unohckeﬂ‘c\qn ‘{'U\H:l'-—
vat teorsistaan rq‘n‘PPumd% vi1868 [, WINKLER o O. MOHR, Inech=
dalivarkutuksen unehtaminen johioa hyvin e'ﬁ&i*qr Ekaan tulekseen,

2. tAPALS! O‘%¥Q¥d\°‘nje*+& th\cin MASEa an me,rk:i%‘\g\:se"—o“n L)‘C.\ L uar-
an masSsa, Oon m, Kuohmqs%‘:\ atheutua qul:fllepl‘s-\-e~

volrma

N = mg—m«i}

Torsaa lte

- - d ._El_ é}i‘i‘! :é = S'[_ ?
V= 500 = 5058 50) oYY Y
= - d% &’ 2 gy
Yaggde T Y
= = mg - mr\rolv“ )

Torsaa H‘C\) kocka )Oa(lckn‘ oletetaan massattema Es;') &h sen
facpuma keos ketusveimasta N sama kuin staathnen

‘(‘Gl\iquq samasta vormasta elf

20y w2
o = N x“(L—x) (2)

ILET
Elimineimalla. N yhialsrsta ¢ &c2) P&d‘o[g-i-&&'n drcse-

\\\\\

3LEL = &/,2 ¢3)
,-13_')?_1_ oy oy (U
magx"(bX)i E
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On huom‘:x‘HoNa etta’ difterentaanl cuhtals ¢3) oot Helee ke
dsrassa. (Hkkuvan massan cotakayrdn , Sen el baruitse <oy ftaa’
palkin taipumaviivaa indan hetkena,

D fberentraals \J‘n‘h:xlon (2) et Vi 18H9 F.WILLIS Cambridgesta,
Han ef buitenkaan osannut vatkaisha yhtéldaan ya siks! hdn
?st aPua 5ToKEsilta | joka samana v uonna, ratka st sen sarja-
kehttelmien avalls.

Erds [kiratkdis w disSevenhiaalryhtalslle (30 saadaan helposh
kon oletetian, et hitausveimaa (asketlaessa Jarpumat

ovat samat karn vastaavadt ‘{—a,‘pumo&' arvella U =0, sil's

Vg (X)) = 10gRF(L-X)"/3LET

{UO

7 w? (x)= Zmg (L_’*—GL.){-’fo’-)/%LEI
‘Dxn:o .

>

=~ m v Zzmg 2
N= ma-m 3L el (LP~ehbn+6x®)

L
N saa suurimean drvonsSa kun x= 2 et kun kuernwia on

pt lkrn ‘:ste.no‘-\, J‘ollo k!

ch‘x ma (14 m, OS}E.I

Stts N, ™ Mg . Kun palleki on mqssqlron) kasvaa tatpama

Sarnassa suhieessa, yoten dynaaminen taipuama keskella an

L -

o
d 3ET

gy (1“”““}

:]q su Ty 0 "\‘Q\\JU‘H'\/\SW\DW\\’;V\'H‘\‘ on Fdlki'ﬂ keslkello.

M{:qu?" Mer (14 v, 3[;1 ) =
Totnen Term:' yhiglsissa on S ytannen sovellutuksrssa prent,
Varkka SQQc\xﬁr ulokset ovatkin {tkommaardiset, vordaan niis-
18 kuittenkin fodeta | e fd kuorman +asaisen | Itikkeen vai—
katus Fui\a\cef\ﬂfnid‘o‘fkq ovat kE‘_ngﬁ', on Pren i

Edelld esitetruy & [rkimenetelmda: sapotaan usei’n STOEES™

WILLisin menetelmdksi.



16%

3.TAPALS: Er oteta huomicen kuerman Ther“"‘fQCl|1'VCt|'l:u+u.s+a.)
mu Ha Fq!hu‘n inechtaalivar kuhes huomrerdaan , Taman
probleeman ratkarsi' A, N, kRYLOV vusnna 1905, Prob-

fee man ratkarsu on esHeH-y sivaifla 162-135,

4, TAPALS Y Sekd kuorman eltd’ palkin merhaalivarkwtus atetaan
huomicon . Tehtdva vordaan ratkarsta ﬁc{d\‘-\'l-\jméf%-—
w'd sacyakeh Ftelmia kd‘bﬁ%‘c‘feﬂ-
ikts, farkemmin feoksesta:
Frgba L. Vibration of Solids and struchares under
Moving loads,
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ES IMERKKI :
Tarkastellaan kuvan homogeenista ja tasa-
7 paksua palkkia, jolla liikkuumassaton lai-
vt v te vakionopeudella v oikealle aiheuttaen
pistevoiman F palkille. M33rit% normaali-
r 3 muotomenetelmdlld palkin vaste v(x,t) se-
‘%!——; 2 k3 kuorman rescnanssinopeus.
R | RATKAISU:
| LAY

Sivun 150 mukaan chHc,;‘r\ om;‘nql‘spar‘f'f' ovat

- ¢y JET - cpp U0X
o = (') oAl & @t:(x)_smL

. .
T oy = SsAdLondx= HeAL
&

Prstevorma, Fex,£) voldaan 2sitdddl DIRAC A S —4unkhon

avulla seurgavash'’
POLE) = K SW) Jex- )
Kuorm\‘-'nxs-Lerm.‘ {82} funkhorden . virct mdasea '?ur\ kdve adva -

ruadessa on
L
Qg = § pex) Fro0dx = Rsw 5 sindTX St ydx
O

=2 Q.= { B S gl'ﬂ(‘:‘-‘%‘t—) Devtel
l 0 »>ts L

Muunnos ?&d‘l(oor:i\"huq+l‘s‘*boh (vet siva 120)

{E}:J@{cﬂ L #7=8; > tgY=rErtmt i

.

o _ T :_.1_. QE
{FOOT=[FIT{a} o {

= S = 1 { e §t) sem(
L

frr-v‘c) Oyt el
L

o, 0

| irot
= Fo () = {Fof”“s"‘( )
\leAL/
Atkafunkho (%) on fa/y{iﬁ/&‘j—u/vm
‘ 1 ,tzo
o FE)YE (D)= { T 1 <o

> 1 (EﬁmiiuAu4)
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_E
Ratkatsu: m. ()= Gy ;E £00T R T gir . /hL-({—T):i-J sin w, (£-T)

=
M (H=

J‘:

Fo 5 /a(ﬂ:)/:,m(ﬁ"”t) j— stnowp (~T) 4T

gAL/2 ©

2 F/we E \ ‘
My )= LB G alE) T Avtn o (4T ) 4T

ohlfa O
Jollotn en merkitty L= TV . Taulukosta seadaan

"'{f(i’): \j f N 1 (&\S[nwt CaL) 5|nd2.t) P LQ,‘:"-O‘)ﬁ
ShLr2 Lfl -~ o

=
- F 1 JLy . :
(L) = = ) e Stnw-f—SlnLD_“&) , Jop
ﬂl] \JEHLIZ ’-Ql‘_w\‘ ( i . l | |
3 1 CaFs 4 g,
R 2 R ° Loy t-sindlyt ), £ )
T W, T Al T e, St A
Vixt) = s T ¢ o0
1 =1
= 2LFy — Sn(‘“'x)
VX)) = = ° Z l ( sfnu)ﬂ:*gt‘ndz't) -
9AL— l‘:.l LQ;—O.), ‘ ' ‘
mrssa . ;
e = (P ?%_4 , JdLe= %’ , Ot et

Ehio c_Q_. + e on myds oltava veormassa, Jos 2, =Wy

hnn Seno‘{‘qun e;H-Q kuorrna (Hkkm—«, t‘”e,soncznss.lnopeu.cle”

Sl “Q SQQAQC(Y\ [ause,ke

L pal res eALZ

Edella on sits [(d'sf*leJH}j —}qf:-qu,s feun "“‘l‘-‘£
Jgos 't>1l)-‘ , n[[ﬂ L(uormo. on ‘)Q'{“"'ﬂﬁ_\ﬁ'}' Falken ya Jqq va-

POL""S% varahtelevaan . Jodellrsessa rakenteessa varmen-

YyuU s l’)q\/t HQq YGI’\(LC:HQ\’\ \fdm\r\li’ea“ﬂn Fou}.
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Tarkasteliaan seuraavasso, +qPquSJrq)5o53q palkin gl aye~

taan r&saﬁthanopeudeHaJ)‘oHol'n

LQ.J() = oy , V k\'\'nm""e-{w\g .
-

¢
3 7 CT) pei @0y T suin co, (4-T) AT = i—%(srn W b=t conw,t)

My = M (svno,t— Q)u‘l:mu.)l;t)

\JQAL/‘L

_ 2Fasa X sinix Y
7ot G [0 T (B it et
i+0 |
+ 3‘\"")}__]_—)( ' 21w,,_(sn‘nw‘)t— w,t mwut)j

v

Tulsksen sd fkivn matnen Ferm! kasvaa va yata ajan m\{é;‘{-c'i. Tos'n
tules on vermassa varn fun 0< & /v y Joten siirty ma

et ebhd' kasvaa NJ‘q++cx.

ESIMERKKI :

Midritd edellisen tehtivin palkin keskipisteen maksimitaipuma verrattuna
vastaavaan staattiseen taipumaan suhteen R1/wy funktiona.
RATKAISU:

Palkin \\Qa\c?f)t‘she_n staattinen 'hl'pumq on $uuﬁ'mml'“aan
kan  staatinen kuworyitus Fo on Pel\m‘n keskelld . S

- B 2
C§ermcxx - "_“—q; ET

Pallein keskipisteen dunaaminen -an‘Fumc\ saadaan f{ausekkeesdq

V(5,t)= ZFe 37 sin{)

Lgskeﬁ-qqn malili kst r*eSOrwcananoFeu'f“i‘C\ 2098 T, vasfaava keck-

PI‘S-\Leth md ksim  facsuma !

o L. = "’n@res _ Im* JEI = el
" L. - L SAILZ C
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(Jaih&m)
L 2.Fs —T‘S‘ﬂu)‘t—-cut k) +
[~
L \Z2sin(iTV2) 4 . e
+ Z%t;) ﬂ—if-<i &nu%t—sm Jf)]
= 0
t.8 T T
E AR 2 | 4.743
(n-,=lZI Heo,
T g %‘fg g&’)“ L 1.548
W 1
Lado. 8 dk=1 . Ao,
|
1.24 IMMM,;
|
[ & Sp— ,”W"__._r,“
0.8 (Q\7/
0.5
[
Y
204

LR al 5.2 | M a4 | B4 | B

1.8
PALKIN KESKIP|STEEN DYNARNISEN TH IPUMAN S5UH

DE STRATTISEEN MAKSIMITHIBUMARN ﬂbuwcL/z,t:/¢§5T
ER! AUJONDFEUKSILLA

Kuvassa on keskWWSEGh d%nquﬁn&n{ufpuan gm‘qjonoPeuk-
stlla Ja kuorman em styarnhkohdilla . Sita nathddan, ettdl
mqksl‘ml""q\‘quo\ aqqdqur\ QJ‘OHDP&\_Ld@HO\, LQ”:(JL),‘ lqe:’r\:t:,l\c‘i)

Jollein kuorma on soner Jattamaged palkin | sollom

L= L = _J_: AL _ IC
Pres W Bl 4
=2 w, 2 il
L T — 2Fs 1 . — (]_) Sting (jTSI‘n(I'?"'T)-—an(fﬁ))]
T = e (ST - T T )+ 2 5
(.2’0.11) oAL 2w12( p )'_:?-C,u1 q-¢z "L . ,
0 o o
= 3
(5, Eys 2w o Rl
4 PAL Zu*- TIET
L.
3 'I}Ca:ocg) 1/13 43 ~ 1548 —
Vus o3 D
St mox

( Jatkuu)
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S H{*e,cn

wi$)

& 16

~

AN

N

‘ @
/

:-vaV4

[0

1 1 1

/0o,

1 L L ! 1
568 008 G T T o3 o4 03 08 &8 [0

/e

st max suhteen

1>
dyn. maox

] Sunkhono . Tuloksena on kuvea ja (vdqr—bur"“on, The
D\jnqucql Behavieuref Structures):

Tuloksesta nahddan se wmrelen-
kit ornen sa(kkc\,e&-\-& kesko-
P\‘s-lre-e.r\ mcx(cs\'mf-irquumaa el
saada sillein , kan ajetaan

resonanss 1\hc‘>e,ucle.\l o fL, = 0.31

(1,848 ), vaan qetta-

Stmax
essa nopeudella A, = 0617w,

)‘o {loin soadaan 1,343 Q’:s-ﬁ'qu

Kun \<U~O\"W\CL kw\kee Pd\k(n \jll' vaarallcetmmalla nofoe,ude.llq

JL.\:O, &1 C—U1 5 nirn

palkin talpumaviiva kehibyy alla

olevan kuvan mukarsesh':

-1

e —— :

1S

[ )

. s oY
\\
\
«4.8+—

\
N

Y|
H..,,%@?\\

[
N
B
N \ 7
L \\__ 1
) B & \\ //
\.\______/
+2.1
WX, T 3/55{'

KATKOV] IVOITETTU KAYRA ON KUORMAN VAIKUTUSPISTEEN URA.

PALKIN TAIPUMAY | 1VA, KUN KUDRMA AJAA PALKIN YLI NOPEUDELLA v 2814
ceL: Jl,=@E.8170W,> KUDRMAN SidAITESBA PISTEISSA ¢ (1) X=@.230

@ x~p.8L .

@ xweB.HL , @ x=@B.SL .

® x=m.BL ., (B x=1.8L .

HP HBEJE A
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vt T ESIMERKKI :
| Kuvan palkilla liikkuu massaton kuorma va-
o kionopeudella v oikealle. MiAritid palkin
| L N siirtymivaste kehittimidlld kuormitus ensin
. e FOURTER-sarjaksi.

RATKAISU:

|-—_>r sakse T

L

= l

T
-

Kchﬁ'c-lrc‘xa‘n koorm ttus Qh‘{—l‘me'\'\’fse—[:sf F.OURI‘EQ“SFY'H‘,_SGU'QL—SIJ:

T [
by = :[Q:- § Foo sfn@ dx :-1: § q_sfnzo?:rrs dx
-T2 -
= d+c 4 .
[3 :?;3»_ S S vIrx dx = En =0 vTd sin VT e,
b L d-c L. VY L L
=2
_-—j [24] q o mt.t‘{(\ Fo q—
x)= R iV 5 ume g VI
+OO UZ:; vt L - L = 3= R/2c
= © ol
Fxy = Z 2Fo giquTd S0 st LTX
V=4 L L vire T

L

Prs felcuorma ) 3‘0460 =0  Talldin kuomi‘fus%‘hags on

2

LFD S\\OM S\'ni.ﬂ_r_),(

=1
L L

L0= )
V=1

Kun 4= vt A
o0

= 2Fo oy 0Tt . oTx
%CX) VZ:'\ T sSin i sin S 3 Cx, k)

Palkin haermonisien \/d.rci'lq"-eltjg)‘eh dl‘ggeren%'qqlt'\j‘n'}d'[d‘ on

stvun 14 mukaan
' >\L.| - 2f1w2

A .. - 2
FELo™ + A = L x k) ET , =~ wtar

Ay )
Uw 7.‘ %L{ o = gEC;,JC_

Homogeenisen yhtalon '\3"”-.’,\‘1,\) =0  ratkarsu  en



o T4
oty = L0 (Arsine b4 Byawenyt) | Er0o= sin(HX)

; wap = () \/—

S’H
Arvataan taydellisen yhidlen yhsityisratkaisaks:
[0+
O (xhy= Y Dy sin et L oTTx
T i et v 1 L
» __s YT .. oTTrE .
= V(X EY R uz=1 DU(‘L"?’)SIHOIS} sm‘)‘ff
Unn _ o TN o oTot L
e Outdz 2o 0y (M) sin 2T g T
SI‘JOI\'I“{'GVT\O\.[LO\ dl"S“S‘, H‘n“"d(c‘;é‘n S‘Qddmdn
w., oAl 9AL L L
A "
3] [S¥)
= (B]
_ 2k 1
Yo T gL et y T PRtV
# [#0]
VCXJC'-'-Z 'njﬂ(__ﬁ\ sinw,t + B aﬂwtﬂ-‘z—ﬁ‘ 1_ 5 sindJL; ‘E]
i=1 SAL w, - LSL,-
Afkuehtn: v x0y=0 = By =0
G(%0y=0 = Ar=-tfedle A
PAL col?‘ﬁdl,-
=
®© S iafdIT
q)_(y\l_t) - 2 Fo Z Sm(ILX)[ . \
QA L. P d}_?l;_wt?. f sinw.t — s/ LQ-:“{:] 1

Oet <V )LQ_.L‘*-CL)L:

Tulos on sama kain atkalsemmia nermaalimuoctomenetelmdild’
saatin,
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