Jannitystila

Tarkastellaan kuvan mukaista mielivaltaista kolmiulotteista kappaletta, jota kuormitetaan ja tuetaan siten,
ettd se on tasapainossa. Kappaleen kuormitus muodostuu sen pintaan kohdistuvista voimajakautumista,
kuten painevoimista ja kappaleen kaikkiin materiaalipisteisiin vaikuttavista tilavuusvoimista, kuten paino-
voima. Kuormituksista johtuen kappaleen pisteisiin syntyy rasituksia. Kappaleen mielivaltaiseen pisteeseen
P kohdistuvia rasituksia voidaan tutkia kuvittelemalla kappale jaetuksi pisteen P kautta kulkevalla tasolla
kahteen osaan. Valitun leikkauksen maarittelee sen normaalin suuntainen ykkdsvektori n.

Kuva 1. Jannitysvektorin maarittely

Pisteen P sisdltavaan pintaelementtiin AA kohdistuvien sisdisten voimien resultantti on AF. Pisteeseen P
liittyvan pintaelementin AA, jonka normaalin suunta on n, jannitysvektori p on raja-arvo

. AF _dF
P=lim s = (1)

M 2a " aa
Kaavan raja-arvossa oletetaan, ettd elementin AA pienentyessa piste P pysyy sen sisalla ja resultantin AF
vaikutuspiste lahestyy rajatta pistetta P. Kun aineelle oletetaan kontinuumimalli (jatkuva aine), raja-arvo on
olemassa. Jannitysvektorin p lauseke riippuu valitusta leikkauksesta eli vektorista n.

Kappaleen pisteen P jannitystila tarkoittaa kaikkien sen kautta asetettujen pintaelementtien jannitys-
vektorien muodostamaa joukkoa. Kappaleen jannitystilakentta muodostuu sen kaikkien pisteiden
jannitystiloista.
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Kuva 2. Jannitysvektorin komponentit

Kuvassa 2 on esitetty differentiaalielementtiin dA kohdistuvan voimavektorin dF suorakulmaiset
komponentit dN ja dQ. dN on normaalin n suuntainen ja sitd sanotaan normaalivoimadifferentiaaliksi. dQ
on pintaelementin dA suuntainen ja on nimeltaan leikkausvoimadifferentiaali. Voidaan siis kirjoittaa

dF =dN +dQ (2)

Sijoittamalla tdma yhtaloon (1) saadaan

p:—+ﬂzc+‘r 3)

jossa vektoria o sanotaan normaalijannitysvektoriksi ja vektoria t leikkausjannitysvektoriksi. Kuvassa 2 on
esitetty jannitysvektorin p jako komponentteihin o ja t. Pisteen P jannitystilan tunteminen edellyttaa
kaikkien siihen liittyvien pintaelementtien jannitysvektorien tuntemista. Naita pintaelementteja on dareton
maara. Myohemmin tullaan osoittamaan, etta riittdaa tuntea kolmen toisiaan vastaan kohtisuorassa olevan
pintaelementin jannitysvektorit. Nama kolme pintaelementtia valitaan koordinaattitasoista, jolloin niiden
normaalit ovat koordinaattiakseleiden suuntaiset. Kuvassa 3 dA,, dA, ja dA, ovat tdllaiset pintaelementit
normaalien ollessa koordinaattiakseleiden negatiivisiin suuntiin. Ndiden pintaelementtien jannitysvektorit
ovat p_, p-, ja p—.. Ne voidaan jakaa koordinaattiakseleiden suuntaisiksi komponenteiksi, jolloin kuhunkin
pintaelementtiin tulee yksi normaalijannitys- ja kaksi leikkausjannityskomponenttia kuvan 3 mukaisesti. Kun
koordinaattiakseleiden positiivisiin suuntiin olevia ykkosvektoreita merkitaan i, j ja k, saadaan pinta-

elementtien dA,, dA, ja dA, jannitysvektoreiksi kuvan 3 perusteella
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Kuva 3. Jannitystilan komponentit

P, ==—00-T,]-T,K
Py =-T,i-0,j-1,k 4)
p—z:_rzxi_rzyj_o-zk

Kaavassa (4) on kaytetty merkintdtapaa, jossa ensimmadinen alaindeksi ilmaisee pintaelementin normaalin
suunnan ja leikkausjannityskomponenteissa toinen alaindeksi ilmaisee jannityskomponentin suunnan.
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Pistetta P mielivaltaisen lahella olevan pisteen P’ jannitystila voidaan hallita kdyttamalla kuvan 3 mukaisia
pintaelementteja dA'y, dA', ja dA',, joiden normaalit ovat koordinaattiakseleiden positiivisiin suuntiin.
Naiden pintaelementtien jannitysvektorit ovat kuvan 3 mukaan

Py =0y~ Ty -1,k

p,=-T,i-0,j-1,k (5)
p,=-T,i-1,j-0,k

Kun piste P’ lahestyy pistetta P, voiman ja vastavoiman periaatteesta seuraa, etta

P, = Py =P P, — P, =P_,.P, - P, =P_,. 10, - 0, T;, - T, ,jne.
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Kuva 4. Jannityselementti

Pisteen P jannitystilan havainnollistamiseen voidaan kayttaa kuvan 4 mukaista differentiaalisuuntais-
sarmiota, jonka sivujen pituudet ajatellaan darettéoman pieniksi. Talloin sarmion vastakkaisten sivujen
vastinjannityskomponentit ovat yhta suuria ja vastakkaissuuntaisia. Pisteen P kautta kulkevia tahoja
sanotaan negatiivisiksi tahoiksi ja muita positiivisiksi tahoiksi. Nimitykset johtuvat normaalien suunnista.
Itse sarmiota sanotaan jannityselementiksi.

Kuvasta 4 ilmenee myds jannityskomponenttien merkkisopimus. Positiivisen tahon jannityskomponentti on
positiivinen, jos se on koordinaattiakselin positiiviseen suuntaan, mutta negatiivisen tahon jannityskompo-
nentti on positiivinen, jos se on koordinaattiakselin negatiiviseen suuntaan.

Pisteen jannitystila on tunnettu, kun tunnetaan sita vastaavan jannityselementin positiivisten tahojen
jannityskomponentit. Néama voidaan jarjestda kolmiriviseksi neliomatriisiksi S, jota sanotaan jannitys-
matriisiksi. Jannitysmatriisin kukin vaakarivi sisaltdaa yhden tahon jannityskomponentit ja sen lauseke on
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Jannityskomponenttien tasapainoyhtilot

Yleensa kuormitetun kappaleen jannitystila on erilainen sen eri pisteissa. Nain oletettiin kuvassa 3 pisteille
P ja P’. Siirryttdessa kappaleen pisteesta sen ldhinaapuripisteeseen ei jannitystilan vaihtelu voi olla taysin
mielivaltaista, vaan sen on tapahduttava statiikan sadant6jen mukaisesti. Tasta seuraa, etta jannityskompo-
nenttien on toteutettava kappaleen pisteissa tietyt osittaisdifferentiaaliyhtal6t, joita sanotaan jannitys-
komponenttien tasapainoyhtal6iksi.

Aksiaalinen jannitystila

Johdetaan tasapainoyhtalot ensin aksiaalisen jannitystilan tapauksessa, jolloin vain x-akselin suuntainen
jannitys- ja tilavuusvoimakomponentti on nollasta poikkeava. Talloin voidaan tarkastella kuvan 5 mukaista
kappaleen osaa, jonka poikkileikkaus on A ja pituus on Ax.

f

X
.

- ——»
O, O,+ AGX
AX

Kuva 5. Tasapainoyhtalo aksiaalisessa jannitystilassa

Voimatasapaino x-suunnassa antaa

-0,A+o0,A+o, AXA+f AAX=0 (7)

josta sieventamalla ja jakamalla pituudella Ax saadaan voimatasapainodifferentiaaliyhtalo

o, +f,=0 (8)
Tasojannitystila

Johdetaan tasapainoyhtalot sitten tasojannitystilan tapauksessa, jolloin vain xy-tason suuntaiset jannitys- ja
tilavuusvoimakomponentit ovat nollasta poikkeavia ja lisdksi z-koordinaatista riippumattomia. Talloin
voidaan tarkastella kuvan 6 mukaista kappaleen osaa, jonka sivujen pituudet ovat Ax ja Ay seka paksuus s.
Koska Ax ja Ay oletetaan hyvin pieniksi (ja lopulta Ax, Ay —0), jannityskomponentit voidaan olettaa vakioiksi
kullakin kuvan 6 alkion sivulla. Naita edustavat sivujen keskipisteisiin piirretyt jannityskomponentit.
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Kuva 6. Tasapainoyhtalot tasotapauksessa

Siirryttaessa sivulta AB sivulle CD saa komponentti o, lisdyksen Ao, , jota approksimoidaan differentiaalilla
eli Ao, = 0,4 Ax , jossa pilkun jdlkeen merkitty alaindeksi tarkoittaa derivointia kyseisen suureen suhteen.
Sivun CD x-suuntainen normaalijannitys on siis o, + 0, Ax . Vastaavasti saadaan kuvan 6 muut jannitys-
komponentit. Elementtiin vaikuttavat lisaksi x- ja y-akselin suuntaiset tilavuusvoimat f, ja f, . Tilavuusvoimat
voivat aiheutua esimerkiksi painovoimasta tai kappaleen pyorimisesta. Jos painovoima vaikuttaa y-akselin
negatiiviseen suuntaan, on f, = 0 ja f, = —pg , jossa p on kappaleen materiaalin tiheys. Koska tarkasteltava
kappale on tasapainossa, on myos sen jokainen osa tasapainossa. Tama patee myos kuvan 5 alkioon.
Tasapaino tasossa merkitsee sitd, etta voimatasapaino toteutuu x- ja y-suunnissa ja pisteen A suhteen
toteutuu momenttitasapaino. Momenttitasapainoyhtalo pisteen A suhteen on

chyﬂ-s—(ox +0y.x AX )AY%-M—(!W +Tryox AX )AyAx~s—cyAx%-s+

2
AX A AX
(oy +0y.y Ay)Ax7-s— (Tyx + Tyxoy AY JAXAY - s—fXAxAy%-sHyAxAy?-s =0

A AX A AX
—GX.X?y+Txy +rxy,xAx+cy,y7—ryx + Tyyay Ay—fx?y+fy7=0

Kun Ax, Ay -0 saadaan tulokseksi leikkausjannitysten parittainen yhtasuuruus eli

I =T %)

Xy yX

Voimatasapaino x-suunnassa antaa
-6,Ay s+ (0, +0,,, AX)AY s — T, AX + (1, + T, AY)AX-s+fAXAy s =0

josta seuraa yhtalon (9) avulla kaavan (10) ensimmaéinen yhtal6. Voimatasapainoyhtaldsta y-suunnassa
saadaan vastaavalla tavalla kaavan (10) toinen yhtalo.

O ¥yt f,=0 Tyxt0O,,+ fy =0 (20)
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Yhtalot (10) ovat jannityskomponenttien tasapainoyhtéalot tasojannitystilassa.

Yleinen jdnnitystila

Yleisessa kolmiulotteisessa tapauksessa tarkastellaan kuvan 7 mukaista suorakulmaisen sarmién muotoista
materiaalialkiota, johon vaikuttavat tilavuusvoimat x- ja y- ja z-suunnissa ovat f, , f, ja f, .

Kuva 7.

Tasapainoyhtalot yleisessa tapauksessa

Momenttiyhtaloista x-, y- ja z-akseleiden suhteen seuraavat leikkausjannitysten parittaiset yhtasuuruudet

T, =T, r,=T, r,=T, (11)

Jannitysmatriisi on symmetrinen ja sille voidaan kirjoittaa lauseke

g, T, T,
S=\r, o, 1, (12)
r, T, O,

Voimatasapainoista x-, y- ja z-akseleiden suunnissa saadaan jannityskomponenttien tasapainoyhtalot
UX,X + z—Xy,y + z—XZ,Z + fX = 0
Tyx YOy y+Ty, + 1:y =0

(13)
TXZ,X + Z-yZ,y + a-Z,Z + fZ = 0
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Kappaleen jannitystilakentta on siis statiikan kannalta mahdollinen vain, jos se toteuttaa osittais-
differentiaaliyhtalot (13).

Jannityskomponenttien transformointi

Kuten kohdassa 1 esitettiin, riittda pisteen P jannitystilan hallitsemiseen kolmen siihen liittyvan toisiaan
vastaan kohtisuoran pintaelementin jannitysvektorien p tunteminen. Tama merkitsee jannityselementin
positiivisten tahojen yhdeksan jannityskomponentin tuntemista. Kohdassa 2 naytettiin leikkausjannitysten
parittainen yhtasuuruus, joten tarvitaan vain kuusi jannityskomponenttia. Seuraavassa ndytetdan, miten
pisteeseen P liittyvan mielivaltaisen pintaelementin jannityskomponentit voidaan maarittaa, kun nama
kuusi jannityskomponenttia tunnetaan.

Tasojannitystila

Tutkitaan aluksi kuvan 8 tasojannitystilaa xy-tasossa. Maaritetdaan jannityskomponentit pintaelementissa
BC, jonka normaali n on x’-akselin suuntaan, kun jannityskomponentit oy, oy ja T, tunnetaan.
Pintaelementin BC ykkdsnormaali olkoon

e cos(n x) _{cos&} :{I } (14)

“|cog(nyy)| [sing| |m

Elementin BC jannitysvektori on

P
- 15
p 0, (15)

Kun pintaelementin BC alaa merkitdaan A, ovat pintaelementtien PC ja PB alat A sinB ja A cosO . Kuvan 8
kolmioelementin tasapainosta x- ja y-suunnissa saadaan

P LA—0,Altosd -1, ALkIg = (

. 16
P, LA-T, Aleosf—o Alsing = ( (16)
joista ratkeaa jannitysvektorin vaaka- ja pystykomponentille lausekkeet
p,=0l+r. m
nx X Xy (17)

Py =T, +o,m
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Kuva 8. Jannityskomponenttien transformointi

Kaavojen (15) ja (17) perusteella ykkdsvektorin n suuntaiseksi jannitysvektoriksi saadaan

ol+r,m

1
rxyl +o,m (18)

Pn=

Kaavassa (18) mielivaltaisen suunnan n jannitysvektori p on lausuttu jannityskomponenttien o, , 0, ja Ty
seka vektorin n suuntakosinien / ja m avulla. Kuvasta 8 saadaan lisdksi pintaelementin BC normaali- ja
leikkausjannitys o, ja Tyy

ax' = pnxI + pnym

— (19
Ty == PyM+p, |
Sijoittamalla pny ja pny kaavasta (17) kaavaan (19) saadaan tulos
-2 2
o, =0l"+2r, Im+om (20)
T,y =—olm+om+r (I 2 - m2)
yhtalot (20) voidaan kirjoittaa muotoon
g, ? m 2m || o,
o, |=|m 17 -2m | o (21)
Tep | [-IM Im 12-m? |7,

jossa o,:n lauseke on saatu sijoittamalla komponentin o, lausekkeeseen kulman 6 paikalle kuima® +m /2.
Kaavat (21) ovat tasojannitystilan jannityskomponenttien transformointikaavat, joilla voidaan laskea
jannityskomponentit kulman 6 kiertyneessa x' y' - koordinaatistossa, kunhan xy-koordinaatiston
komponentit tunnetaan.

Yleinen jdnnitystila
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Tarkastellaan yleista kolmiulotteista tapausta. Kuvan 8 kolmioelementin sijasta kdytetdaan kuvan 9
kappaleesta pisteen P kohdalta leikattua tetraedrielementtia, jolloin tunnetaan sen koordinaattitasojen
suuntaisten pintaelementtien PCD, PBD ja PBC jannityskomponentit ja maaritetdan xyz-koordinaatistoon
nahden vinossa asennossa olevan pintaelementin BCD jannitysvektori. Pintaelementin BCD yksikkénormaali
on

n=m (22)

missa suuntakosinit | =COS(I‘1 ,X) ,m= coﬁn y) n= C((Sn Z,) seka

|2+m2+n2:l (23)

Kuva 9. Jannityskomponenttien transformointi

Pintaelementin BCD jannitysvektori on komponenttimuodossa

an
pn = pny (24)
an

Kun elementin BCD alaa merkitdaan A, ovat pintaelementtien PCD, PBD ja PBC alat vastaavasti Aa, Ab ja Ac.
Tetraedrin tasapainoyhtaldista x-, y- ja z-suunnissa seuraa

P [A-0, [Aa-1, [Ab-71,[Ac
pytA-7,[Aa-0o, [Ab-7,[Ac (25)
P, A-7,[Aa-1,[Ab-0,[Ac

joista ratkeaa jannitysvektorin komponentille lausekkeet
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Px =0l +1,,m+7,n
Py =Tl +om+7,n (26)
P, =T +7,m+0o,n

Kaavojen (22) ja (26) perusteella saadaan jannitysvektorille p, lauseke

P ol+r,m+rn
P, =| Py |=| Tyl +o,m+7,Nn (27)
P, I +r,m+o,n

joka voidaan edelleen tulkita matriisituloksi

Prx o, T, T, |

Ph=| Py |=|T O, T, ||M (28)
Pz I, T, O,|n

tai lyhyesti (12) ja (22)

P, =Sh (29)

jossa S on tarkastelupisteeseen liittyva jannitysmatriisi ja n on tarkasteltavan suunnan normaalin
suuntainen ykkosvektori, jonka suunta on materiaalista ulospain.

Vektorin p komponentti normaalin n suuntaan on

o, =p,m (30)

ja tason ABC suuntainen leikkausjannityskomponentti

7, =[p, —o,n| (31)

Valitsemalla x’y’z’-koordinaatisto siten, etta x’-akseli on vektorin n suuntaan seka y’- ja z’-akseli ovat
pintaelementin BCD madraamassa tasossa, voidaan merkita o, = 0,. Leikkausjannitykset t . ja T s« Saadaan
jakamalla t, komponentteihin y’- ja z’-akseleiden suunnissa. Yll3 esitetylla tavalla voidaan laskea muutkin
x'y’z’-koordinaatiston jannityskomponentit o, o, ja T,,. Ne voidaan kuitenkin laskea systemaattisemmin,
kun kaytetaan apuna koordinaatiston kiertomatriisia

cos(x'x) cog¢x y) cosx z)| [l
L =|cos(y'x) cogy y) cox z)|=|l,
cos(z'x) co¢zy) coxz z)| |,

=

(32)

> 5 3
N

w

S 33
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voidaan osoittaa, etta
S'=LSLT (33)
jolloin S’ on x’y’z’-koordinaatiston jannitysmatriisi.

Padjannitykset ja -suunnat

Edelld johdettiin mielivaltaisen suunnan normaalijannitykselle lausekkeet (21) tasojannitystilalle ja (30)
yleiselle jannitystilalle. Naiden avulla voidaan tutkia normaalijannityksen dariarvoja eli paajannityksia ja
niiden esiintymissuuntia eli padsuuntia. Osoittautuu lisdksi, ettda paasuunnissa leikkausjannitys on nolla.

Tasojdnnitystila
Kayttamalla kaavoja
2 1
I :co§H:§(l+ cos )
. 1 .
Im=cosf 5|n9:§ sin@
2 HY 1
m’ =sin 025(1_ cos 3)
voidaan yhtalot (18) kirjoittaa muotoon
1 1 o in®
o, —E(UX +0,) +—2(ax -0, )cosB+1,, sin
1 1 o in®
g, —E(UX +0'y) ——Z(UX —Uy)COS -7, sin
Ty = —%(UX —Jy)sin 2+1, cos?

Normaalijannityksen aariarvoehdoksi tulee kaavasta (21)

JX.ﬂ:O:—(UX—Uy)sinZ% Z, cosB= G (34)
2r
tan 2P =—"2— (35)
o,-0,

koska tan 29 = tar( B+ /2 tulee kaavasta (35) kaksi dariarvokohtaa

1 2r, . .
6 =—arctan——— ja 6,=6+m (36)
2 g,~0,
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Normaalijannitykselld on kaksi dariarvoa, jotka esiintyvat toisiaan vastaan kohtisuorissa suunnissa. Naita
suuntia sanotaan padsuunniksi. Kaavoista (21) ja (34) seuraa, ettd leikkausjannitys ty, on padsuunnissa
nolla. Paasuuntien normaalijannitykset ovat paajannitykset, jotka saadaan kaavasta (21) sijoittamalla siihen

tulos (35). Kaavasta (21) seuraa

JX.:%(UX+Jy)+—;(UX—Uy)COS$ Baz% tan @ (37)

X y
josta valivaiheiden jalkeen

2
g, —0
0,7 5(0,70,)2 (TJ g (38)

Paajannitys o, esiintyy siind kaavasta (36) saatavassa suunnassa 6, joka toteuttaa ehdon Ty sin26= 0.

Kaavasta (19) voidaan vastaavalla tavalla |6ytdad leikkausjannityksen T, ddriarvot t; ja t, seka niiden

esiintymissuunnat. Tulokseksi saadaan

o -a,\
7, = [%} +15, kun 6=6-ml4

(39)

2
g,—0
T,=-— (Mj +7;, kun @=6+ml4

Yleinen jannitystila
Tutkitaan sitten yleisen kolmiulotteisen tapauksen n-akselin suuntaista normaalijannitysta o,, joka on
yhtalén (30) mukaan
— 2 2 2
o,=0l°+om +o,n+ 2(rxylm+ r,mn+7, In) (40)

Tavoitteena on taman jannityksen aariarvojen I6ytaminen, kun tutkitaan sen vaihtelua suuntakosinien /, m
ja n funktiona. Adriarvoja etsittidessd on otettava huomioon, ettd /, m ja n eivit ole riippumattomia
muuttujia, vaan niita sitoo yhtalo (23). Olkoot seuraavassa / ja m riippumattomat muuttujat, jolloin

aariarvoehdoksi tulee
g, =0jaog,, =0 (41)
Edelld olevasta tulevat vaatimukset

20| +20,nn, + 2( r,m+7,mn +7,n+7l n',) =0
= (42)
20,m+20,nn,_ + Z(Txyl tr,n+r,mn +7,l ”,m) =0
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ol+7,m+ rxzn+(rle +1,m+0, n) n =0

(43)
Il +om+ ryzn+(rle +1,Mm+0, n) n,=0
Yht&lon (26) perusteella tastad seuraa
Prx + pnzn,l =0 (44)
prw + pnzn,m = O
Koska n* =1-12-m?’=2nn, =-=2=n, =~ /n. Samalla tavalla n,, =~-m/n, joten kaavasta (44)
tulevat ehdot
& = & = & (45)

joka merkitsee sitd, etta paajannitysvektori p on normaalin n suuntainen ja siis pddsuunnan leikkausjannitys
on nolla. Naytetaan, etta jokaisella jannitystilalla on ainakin kolme padsuuntaa. Merkitdan padjannitysta o,
jolloin paasuunnalle patee

P, =0,n (46)

joka yhtalon (28) mukaan voidaan lausua

an | O-X Z—Xy Z—XZ |
Py=| Py |=0,|M|=|T, O, T,||M 47)
P., n T, sz g, || n
ja edelleen
o,-0, T, I, I 0
I, g,-0, I, m{=|0 (48)
T, T, g,-0,|.n 0
Yht&l6t (48) ovat suuntakosinien /, m ja n homogeeninen yhtaloryhma. Koska P+m?*+n” = 1, ei
triviaaliratkaisu / = m = n = 0 kelpaa. Ei-triviaaleja ratkaisuja on olemassa vain, jos ryhman (48)
kerroindeterminantti on nolla eli
o,—0, Ty T,
I, g,-0, r, =0 (49)
7, 7, o,-0,
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Kehittamalla determinantti paadytaan yhtaloon
2 —_
o, -lo:+1,0,-1,=0 (50)

jossa on merkitty

—_ — — 2 2 2
l,=0,+0,+0,=Tr(S) 1,=0,0,+0,0,+0,0,~1;,-T,~T2
o, T, T, (51)
|, =det(S)=|r,, o, 7,
Ty T O,

Yhtéalon (50) juuret oy, 0, ja 03 ovat padjannitykset. Kutakin pdajannitysta vastaa yhtaloiden (48) mukaisesti
paasuunta. Kaavasta (49) nakyy, etta padjannitykset ovat jannitysmatriisin S ominaisarvot. Koska S on
reaalinen ja symmetrinen matriisi, on silla reaaliset ominaisarvot eli padjannitykset ovat reaaliset. Ne voivat
erityistapauksissa olla keskenaan yhta suuria. Voidaan osoittaa, ettd symmetrisen matriisin ominaisvektorit
ovat ortogonaaliset eli pddsuunnat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Paajannitykset ovat riippumattomia siitd, minka koordinaatiston jannityskomponenteista ne on laskettu.
Tastad seuraa, etta kertoimet I, 1, ja I5 eivat riipu kaytettavasta koordinaatistosta. Naita kertoimia sanotaan
jannitysmatriisin padinvarianteiksi.

Kun paajannitykset on laskettu, saadaan paasuunnat yhtaloista (48) ja (23). Jos padjannitykset ovat eri
suuria, vastaa kutakin paajannitysta yksikasitteinen paasuunta. Jos kaksi paajannitysta on yhta suuria,
saadaan kolmatta paajannitysta vastaava padsuunta yksikasitteisesti maaratyksi ja kaikki tata vastaan
kohtisuorat suunnat ovat myds padsuuntia. Tatd tapausta sanotaan sylinterimaiseksi jannitystilaksi. Jos
kaikki kolme paajannitysta ovat yhta suuria, ovat kaikki suunnat paasuuntia eika leikkausjannitysta esiinny
missadn suunnassa. Kyseessa on pallomainen jannitystila.

Kun padjannitykset o;, 0, ja 03 jarjestetdan algebralliseen suuruusjarjestykseen (etumerkki otetaan
huomioon), kdytetdan merkinnoissd roomalaisia alaindekseja eli ), g, ja gy, jolloin g, on suurin paajannitys.

Leikkausjannityksen t, dariarvot ja niiden esiintymissuunnat saadaan vastaavalla tavalla kaavasta (31).
Airiarvoiksi tulee

(52)

ja ne esiintyvat padsuuntien puolessa vélissa. Adriarvoista suurin esiintyy |- ja lll-suunnan puolessa vilissa ja
seon

g, —0,
r =9 i 53
= 20 53)
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Jannityskomponenttien reunaehdot

Tarkastellaan jannityskomponenttien ja kappaleen reunapinnalla vaikuttavien tunnettujen pintavoimien
yhteytta. Kappaleen sisdpisteissa on jannityskomponenttien tasapainoyhtaldiden oltava voimassa, kuten
kohdassa 1.2 esitettiin. Naiden yhtaléiden toteuttamisen lisdksi kappaleen jannitystilakentan on oltava
reunan pisteissa tasapainossa pintakuormitusten kanssa. Tastd vaatimuksesta seuraavien yhtaloiden
johtamiseksi tarkastellaan vield kuvan 1.8 kappaleesta leikattua tetraedrielementtia olettaen kuitenkin, etta
taho BCD yhtyy kappaleen ulkopintaan. Oletetaan lisdksi, ettd tahon BCD pintavoimavektori t tunnetaan eli

Kuvan 8 tetraedrin tasapainoehdoista koordinaattiakseleiden suunnissa saadaan analogisesti kaavojen (24)

kanssa
t, o, T, Ty| |

t=|t, |=|1, O, T,|M (55)
t, I, I, O,|n

Kun tetraedria pienennetdan rajatta niin, etta taho BCD pysyy kappaleen ulkopinnalla, tulee piste P
kappaleen reunalle ja yhtalot (53) koskevat ndin ollen reunan pisteen jannityskomponentteja. xy-tason
suuntaisessa tasojannitystilassa yhtalot (53) yksinkertaistuvat muotoon

t, O, Tyl |
t= = (56)
ty I, O,|mM

Yhtalot (55) ovat jannityskomponenttien reunaehdot, jotka kappaleen jannitystilakentdn on toteutettava
niissa kappaleen ulkopinnan pisteissa, joissa vaikuttavia pintavoimia tunnetaan.
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