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Muodonmuutostila

Tarkastellaan kuvan 1 kappaletta Q , jonka pisteet siirtyvat ulkoisen kuormituksen johdosta siten, etta
siirtymien tapahduttua ne muodostavat kappaleen Q' . Esimerkiksi piste A siirtyy asemaan A’ ja piste B
asemaan B’. Siirtymat voivat aiheutua jaykan kappaleen lilkkeestd (translaatio ja rotaatio) ja/tai kappaleen
muodon muuttumisesta. Jaykan kappaleen liikkeessa kappaleen pisteiden asemat toisiinsa ndhden eivat
muutu. Kappaleen muodon muuttuessa sen pisteet siirtyvat toisiinsa nahden. Seuraavassa tutkitaan vain
muodon muuttumisesta aiheutuvia siirtymia.
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Kuva 1. Siirtymavektori

Kuvan 1 pisteen A koordinaatit ovat alkutilassa ( Xa,Ya,za ) ja lopputilassa ( Xa' ,ya ,za ) . Pisteen A
siirtymavektori on

Up=(Xa- X )1+ (Yo=Y )i+(% -7 Dk 1)

Pisteen A siirtymakomponentit koordinaattiakseleiden suunnissa ovat

U= Xy~ Xy VAa=YVa-Ya WA =% -% (2)

Kappaleen kaikkien pisteiden siirtymavektorit muodostavat sen siirtymakentan
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u(x,y.z)
u(x y,z)=| v(x,y,z) 3)
w(x,y,z)

jossa siirtyméakentdan komponentit u(x,y,z) , v(x,y,z) ja w(x,y,z) sisaltavat kappaleen kaikkien pisteiden
koordinaattiakseleiden suuntaiset siirtymat.

Tavanomaisen lineaarisen lujuusopin tehtavissa tarkastellaan vain pienia siirtymia. Kuvassa 1 on siirtymia
havainnollisuussyista suuresti liioiteltu.

Muodonmuutostilan kisite ja komponentit

Kuten edellda mainittiin, kappaleen muodon muuttuessa sen pisteiden keskindiset asemat muuttuvat.
Talloin kappaleen pisteiden viliset etdisyydet ja sen pisteita yhdistavien janojen valiset kulmat muuttuvat
muodonmuutosten seurauksena. Muodonmuutosten tarkastelemiseksi maaritelldan kappaleen pisteen P
muodonmuutostila niin, etta se sisaltaa kaikkien pisteesta P sen [ahinaapuripisteisiin (A,B) piirrettyjen
viivaelementtien (dL,,dL,) venymat ja kaikkien pisteesta P alkavien kohtisuorien viivaelementtiparien (dL, ja
dL,) vélisten suorien kulmien liukumat. Naita venymia ja liukumia on ddreton maara. Kuten myéhemmin
osoitetaan, riittaa pisteen muodonmuutostilan hallitsemiseen kuitenkin koordinaattiakseleiden suuntaisten
viivaelementtiparien venymien ja niiden valisten liukumien tunteminen. Kappaleen kaikkien pisteiden
muodonmuutostilat muodostavat sen muodonmuutostilakentan.

Kuva 2. Muodonmuutostila

Aksiaalinen muodonmuutostila

Tutkitaan aluksi kuvan 3 yksiulotteista tapausta, jossa pisteesta P alkavan viivaelementin PA pituus ennen
muodonmuutosta on Ax.
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Kuva 3. Aksiaalinen venyma

Kuormituksen seurauksena piste P siirtyy asemaan P’ ja A asemaan A’ siirtymakomponenttien ollessa x-
suunnassa u ja u + Au vastaavasti. Viivaelementin pituus on muuttunut maaran Au ja sen suhteellinen
pituuden muutos on Au/ Ax . Télléin x-akselin suuntainen venyma g, pisteessa P on maaritelman mukaan

£ =lim —=—=—=u (4)

jossaAx — 0 siten, etta piste P A . Kaava (4) on kinemaattinen yhtald, joka antaa
venyman ja siirtyman valisen yhteyden.

Tasomuodonmuutostila

Tarkastellaan seuraavaksi yleisen muodonmuutostilan erityistapausta, jossa muodonmuutoksia on vain xy-
tasossa eli tasomuodonmuutostilaa. Huomattakoon, etta kyseessa ei ole tasojannitystila.
Muodonmuutoskomponenttien lausekkeiden johtamiseksi tutkitaan kuvan 4 mukaisia tarkastelupisteesta P
alkavia koordinaattiakseleiden suuntaisia viivaelementteja Ax ja Ay.
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Kuva 4. Tasomuodonmuutostila

Kun pisteen P siirtymdkomponentteja x- ja y-suunnissa merkitdan u ja v, ovat pisteiden A ja B
siirtymakomponentit vastaavasti

A: u+u Ax jav+v, Ax B:u+u Ay jav+v, Ay 5)
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jossa siirtymien muutoksia on approksimoitu differentiaaleilla. Siirtymista aiheutuvat muodonmuutokset
voidaan jakaa kahteen osaan kuvan 4 mukaisesti. Koska pisteet P ja A siirtyvat x-suunnassa erisuuret
matkat, aiheutuu tasta viivaelementin Ax venyma x-suunnassa. Samoin pisteet P ja B siirtyvat y-suunnassa
erisuuret matkat, joten viivaelementtiin Ay syntyy venyma y-suunnassa. Kuvassa 4 (a) on siirtymaeroista
syntyvat viivaelementtien venymat. Nain saadaan x- ja y-akseleiden suuntaisiksi venymakomponenteiksi g,
ja g, pisteessa P analogisesti kaavan (4) kanssa

Au _u Ax Av _Vv, Ay

E =h — = =u E =h —=
X IAIXIH AX  Ax X y IAIm) Ay Ay

vy (6)

Pisteet P ja A siirtyvat my06s y-suunnassa eri matkat, josta aiheutuu viivaelementin Ax kdadntyminen kuvan 4
(b) mukaisesti. Samoin pisteet P ja B siirtyvat x-suunnassa eri matkat ja tasta aiheutuu viivaelementin Ay
kdantyminen. Viivaelementtien Ax ja Ay kddntymisesta aiheutuu niiden valisen suoran kulman APB muutos,
jota sanotaan x- ja y-akseleiden valiseksi liukumaksi Yy, . Koska kulma oy kuvassa 4 (b) on todellisuudessa
hyvin pieni, voidaan kayttaa arviota a, = tan a, . My6s venyma g, on hyvin pieni, joten voidaan kayttdaa myos
arviota PA = P'A' . Naista oletuksista seuraa

AX

v
a, =tana,=—>—=v, (7)
Ax ‘

Vastaavalla tavalla saadaan tulQs: uy. Voidaan nain ollen kirjoittaa tulos
Vg =0, Fa,=u, +Vv, (8)

Ndin saadaan tasomuodonmuutostilalle kinemaattiset yhtalot, jotka antavat muodonmuutos- ja
siirtymakomponenttien valisen yhteyden.

& =U, E,=V, Yy =U, *V, (9)

Tasomuodonmuutostilassa pisteen muodonmuutoskomponentit ovat x- ja y-akselin suuntaisten
viivaelementtien venymat g, ja €, sekd ndiden viivaelementtien valisen suoran kulman liukuma v,,.
Mybhemmin osoitetaan, ettad naiden avulla voidaan laskea kaikkien tarkastelupisteesta alkavien
viivaelementtien venymat ja minka tahansa siitd alkavan kohtisuoran viivaelementtiparin valisen suoran
kulman liukuma. Komponentit g, €, ja Y, riittavat pisteen tasomuodonmuutostilan hallitsemiseen.

Yleinen muodonmuutostila

Yleisessd kolmiulotteisessa tapauksessa pisteen muodonmuutostilaa voidaan tarkastella kuvan 5
tarkastelupisteesta P alkavien koordinaattiakselien suuntaisten viivaelementtien Ax , Ay ja Az avulla.
Muodonmuutoksessa viivaelementit venyvat venymien ollessa g,, g, ja €,. Samalla viivaelementit kdantyvat
niin, etta niiden valiset suorien kulmien liukumat ovat Y,y , Vy; ja Yx, jossa alaindeksit ilmaisevat, minka
kahden viivaelementin valisen suoran kulman liukumasta on kysymys. Yleisessa tapauksessa pisteen
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muodonmuutoskomponentit ovat venymat g,, g, ja €,. seka liukumat Yy, V,; ja Yx.. My6hemmin osoitetaan,
ettd ndma kuusi komponenttia riittdvat pisteen muodonmuutostilan hallitsemiseen. Siirtymakomponent-
tien yhteys muodonmuutoskomponentteihin I6ydetdan, kun suoritetaan tasomuodonmuutostilan
yhteydessa esitetty tarkastelu kaikissa kolmessa koordinaattitasossa. Tulokseksi saadaan yhtalot

£, =U, £,=V, =W

_ _ - (10)
yxy_u,y+v,x yyz_v,z+vv,y yxz_u,z+W,x

Yhtaloita (10) sanotaan kinemaattisiksi yhtaloiksi. Ne ilmaisevat nadiden suureiden valisen geometrisen
yhteyden, mutta eivat sisalla mitaan tietoa siitd, mista nama suureet aiheutuvat.

Kuva 5. Yleinen muodonmuutostila
Liukumien Yy, , Yx ja Yy, sijasta kdytetddn myés muodonmuutoskomponentteja

€y s Exz JA €y, jotka madritelldan yhtaloilla

Ey =V l2 £,V l2  E,=V, 12 (11)

Muodonmuutoskomponentit voidaan jarjestda (symmetriseksi) muodonmuutosmatriisiksi €, jonka kukin
vaakarivi sisdltda samaan viivaelementtiin liittyvat komponentit eli

X gxy Xz
e=|g, & &, (12)
£, & &,

Muodonmuutoskomponenttien yhteensopivuusyhtailot

hum (muutettu alkuperaisestd ©Matti Lahteenmaki)



Muodonmuutostila hum 30.8.13

Taman kohdan voinet hypata ensimmaisella lukemalla ylitse ja palata jos aihetta on. Jos sinulla on nimittain
kaytossa siirtymafunktio, niin yhteensopivuusyhtalot toteutuvat automaattisesti.

Tasomuodonmuutostilan kolme muodonmuutoskomponenttia g,, €, ja Y,, saadaan kinemaattisten
yhtaldiden (9) mukaan laskettua kahdesta siirtymakomponentista u ja v. Ndin ollen on ilmeist3, etta
muodonmuutoskomponentit eivat ole toisistaan riippumattomia, vaan niiden vilille on johdettavissa
yhteys. Kaavoista (9) seuraa

Exyy = Uny €y = Vi Vigsy = Usy TV (13)
joten on oltava voimassa
Exyw T E = Vg (14)

Yhtalo (14) on muodonmuutoskomponenttien yhteensopivuusyhtald tasomuodonmuutostilassa. Yhtalon
(14) toteutuminen takaa, ettd kappale selviytyy ehjand muodonmuutoksesta eli kuvan 4 mukaiset
muotoansa muuttaneet suorakulmioelementit PACB muodostavat yhtendisen kappaleen
muodonmuutoksen jalkeenkin. Yleisessa kolmiulotteisessa tapauksessa kuusi muodonmuutoskomponenttia
€, €y Ja €, Yuy » Yyz J@ Yk S@adaan kinemaattisten yhtaldiden (10) mukaan kolmesta siirtymakomponentista u,
v, ja w. Taaskin on ilmeistd, ettd muodonmuutoskomponentit eivat ole toisistaan riippumattomia, vaan
niiden vilille voidaan johtaa kolme yhteensopivuusyhtal6a. Nédma saadaan kéasittelemalla kaavoja (10)
samaan tapaan kuin edelld. Tulos voidaan esittdaa kahdessa vaihtoehtoisessa muodossa

Exy T Emx = Vigny 26, = (_yyz,x +Viay + ny,z)
At gt Ve B 2¢,, = (yyz,x Vo * ny,z) (15)

Y
gz,xx + gx,zz = yxzxz

X

28, = (Vi * Viry = Wiyz)

Muodonmuutoskomponenttien transformointi

Kohdassa 2 todettiin, ettd pisteen tasomuodonmuutostila hallitaan muodonmuutoskomponenttien g, €, ja
Yxy avulla. Seuraavassa esitetadn, miten tdma tapahtuu. Tarkastellaan kuvan 2.6 mukaista viivaelementtia
PA, jonka pituus on ennen muodonmuutosta As ja koordinaattiakseleiden suuntaiset projektiot Ax ja Ay .
Muodonmuutoksen seurauksena PA tulee asemaan P’A’, jossa sen pituus on As' . Pisteen P
siirtymakomponentit ovat u ja v seka pisteen A siirtymakomponentit u + Au ja v + Av . Lisayksille Au ja Av
kdytetdan approksimaatioita

Au=u, Ax+u Ay Av=v, Ax+v Ay (16)
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Kuvassa 6 (b) viivaelementti PA on siirretty suuntansa sailyttden niin, etta pisteet P ja P’ yhtyvat eli PA on
asemassa P’A”. Silloin Au = A"Cja Av = CA' . Tavoitteena on I6ytaa kuvan 6 (b) x’y’-koordinaatiston
muodonmuutoskomponentit g, , €, ja Yy

u+Au =~ ar
/0
s l DA'cosa A
' Ve \
y A/s < V+Av A :
/ \
g A y Aucos©
P -
— As
VL Ay il
AX 7
PL' u X 7 N
> =3 6
(a)
Kuva 6. Muodonmuutoskomponenttien transformointi

Maaritetdan ensin venymakomponentti €, . Koska kulma o on hyvin pieni, voidaan kayttaa arviota DA'cos a
= DA', jolloin saadaan

DA'= DA' cosa =Au cosr + Av siar a7

Venyma g, on madritelmansa ja kaavojen (16) ja (17) mukaan

gx‘:%:(uxg+uyﬂjcow+(vx%+vyﬂj sind (18)
As “As 7V As “As 7 As

Kun kaavaan (18) sijoitetaan Ax / As = cosB ja Ay / As = sinB sek3 otetaan lisdksi huomioon yhtalo (9),
saadaan tulos

£, =&,C08 O+¢g, sitO+y,, sid cof (19)

Venyma g, saadaan kaavasta (2.19) sijoittamalla kulman 6 paikalle © + t / 2 . Lasketaan vield liukuman Y,
lauseke. x’-akselin suuntaisen viivaelementin kddantymiskulma on a. Kuvan 6 (b) perusteella saadaan

a= tanaAA—SD jaA'D=Av co¥g-Au si-DA 'sior (20)

jossa DA'sina = g,As -a = 0. Yhtdlon (16) avulla saadaan tulokseksi

a:—(gx—gy)siné? cog+v, cosf-u, sihg (21)

y’-akselin suuntaisen viivaelementin kadntymiskulma B saadaan kulman a lausekkeesta sijoittamalla kulman
0 paikalle © + m/ 2 . T4lldin seuraa tulos
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[5’:(£X—gy)siné?coszSHv’X sifd-u, cosf (22)

Liukuma Y, on a - B, joten

Viy = —2(5X —gy) sing coY + yxy( cos6 - si?‘ﬂ) (23)

Kayttamalla suuntakosineja ja liukuman puolikasta €,, saadaan transformointikaavat muotoon

£, 1> m*> 2m || &
g, |=|m* 17 -2m | g, (24)
Eey | |-Im Im 1P-m?|| g,

Vertaamalla saatuja transformointiyhtal6ita tasojannitystilan jannityskomponenttien vastaaviin yhtaloihin
havaitaan niiden olevan tasmalleen samaa muotoa.

Yleinen muodonmuutostila

Edella saatu vastaavuus jannitystilan ja muodonmuutostilan valilla on voimassa myds yleisessa
kolmiulotteisessa tapauksessa. Tama merkitsee sita, etta kappaleessa 1 jannityksille johdetuista tuloksista
saadaan vastintulokset muodonmuutoksille korvaamalla kaavoissa jannityskomponentit vastaavilla
muodonmuutoskomponenteilla. Esimerkiksi vektorin n suuntaisen viivaelementin venymaksi €, saadaan
kaavan (Jannitystila 30) perusteella

e =M (25)

Vastaavasti x'y’z’-koordinaatiston muodonmuutoskomponentit voidaan laskea xyz-koordinaatiston
komponenteista kaavan (33) perusteella seuraavasti

g'=Lel” (26)

jossa L on kiertomatriisi (Jannitystila yht. 32) ja € muodonmuutosmatriisi (12).

Padvenymait ja -suunnat
Jannitystilan ja muodonmuutostilan analogiasta seuraa, ettd muodonmuutostilalle voidaan esittaa

paajannityksia ja -suuntia vastaavat kasitteet.

Tasomuodonmuutostila
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Tasomuodonmuutostilassa venymakomponentilla €, on kaksi ddriarvoa €, ja €,, jotka esiintyvat toisiaan
vastaan kohtisuorissa suunnissa 8, ja 6,. Padvenymat €, ja €, ovat kaavan (Jannitystila 38) nojalla

2
E —€&
fa=5(5 )2 (7] re, 27)

Vastaavat padsuunnat ovat yhtalon (Jannitystila 36) perusteella

1 2¢ :
) ==arctan—>_— ja 6,=6,+m | (28)
2 E &,

€, on venymakomponentin g, suurin arvo ja €, sen pienin arvo. Padsuuntien valinen liukuma on nolla.
Paasuuntien viivaelementit sailyttavat muodonmuutoksessa suuntansa eli pysyvat kohtisuorassa toisiaan
vastaan, ne ainoastaan venyvat tai kutistuvat pituussuunnassa.

Yleinen muodonmuutostila

Yleisessd kolmiulotteisessa tapauksessa muodonmuutostilalla on kolme pdavenymaa toisiaan vastaan
kohtisuorissa paasuunnissa eli paasuuntien valiset liukumat ovat nollia. Padavenymat saadaan kaavan
(Jannitystila 50) perusteella yhtalosta

g -digl+3,6,-3,=0 (29)

jossa kaavan (Jannitystila 51) mukaisesti

J=& +e, +€,=Tr(e) J,mEE, tEE, YEE —EL —EL—EL
£ £, £

J,=det(e) =|e,, &, &,
£ & &

Padsuunnat saadaan kaavan (Jannitystila 48) mukaisesti ratkaisemalla kutakin pddvenymaa vastaava
yhtaloryhma

§~E, & Ey I 0
w &7 &y m|{=|0 (31)
£, &y, ETE&, (N 0

jossa lisaksi P+m*+n* = 1. Padavenymat ovat muodonmuutosmatriisin € ominaisarvot ja padsuunnat sen
ominaisvektorit. Koska € on reaalinen ja symmetrinen matriisi, ovat padvenymat reaaliset. Yhtalon (29)
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kertoimet J,, J, ja J5 ovat muodonmuutostilan paainvariantit, jotka eivat riipu kaytettavasta
koordinaatistosta.

Jos kaikki padavenymat ovat erisuuria, saadaan ryhmasta (31) kutakin padvenymaa vastaava yksikasitteinen
paasuunta. Jos kaksi padavenymista on yhta suuria, saadaan kolmatta padavenymaa vastaava padsuunta
yksikasitteisesti maaratyksi ja kaikki tata vastaan kohtisuorat suunnat ovat myds paasuuntia. Kyseessa on
sylinterimainen muodonmuutostilatila. Jos kaikki pdavenymat ovat yhta suuria, ovat kaikki suunnat
paasuuntia ja liukumaa ei esiinny minkdan suuntien valilla. Tallaista tapausta sanotaan pallomaiseksi
muodonmuutostilaksi.

Siirtymakomponenttien reunaehdot

Jos kappaleen pinnan pisteessa tunnetaan pintavoimavektori t, on jannityskomponenttien reunaehtojen
(Jannitystila 55) oltava voimassa. Toinen mahdollisuus on, ettd tunnetaan reunan pisteessa sen
siirtymavektori. Tasta seuraa tarkastelupisteen P siirtymakomponenteille reunaehdot

u=u, V=V, W=Ww, (32)

jossa Uy, Vo ja Wy ovat tunnetut siirtymakomponentit. Siirtymakomponenttien reunaehdot liittyvat
tavallisesti kappaleen tuentaan ja usein annetut tukisiirtymat ovat ug=0, v=0, w=0.

Kolmannen reunaehtotapauksen muodostavat sekareunaehdot, jolloin kappaleen pinnan pisteessa on
kunkin koordinaattiakselin suunnassa annettu joko pintavoimakomponentti tai siirtymakomponentti.
Tarkastelupisteen reunaehtoyhtaldiksi tulee talldin yhdistelma yhtaloista (Jannitystila 55) ja (32). Tietyn
koordinaattiakselin suuntaan ei voida antaa seka siirtyma- etta pintavoimakomponenttia vaan jompikumpi
niista. Edelld oletettiin reunaehtojen liittyvan xyz-koordinaatiston akseleiden suuntiin. Yleisessa
tapauksessa reunaehdot liittyvat kussakin reunan pisteessa xyz-koordinaatistoon ndhden kiertyneeseen
x'y’'z’-koordinaatistoon. Tallaiset vinot reunaehdot voidaan muuntaa xyz-koordinaatistoon koordinaatiston
kierrolla tai kdyttaa erillistd reunaehtoelementtia.
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