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Matematiikan ja matriisilaskennan kertausta

Yleista

Kirjoittelen tanne joitain kurssin keskeisia asaoitille, jotka eivat aio investoida
tarvittavaa paaomaosuutta oppikirjan hankintaaap\akovat hyddyntéaa sen jollain
paremmalla tavalla. Tassa esityksesséa on varnodstin virheitd, joista toivon
valppaan lukijan ilmoittavan minulle.

Notaatiosta (Notation)

Nimike Merkinta tekstissa Muu merkinta
Sarakevektori tai a a,
pystyvektori a, a,
T T
a= : :(a1 a, - an) a= : :(a1 a, - an)
a, a,
Matriisi, jossa on m a, a, - a, a, a, - a,
rivia ja n saraketta
J A = 3, a.22 a éz a.Zl a.zz a.f:h
8y @y ... 8y ay Qnp ... ay
Derivaatta dy(x) b [y(x)] _ ay(x) |y, (X)=y'(X
dx X 0X
Determinantti det(A) |A|
Matriisin jalki n Trace(A)=a,

(toistuva indeksi, Trace(A) = Z &
joten automaattinen
summaus)

Maaratty integraali

Virtuaalinen siirtyma Ju(x), ou=N JQ w(x), p=Ny
(oik. Chandrupatla)

Vi_rtuaalinen venyma 55()(), e =B IQ g(¢), g(¢) =By
(oik. Chandrupatla)

Viivakuorma T_ T_
i, i) la, a,] =q [p p,] =p
Painekuorma T_ T_
[N/m?2, N/mn7] [poop ] =p noT) =T
Tilavuuskuorma I:fx f, T_ I:fx fy]T —f

[N/m3, N/mn7]
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Rivi- ja sarakevektorit (Row and column vectors)
Rivivektori a'=[a a, - a,]

=N
Sarakevektoria=

a,

Yhteenlasku (Addition and subtraction)
C..=A. ., 1B eli C, =@ +h,
Skalaarilla kertominen (Multiplication by a scalar)

aa, Qqa, - 08,
aa, Qa, - 0aa,

aA =
aa, 0a,, .. 0a,
Kertolasku (Multiplication)

p

men = AmXp [B pxn e“ Z a1kbkj a1kh<]

k=1

Huom. Matriisien valissa voidaan kayttaa tai olfgyttamatta ns. pisteoperaattoria.

Vertaa kahden vektorin pistetuloa, jossa pistettéyyta kayttaa. Lisaksi voidaan
kayttdd myos ns. kaksoispistetuloa (Double Dot éctd

>, ab; =ab .a0R

=1

MB

a=A__ B di a=

1l
LN

Transpoosi (Transpose)

&, Q, - 4y a,; a8y o 8y,

:>AT a, Ay ot Ay,

% amZ % a:I.n a2n amn
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Derivointi ja integrointi (Differentation and integration)

6+X y dx (1 O
X2+yx x3_x2ya
_ P x+y x-xy} 2T |t
BdA= dxdy = dy =
feonefflyry o2 0 % o]

a2y+y2a a3y_a2y2b a2b+b2a ab ab?’

|22 3 4|_|2 2 3 a2
2 2 2 2
6ay+ﬂ y_a 6ab+a_b E
2 2 0 2 2

Huom ! Integrointialueena oletetaan olevan suodikgonka leveys on a ja korkeus

on b. Yleisemmilla integrointirajoilla integrointiankaloituu.

Diagonaalimatriisi (Diagonal matrix)

d, O 0
b = 0 d, 0
0 0 d

1 0 - 0

0 1 0
In><n= . :

0O 0 . 1

Symmetrinen matriisi (Symmetric matrix)

A, =AT

nxn
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Yldkolmiomatriisi (Upper triangular matrix)

ull u12 u.‘n

O u22 u2n
U nxn = : .
0O O u

Huom ! det(U,,,) =u,, W, 0. [,

Determinantti (Determinant)

Kurssilla kasitelladn nelibmatriiseja, joiden rimikikuméaard on 1,2 tai 3, mikali on
tarkoitus laskea determinantti kasipelin.

A =[a,] =det(A)=|A|=a,
‘a, a
A:_azi azj jdet(A):anazz_azialz
&, a, a;
a a, a a, a
A=|a, a,, a, :>det(A):a“‘a22 23—a4 2t 2j+al~ 2 zt
a32 a33 a31 a3 a31 a3
|85, 83 QAg

Kddnteismatriisi (Inverse matrix)

Kurssilla kasitelladn nelibmatriiseja, joiden rimikikumaard on 1,2 tai 3, mikali on
tarkoitus laskea kaanteismatriisi kasipelin. Nekbnisin kaanteismatriisi
maaritellaan yhteydell&:

AAT =]

A:[aﬂ] :>A_l:_

A{an alz} o1 [azz —aﬂ}
A Ay Q85 A, Ty 8y
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T

all a12 al3 1 Cll ClZ Cl3
A = a21 a22 a23 = A_l = det(A) CZl C22 CZ3
aSl a32 a33 C31 C32 C33
a a, a a, a
Cll -4+ a22 23 C12 —_| 21 2 C13 -+ 21 2p
a32 a33 a3l 3 a 31 a 3
a a, a
C,=- a, a3 C,,=+ 11 9 C,,=- 1 4
a32 a33 a31 a3 a 31 a 3P
T T LA
a22 a23 a21 a2: a21 a22
Huom ! DA™ « det(A )% G

Yhtdloryhmd (System of simultaneous equations)

Talla kurssilla laskentamallin solmusiirtymat rattaan yhtaléryhmasta

K11 K12 K:tn Ql I:1
KQ :F — K.Zl K.22 KZn (?2 — F.2

K Koz oo Koo Il Qn F.,
yhtaléryhma voidaan ratkaista kasipelittg4 kayttden kaanteismatriisia
Q=KF
jos m>3, niin voidaan kayttda esimerkiksi Gaussimiaaatiomenetelmaa tai jotain
valmisohjelman yhtaléryhman ratkaisufunktiota, gall (yleensa) ei olla
kiinnostuneita k&danteismatriisista vaan ainoastatkaisuvektorist®).

Ominaisarvot ja vektorit (Eigenvalues and eigenvectors)
Yhtaloryhméan
A X=AX

ratkaisuA; on matriisin A ominaisarvo, jos ryhmalla on eiiaialiratkaisu ts.
x =[x, %, x,] #0. Tallgin vektorix on ominaisarvoon; liittyva ominaisvektori.
Symmetrisella positiividefiniitilla neliomatriisdél A ., onm kappaletta positiivisia

(ei valttamatta erisuuria) ominaisarvoja ja sil@daan valitam kappaletta kesken&an

ortogonaalisia ominaisvektoreita.
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Matriisin A ominaisarvot saadaan ratkaisemalla kinastisen yhtalon

ail_/‘ a, ay,
-1 .-
det(A-A1)= afl 322: | af“ =0
Ay & A=A

juuret. Ominaisarvoon; liittyvé ominaisvektorix' on homogeenisen ryhméan
(A-Al)x' =0

ei-triviaali ratkaisu. (Ominaisvektorissai on ylaindeksina, jotta alaindeksia voidaan
kayttaa ominaisvektorin komponentilk'%).

Esimerkki:

Erdéan levyrakenteen (tasojannitystila) pisteemRifiiskomponentit ovat:
o=[o, o, 1,] =[114 -95 -6} MP:

Jannitystilaa vastaava jannitysmatriisi on

o, T, 114 -65
6= = MPa
. O -65 -95

Xy y

Lasketaan jannitysmatriisin ominaisarvot (ilman dimsioita) ja ominaisvektorit.

114- A -65
det =0 =
-65 -95-/
A?-191-15055= 0 =
A, =132.57
A, =-113.57

Ensimmaiseen ominaisarvoon liittyva (eras) omingksori saadaan

114-13257  -65 |[x]_
-65  -95-132.57|x% |

el U

18.570¢ + 69%. = 0
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Viimeinen yhtalo saatiin ensimmaiselta riviltd. Saghtalé saataisiin myos
alemmalta rivilta (totea). Koska ominaisvektoritupitta ei ole annettu, niin valitaan

(paremman tiedon puutteessa) ominaisvektorin endisen komponentin pituus
ykkoseksi, jolloin

X' = !
—-0.2856

Vastaavalla tavalla toiseen ominaisarvoon liittgwdinaisvektori saadaan
114+ 113.57 - 65 x|
-65  -95+ 11357 X |

227.57 -65] X
= =
-65  18.57)| X2
—65[%° +18.57T%; = 0

joten

= {31.5}

kay toiseksi ominaisvektoriksi. Alla olevassa kwsaasn viela havainnollistettu
ominaisarvojaj, jaA, nuolilla ja ominaisvektoreita elementin kiertyriige

Piidjinnityselementti

oy 132.57 | MPa

oy -113.57 | MPa

Ominaisongelmaa kasitellaan talla kurssilla omivightelytehtavan yhteydessa.
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Positiividefiniitti matriisi (Positive definite matrix)

Symmetrista neliomatriisid\ ., sanotaan positiividefiniitiksi, jos sen kaikki
ominaisarvot ovat aidosti positiivisia (>0).

Toinen maaritelma positiividefiniittisyydelle: Synatnistd matriisiaA sanotaan
positiividefiniitiksi, jos kaikilla vektoreillax =[x, ,---x,]" #0

X'AXx >0

Talla kurssilla oletetaan, etta jos laskentamadlykan kappaleen liike on estetty ja
materiaaliarvot ovat "jarkevat”, niin laskentamaltjlobaali jaykkyysmatriisk on
symmetrinen ja positiividefiniitti.

Gaussin eliminaatio (Gauss elimination)

Gaussin eliminaatio on tehokas menetelma ratkgigtoryhma

Ax=b

jos nelibmatriisinA:n dimensio on pienehkd. Gaussin eliminaation ideamsuorittaa
yhtaléryhmalle vaakarivimuunnoksia siten, ettagiddj jaa yhtaléryhma, jossa
kerroinmatriisiA on muuttunut ylakolmiomatriisiksi.

Gaussin eliminaatiota kaytetd&dn myds matrilsideterminantin laskentaan.

http://people.revoledu.com/kardi/tutorial/Linearalya/RREF.htmI#RREF



