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1. Solvethe deflection curve v(x)
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Tehtévalla on nelj& reunaehtoa, joista vasemmassa paassa on ehdot
(siirtyméareunaehdot i ns. kinemaattiset reunaehdot)

v(0

)=0

v, (0)=0 = C,=0

Oikean pé&éan reunaehdot ovat (voimareunaehdot eli ns. kineettiset reunaehdot)
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sijoittamalla taipuman lausekkeeseen saadaan
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Tehtava 2
3 2
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Tehtava 3

a) Ratkaistaan differentiaaliyhtdlo ensin tarkasti

Uxxy =X z € [0,1] s.e.
u(0) =0 (RE1) (1)
u(l) =1 (RE2)

Integroidaan yllaolevaa yhtaloa kahdesti jolloin saadaan

1
u://up(x dmdx:6x3+01x+02 (2)

Soveltamalla reunaehtoa 1 saadaan Cy = 0 ja tdmén jalkeen reunaehtoa 2 josta saadaan
C) = 5/6. Differentiaaliyhtélon (1) ratkaisuksi saadaan siten

u(z) = éx?’ + gx (3)

b) Ratkaistaan tehtdvé likiméérdisesti soveltamalla Galerkinin menetelméa. Valitaan
yritteeksi toisen asteen polynomi

U=y + a1z + ayr? (4)

Sovelletaan téhén oleellisia reunachtoja jolloin ensimméisestd ehdosta (RE1) saadaan
ap = 0 ja toisesta (RE2) saadaan kahdelle muulle kertoimelle relaatio as = 1 — ay.
Nyt yrite u saa muodon

u=(1—a)r* +ax=2"+(r— 2% (5)

Varioidaan yritefunkio tuntemattoman parametrin a; suhteen ja lasketaan sille samalla
myo6s derivaatta

6t = (z — 2°)doy Uxx =2(1 — ) (6)

Sovelletaan nyt Galerkinin menetelméé, jossa L tarkoittaa téssi tehtdvéssa lineaarista
differentiaalioperaattoria d* e /dx?
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1
/ SU(L(@) — x)dz = 0 1)
0
Sijoitetaan tédhén yhtélostd (6) derivaatta ja variaatio, jolloin saadaan
1
/ Sar(z —2?) (2(1 — o) —2)dz =0 Yooy (8)
0

Koska yhtédlon on toteuduttava kaikilla variaatioilla dc; on integraalilausekkeen oltava
nolla jolloin saadaan integroinnin jalkeen

! 1 2 '
/ (z— 2% (21 —ay) —2)dz = |=2* + (Sa1 — D’ + (1 — ay)a?
. 4 3
oo 0 (9)
=17 gm=0

Josta ratkaisemalla kerroin o ja sijoittamalla yhtaloon ay = 1 — oy saadaan kertoimiksi

1

3
] = Z Qg = (10)
joten Galerkinin menetelmalld saatu likiratkaisu u siirtymaélle u on
-1 3
u= Zx2 + 2% (11)

Tarkka ratkaisu ja likiratkaisu ovat piirrustettuina allaolevassa kuvassa.
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Tehtava 4

a) Tehtdavéan tarkka ratkaisu. Tasapaino differentiaaliselle palalle antaa:

ox+pg=0 (12)

Olettamalla materiaali lineaarisesti kimmoiseksi ja venymat pieniksi 0 = Fe = Fuy
saadaan

FEAuy, = —Apg (13)

Ratkaisu saadaan integroimalla kahdesti ja huomioimalla reunaehdot

w(0) =0 RE1 14
ux(L) =0 RE2

saadaan differentiaaliyhtélon tarkaksi ratkaisuksi

u(z) = % <—%x2 + Lx) (15)

Ensimmainen reunaehto liittyy tuentaan sauvan alkupéaassa ja toinen reunaehdo kertoo,
ettd sauvan loppupadssi ei ole kuormitusta.

b) Ratkaistaan nyt tehtéva kayttdmélla Galerkinin menetelméd. Kinemaattisesti kaypa
(u(0) = 0) yritefunktio on

~ T T2
U= — — 16
Q1<L>+Q2<L> (16)
Lasketaan valmiiksi derivaatat ja variaatiot tuntemattomien suureiden @), ja ()2 suhteen

i=@

. 2
X L

F2a7y = oy 0u=0Qu () +0Qs (%)2 (17)

Ulkoinen kuormitus saadaan yhtalon (13) oikealta puolelta P = —Apg. Téssé tehtdvissa

lineaarinen differentiaalioperaattori on £ = EA d*e/dz?. Galerkinin menetelmi soveltaen
saadaan ja sopimalla merkintd du|,—; = 0uy,

/ ’ SU(L(T) — P) + o Adtp = 0 (18)
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jossa viimeinen termi upottaa sauvan loppupéddn voimareunaehdon systeemiin (REZ2).
Tama lisatermi saadaan siirtyméan funktioksi olettamalla lineaarisesti kimmoinen materi-
aali ja pienet siirtymaéat ja venymat

O'A(SaL = EsAcSﬂL = EAﬂ,X(L)&AZL (19)

Integraalilauseke yhtélossa (22) voidaan jakaa kahteen lausekkeeseen valitsemalla vuorotellen
0Q2 = 0 ja 6Q1 # 0 ja vastaavasti toisinpain.

L
5. | %(25—2’4@2+Apg) dr + 56, (ETA<@1+2Q2>) —0 W .
20

L 2
00 [ 5 (Phr et ang) do a0 (“R@ir200) =0 v

Laskemalla integraalit ja ratkaisemalla tuntemattomat Q, = pgL?/E ja Qs = —pgL?/2E
saadaan ratkaisuksi

L

_ pglL? <x) pgL? <x)2
B L

U Z 5 (21)

Vertaamalla tarkkaan ratkaisuun yhtélossa (15) huomataan, ettéd ratkaisu on sama.

c) Lahdetaan liikkeelle liikkkeelle Galerkinin menetelmésté jolloin saadaan.

L
/ du(L(u) — P)=0 (22)
0
Kirjoitetaan differentiaalioperaattori auki ja osittaisintegroidaan® differentiaaliyhtaloa
L
/ u(EAUx — P)dz =0
0
L L
/ EAduu x dx — / ouP dx =0 (23)
0 0

L L
EAsut,)y - / EASU i, dx — / duP dr =0
0 0

Ensimmainen termi yllaolevassa yhtalossa on sijoitustermi josta tiedetaan, etta alarajalla
0u(0) = 0 ja ylarajalla u (L) = 0 sillé vapaaseen padhan ei kohdistu kuormitusta. Nyt
integraalilauseke on

YHudv=uw— [vdu
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L L
/ BEASt i 5 dz = — / §uP dz (24)
0 0

Kéytetddn nyt siirtyméyritteend alempaa astetta kuin b) kohdassa eli otetaan vain lin-
eaarinen termi yritteeksi

=i (%) (25)

Lasketaan valmiiksi yritteelle derivaatat ja variaatio tuntemattoman muuttujan suhteen

) (%) (26)

Sijoitetaan namé integraalilausekkeeseen (24) ja integroidaan

5Q1 (ETA@) — JLApg VOO (27)

josta ratkaisemalla Q; = L%pg/2E saadaan yritteeksi

=52 g

Huomaa, ettd yhtdlon tarkka ratkaisu kohdassa a) sekd molemmat likiarvot b) ja c¢) an-
tavat tismalleen saman siirtymén sauvan loppupéélle, eli 0.77 m. Tarkka sekd b)-kohdan
ratkaisu ovat nelidllisia kun taas c)-kohdassa ratkaisu on lineaarinen. Téstd huolimatta
paan siirtyma toteutuu tarkasti.

Kun lasketaan jannitykset, huomataan etta kohtien a) ja b) ratkaisut antavat nollajannityksen
sauvan loppupddhin. Kohdan c) ratkaisu antaa jannitystd sauvan loppupéaéhéan 76 MPa.

Toinen mainittava seikka on, etta suorittamalla osittaisintegroinnin, luonnolliset reunaeh-
dot (RE2) tulevat automaattisesti peliin. Jos ratkaisua haetaan ilman osittaisintegroin-
tia, on Galerkinin menetelméaéan tuotava lisdehtoja, joilla luonnolliset reunaehdot tulevat
huomioiduiksi.



Tdydennys Harj. 3

Tehtdvassa 4 kohdassa b) on siirrytty yhtalosta (20) yhtaléon (21) muutaman vélivaiheen kautta eli (20)->:

O%(ZTEQZ +pgjdx——(Q1 +2Q,)=0
ji—(?@ pa Jax-£(Q+20) =0
B—Z(ZL—'EQZ +ng: +%(Q1 +2Q,)=0
{SX—;(%QZ +ng: +%(Q1 +2Q,)=0
L(ZL—EQZ +pgj+%(Ql +2Q,)=0

2E 2E 4E
TP A @m0

2E 3E 6E
TP TR TR0

2 ol

Q __1 & -6 1&"2— 2 &l‘z >(21)
Q| -2/-3 2||1] E |-1] 2E

Jannitys tyvessa saa saman arvon kohdassa a) ja b) eli

o(0)=Ee(0) = Ed, (0) =EZ g‘ = 7822@ E9.815—n2 [2000m = 154MPa

Huom1. Kaavan (19) jalkeen: Integraalilauseke yhtalossa (22) pitéisi olla yhtalossa (18).

Huom?2. Yhtalon (5) variaatio (6 a) eli pieni muutos kun parametri ; muuttuu, ei riipu ”vakiotermista” x*.

Tehtdva 4 ei kuulu vélikoealueeseen, mutta tehtava 3 kuuluu. Kaavakokoelmassa Galerkin’in menetelma

tulee olemaan muodossa

[G («a-P)da=0

joten termid OU ei tarvitse sisdistad. (hum 13.9.13)



