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Compute the deflection at right end of the
Y,V A F structure using the potential energy M =U +WP
2L/3 minimum principle. Choose kinematically

admissible trial function from the complete set

2
El, L k]. p(x)=a, +a, (%j+a’2 (%) . Given values: £ =100
GPa, I,= 10°m", k; = 10000 N/mm, F = 10000 N
andL=2m.
v(0)=0 2
Essential boundary cond. B (0) = V(x)=a X =V, =a£2 V(L) =a
7,(0)=0 L)~ L
Beam strain energy
El, ¢ o, _El, ,4% 2El
U =—=2|v (x)dx=—20a0°—| dx="-2a"
P 2 '! YXX( ) 2 L4_0[ L3

Strain energy of the spring

2
0,22 2] =Ly
2 3 8l

Work potential of the external force
WP =-FV(L)=-Fa
Principle of the minimum potential energy M =U, +U +WP - min =

du dwP 16 4El
=- ka+—=a=F =

da da 81D
i(4k. + Elzja’ =E:>
g1\ ' 1B 4

_ 81F L°

(160K, L° +324E1, )
Numerical values
E 1E+11|Pa
Iz 1.00E-05|m*
L 2lm
kj 10000{N/m
F 10000|N

o 0.019921|m | 19.9213[mm
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Maarita elementtimenetelmalla kuvan sauva-
rakenteen solmusiirtymat seka oikeanpuolisimman
sauvan normaalivoimat. Rakenne siirtyy vain

L L L vaakasuunnassa ja sita kuormittaa tilavuus-
|L[Af kuormitus f, = 0g (omapaino vaikuttaa oikealle).
.I:V — € X
e 9 |:A\-3f } Sauvojen kimmomoduuli E = 70 GPa, pinta-ala: A =
X
100 mm? tiheys p= 10000 kg/m>, g = 10 m/s* ja
pituus L =2 m.
10 m/s2 _
& 3 k :E_A fv = fx Ale 1
E 7.00E+10|Pa
Elementti 1 Jaykkyysmatriisi Ekv. Solmukuormitusvektori
A 0.0001|m’ k. 3500000  -3500000 f' 10[N
L 2lm -3500000 3500000 10|N
Elementti 2 Jaykkyysmatriisi Ekv. Solmukuormitusvektori
A 0.0002|m’ ke 7000000  -7000000 ' 20|N
L 2lm -7000000 7000000 20|N
Elementti 3 Jaykkyysmatriisi Ekv. Solmukuormitusvektori
A 0.0001|m’ ke 3500000  -3500000 ' 10|N
L 2lm -3500000 3500000 10|N

Globaali jaykkyysmatriisi

K 10500000| -7000000
-7000000| 10500000

Siirtyma Q

Q 8.571E-06|m
8.571E-06|m

Elementin 3 solmuvoimat

9e

8.57E-06|m

0lm

Kaanteismatriisi

Globaali kuormitusvektori

1.71429E-07| 1.14286E-07 F 30|N
1.14286E-07 1.71429E-07 30|N
fe = keqe - fEV
fe 20|N

Tukireaktio (oikea)




TTY/ Department of Mechanical Engineering and Industrial Systems  TE Il / EDE_21100 / 2013S
EDE-21100 Finite Element Method Heikki Marjamdki

Exam lIl 10 Mar 2014 Solutions

Elementin 1 solmuvoimat

de 0|m fe -40(N Tukireaktio (vasen)
8.57E-06|m 20|N
Ele Massa Paino
1 2|kg 20(N Reaktiot yht.
2 4|kg 40(N -80 N
3 2|kg 20|N
Yht 8|kg 80|N
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L2 3. Maarita kuvan palkkirakenteen taivutusmomentti-
F | kuvio kdyttden apuna elementtimenetelmaa.
. - FL b) Laske siirtyman likiarvo ulkoisen voiman
N kohdalla.
L Kaytd yhden elementin laskentamallia ja kahden

solmuvapausasteen palkkielementtia.

Elementin jaykkyysmatriisi k ja sen ekvivalenttinen solmukuormitusvektori f°

0 0 0o 1 F
12 6L -12 6L70 FL
_El| 6L 42 -6L 21% |0 £p = I‘:‘
P |-12 6L 12 -6L|0 EL
6L 21> -6L 4% |1 —

Globaali jaykkyysmatriisi, globaali kuormitusvektori ja globaali siirtymavektori

K=4EIZ = K_1=L F=FL—E=ﬂ
4El , 4 4
_ 3FL?
=K' F=—
Q 16E|Z
Elementin 1 solmuvoimavektori
CE
12 6L -12 6L 0 FL 1

El| 6L 412 -6L 2% |3FL%| O 4 F| L

f =k,g, —fP=— - =
1K I°|-12 -6L 12 -6L |16EI| O F 8| -17
6L 21> -6L 42 -1| | -FL 8L
4

Alla olevan kuvion taivutusmomentti kohdassa L/ 2 on saatu elementin puolikkaan vapaakappalekuvan
avulla

L/2
Fig b AoF

FL/8 ‘
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FL F FL
> M, =0= +?—§—+Mt:o :>|v|t:—E
Taivutusmomenttikuvio
1.2
|
! Mt = FL
0.8
o 0.6 7
g 04 ,/
02 pd
0 /

?7\:; 072 03 04 05 06 07 08
-0.2

b) siirtyman likiarvo ulkoisen voiman kohdalla saadaan kaavakokoelman avulla

I |
V(E) =H,q +_; H,q, + H,0, +Ee H,q,

G
— Ie Ie q2 —
—[Hl <H, H, EH“} o =Ng
q,
1 .
H =2 (2-3¢+¢%)
1 2 3
H, =2 (1-¢-¢%+&°)
1 :
H3=Z(2+3<t_<t)
Hy =g (-84 )
eli(é=0)

3FL2 _ L BFL2 _ 3FL
16EI, 8 16El, 128El,

WLID =5 H,, =B (-4 )



TTY/ Department of Mechanical Engineering and Industrial Systems  TE Ill / EDE_21100 / 2013S
EDE-21100 Finite Element Method Heikki Marjamdki

Exam IIl 10 Mar 2014 Solutions

4, Laske kuvan nelisolmuisen elementin, jonka
paksuus t = 10 mm, hitausmomentti J,

y 2b numeerisesti Gauss’in integroinnilla kayttden 22
ndytteenottoa.
Mitta a = 100 mm ja b = 120 mm ja materiaalin
b a tiheys p= 10000 kg/m”.
a Y vinje: J, = [ p(x* +y*)av
Vv

Kuvasta paatelladn (tai kaytetaan kaavaa):  x(&,7) = N, (&,7) % + N, (&,7)%, + N, (&,7) % + N, (&,7) %,

x=2(3+¢) Ue | [ Xe Ve[ |Z | U
y=b(2+n) a, ) D vl ]l

joten Jacobin matriisi ja sen determinantti

3=|32 01 L 5o cnoomne J :tjp(x2+y2)dA:thji(x2+y2)d5d/7
0 b 2 0 i
a 100{mm p 0.00001|kg/mm’
b 120mm t 10{mm
Piste  |£ n x* [mm?] |y [mm?] |y Wi Wij I,
1| -0.57735| -0.57735( 14673.08| 29144.62 6000 1 1| 26290.6223
2| 0.57735| -0.57735( 31993.59( 29144.62 6000 1 1| 36682.9271
3| 0.57735| 0.57735| 31993.59| 95655.38 6000 1 1| 76589.3777
4| -0.57735| 0.57735| 14673.08| 95655.38 6000 1 1| 66197.0729
Yht 205760.00
TARKASTUS (laatu: kg mm?)
r B
g Untitled-1* o & S
__ .
In[7}:= Yoo = 10000 / 10004 3; j.:
In[8)= t =10; j
In[8):= a=100; j
In[10}:= b = 120; j_
Injél= Integrate[t »roox (X2 +742), {x, a, 2a}, {7, b, 3b}] )
Outie}= 205760 1]
100% ~ «| | |
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5. Maarita tehtavan 3 rakenteen ominaistaajuus ja
hahmottele ominaismuoto, jossa solmun 2
derivaatta v, on piirretty oikeassa suhteessa. Kayta
kahden solmuvapausasteen palkkielementtia ja
konsistenttia massamatriisia.

Suure | Arvo Yksikko
o 7850 kg/m?
E 200 GPa
I, 10” m*
A 0.01 m’
L 2 m
Mallin globaali jaykkyysmatriisi on
K = 4?2
(156 22L 54 -13L] 1 0 0 0]
I 7 2 2 _arn |
ja globaali massamatriisi m:'o"IL St AR — - m_‘='0"1L.0 i
420 | 54 13L 156 -=-22L : 2 /0010
| -13L -3} -22L 4L 0000

2 |
M = PAL a2 = mL L J L J
420 105
ratkaistaan ominaiskulmataajuus ja ominaisvektori (vektorin pituus on vapaa)

2 3
det(K —AM) =0 det| ElzjM |9y M _g 42208, - [420F,
L 7105 420E, L L

(K-AM)x=0=x=a aOR

kdytetdaan tehtdavan numeroarvoja

[m | 157]ke |
W 817.7957|Hz
f 130.1562|Hz
Ominaismuoto (taulukkolaskentaohjelmalla kun ominaisvektorin pituus on 0.1)
0.01
0
. ON 4\ 0l6 0!8 1 1,2 114 16 18 2
£ 001 ~
> \
g -0.02 ~ /)
'S -0.03
©
-0.04
-0.05

x [m]




