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Voiman potentiaalienergia

Potentiaalienergiasta puhutaan, kun kappaleeseen vaikuttaa jokin konservatiivinen voima. Voima
on konservatiivinen, jos sen tekema tyo vaikutuspiseen siirtyessa tietystd paikasta toiseen on
riippumaton kuljetusta reitista. Talloin se ei muuta energiaa lammaoksi. Konservatiivisia voimia ovat
muun muassa gravitaatiovoima ja jousivoima. Sita vastoin esimerkiksi kitka ei ole konservatiivinen
voima, silld se muuttaa liikke-energiaa lammaoksi.

Talla kurssilla kasitelladn voimia, joiden suuruus ja suunta pysyvat vakioina niiden siirtyessa.
Talloin pistevoiman F tekema tyd W = F u ja sen potentiaalienergia WP = - W = -F u, jolloin
potentiaalienergian nollataso on valittu kappaleen kuormittamattomaan asemaan ja siirtyma v on
voiman suuntainen. Potentiaalienergiasta on myds kaytdssa muun muassa seuraavat merkinnat V
ja E,.

Viivakuormituksen potentiaalienergia saadaan summaamalla viivan pituuden yli

VVP=—J'qu(s)u(s)ds (1)

missa gy on viivakuormitus siirtyman u suuntaan. Vastavasti painekuormitus summataan sen
vaikutusalueen yli. Tilavuusvoiman potentiaalienergia saadaan

WP =~[f,udv =-[Af, uds (2)
\% s

Koottuna yhteen ja siirryttdessa yleiseen kolmiulotteiseen tapaukseen voidaan ulkoisen voiman
potentiaalienergia lausua

VVP=—J'qu dV—J'qu dS-> u'F (3)
v S, i

missé on kdytetty merkintéja: siirtyméa u=(u v w)", tilavuusvoima f =(f, f fZ)T, paine

y
p=(p, n, pz)T ja pistevoima F=(F, F, FZ)T. Merkinnat Chandrupatlan kirjassa ovat hieman

eri kirjaimilla, mutta muuten energialauseke on tasmalleen sama.
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Kimmoenergia

Tarkastellaan kuvan aksiaalista jannitystilaa

< d — Xy
O, P L y |
P X

Z dx

Elementin x-suuntaiseen tahkoon kohdistuva voima F =g, dydz. Voiman F tilavuuselementtiin

tekema muodonmuutostyo

dw, = [F(s)ds (4)
0

missa s=dxe eli

dw, =ja(e) dxdydzde =jo—(g) dedv (5)
0 0
Kimmoisella materiaalilla muodonmuutosty6ta kutsutaan kimmoenergiaksi dU. Osamaaraa
- dWU

0
av
sanotaan tilavuuselementtiin kuuluvan pisteen kimmoenergiatiheydeksi. Jos materiaali on

= j'a(e)de (6)

lineaarisesti kimmoista, niin g, =E¢, ja U, :%ng.

Kappaleen kimmoenergia saadaan summaamalla

U =[u,dv =3j o dV (7)
\Y 2V

Homogeenisen, suoran sauvan, jonka pituus on L ja poikkileikkausala A, keskeisessa
vedossa tai puristuksessa saadaan sauvan kimmoenergialle lauseke (&= uy)

1
u _E-[ EAUZ dx (8)
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Otetaan tassa toistaiseksi ilman perusteluja myods suoran tasopalkin taivutusongelman
kimmoenergia, kun palkin materiaali on lineaarisesti kimmoista

1
U—E'[ El, V2 dx (9)

Lineaarisesti kimmoisen kappaleen, jossa on yleinen jannitystila, kimmoenergia saadaan

_ _1¢ ¢
U —JUodV —E\J;G edv (10)

missa

:
cz(ax,ay,az,rxy,ryz,rxz)

! (12)
e=(5.8,8, 0y Vo Vi)

Potentiaalienergian minimin periaate

Kimmoisen kappaleen, johon vaikuttaa konservatiivinen ulkoinen voimakuormitus,
kokonaispotentiaalienergia on

n=uU+WpP (12)

Lause: Kaikista kinemaattisesti kayvista siirtymakentista u(x,y,z) se, joka tuottaa
kokonaispotentiaalienergialle M =M (u) minimin, toteuttaa myds tasapainoehdot ja on tarkka

ratkaisu. Kinemaattisesti kdypa siirtymadkentta toteuttaa oleelliset reunaehdot, jotka yleensa ovat
annettuja siirtymia (tai kiertymia), kuten kappaleen kiinnitys.

Jos kappaleen siirtymadkentta yritetdadan maarittaa likimaardisesti kayttden yritetta
i(xy.2)=> QG (x,y.2) (13)
i=1

niin kantafunktiot G; tulee valita niin, etta yrite toteuttaa oleelliset reunaehdot. Naista
reunaehdoista on siis itse huolehdittava yritetta (estimaattia) valittaessa. Tuntemattomat
kertoimet Q; voidaan ratkaista dariarvoehdoista

on (a)

0 = (14)

jotka johtavat lujuusopin tehtavissa lineaariseen yhtdloryhmaan, jossa on n kappaletta
tuntemattomia.

Maaritettdessa kappaleen siirtymakentta likimaardisesti kayttden yritettd (13), niin menettelya
kutsutaan Rayleigh-Ritzin menetelmaksi.
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Mainittakoon tassa yhteydessa vield, ettd palkkirakenteella myos yritteen derivaatta voi olla
oleellinen reunaehto. Esimerkiksi palkin paa voi olla jaykasti kiinnitetty, jolloin siirtymdestimaatin
derivaatta tulee olla nolla palkin ko. padssa. Alla olevassa kuvassa on palkkirakenteen erilaisia
kiinnityksia. Huomaa, etta kuvassa Q on leikkausvoima.

jaykka
siirtymaton vapaa paa kiinnitys
nivel
= —
;;' = 0 Mt = 0 G - O
Ml ={ @ =() f;’ =

liukutuki
(johde)

Ensimmaisessa tapauksessa oleellinen reunaehto on v(0) = 0. Toisessa tapauksessa oleellista
siirtymadreunaehtoa ei ole. Jaykasta kiinnityksesta seuraa ehdot v(0) = 0 ja v4(0) = 0. Liukujohteesta

saadaan ehto v,(0) = 0.

Esimerkki 1.
(L)
u(x) il
24y |}—— P
sfﬁﬁ -
F
\ -
. L "
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ESIMERKKI 1

Kuvan ulokesauvan poikkileikkauksen
ala muuttuu lineaarisest: arvosta 24,

arvoon 4,. Valitaan aksiaaliselle siir-
tymille estimaatti

H{x)=Cx
Maarita ulokepddn siuirtymén likiarvo
RAYLEIGH-RITZin menetelmalla.

RATKAISU

Siirtymaestimaatti (i(X) on kinemaattisesti kdyp4, sillé se toteuttaa siirtyméreunaehdon G(0) = 0.

Poikkileikkauksen pinta-alalla on lauseke A(X) =A (2— X/ L). Sauvan potentiaalienergia on

L
n(a)=u +WP:%J.EAGV2de—FG(L)
1 K
EEAJ (2-x/L)C?*dx-FCL

0

= I'I(C)=:31EADC2L—FCL

Potentiaalienergian minimin valttamaton ehto on

(15)
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dn _6 ey - - _2F
= L~1(L)=CL=E=0.66667E
3 EA
Tarkka tulos ulokepéidn siirtymaille on
FL FL
u(L)=In2 ~ 0,6931
E A, Ed,

joten likituloksen virhe on —3.81% . Lisdksi ndahdaan. ettd & (L)<u(L), kuten pi-

taakin.

Sauvan vasemman pédin poikkileikkauksen normaalivoimalla on lauseke
N(0)=(EAu..), y=2FEA4,C=2EA)-3F/EA;=3F =

Tarkka tulos olisi N(0)=F. joten virhe tukireaktiossa sauvan vasemman pain
tuella on 33.3%.



