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Numeerinen integrointi
Numeerisia integrointimenetelmia on useita. Kasitelladan tassa yhteydessa kuitenkin vain Gauss’in

integrointia, joka on elementtimenetelman yhteydessa osoittautunut tehokkaimmaksi.

Yksiulotteinen Gauss-Legendren integrointikaava

Tarkastellaan ensin integraalia

I :Tf(x)dx 1)

Lausutaan x emokoordinaatin £avulla
X(€)= N (§)a+ N, (£)b @

missa muotofunktiot ovat

1.
N, =2(1-¢)

N, = %(1+ ¢)

3)

Differentioimalla x:n lauseke

b-a
dx=—-d
> é

(4)

joten integraali voidaan lausua normeerattuna symmetrisesti origon suhteen

b _El y
J 1 (0x=232 ] 1 [x(&)]oe 5

jossa integroimisvalin pituus on 2. Koitetaan |6ytaa integraalille likiarvo kaavasta

=1, =22 [ ot ()] - ()] ©

missa f [x(g‘,)] on kohdassa ¢ = ¢ otettu ndyte integroitavasta funktiosta ja w; on vastaava painoluku

(weight). M3aritetdan emokoordinaattien & arvot ja painokertoimet w; siten, ettd integrointimenetelmall3
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voidaan integroida mahdollisimman korkeasteinen polynomi tarkasti. Aloitetaan yhdesta

integrointipisteesta, jolloin kaavalla voidaan integroida tarkasti ensimmaisen asteen polynomi
1

jA+ BEAE = 2A (7)
-1

Ehdosta

w (A+&B)=2A (8)

saadaan

w =2
oo ©

\ A
\ b \
-1 3 1

Otetaan sitten kasittelyyn kaksi pistetta ja koitetaan kolmannen asteen polynomia

1
jA+ BE+CEZ+D53dE:2A+§C (10)
-1
Ehdosta
w (A+B& +C& + D& ) +w, (A+BE, +C& +DE ) = 2A+§C (11)
saadaan, ottamalla huomioon symmetria
W = W.
51 = _52
joten
2 =
2W1(A+C£lz):2A+§C =¢ - 1 (13)
=
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Koitetaan vield kolmea pistetta ja viidennen asteen polynomia

1
jA+ B£+CEZ+D£3+EE4+F£5d5=2A+§C+§E (14)
-1
Ehdosta ja symmetriasta saadaan
2 4 2..2
2w, (A+CE +E{1)+W2A:2A+§C+EE (15)
josta seuraa ehdot
2w, +w, =2
1
W& == (16)
3
1
wé ==
& =2
sijoittamalla toinen yhtald kolmanteen saadaan
é=—3/5jaw, =5/9 (17)

\ o

S
hg ~ |

-‘1 gl Ez Es 1

Jos integrointipisteiden lukumaara kasvaa, tulee edella esitetty menetelma tyolaaksi. Laskenta helpottuu,
jos johdossa kaytetaan hyvaksi Legendren polynomeja, mista johtuu menetelman nimi. Tavallisimmin
kaytetaan kuitenkin lyhyempaa nimea Gaussin integrointi. Integrointipisteita ja painokertoimia 16ytyy
valmiiksi taulukoituna kirjallisuudesta. Alla on viela taulukko, jossa on tiedot integrointiasteeseen n =5

saakka. Elementtimenetelmassa integrointiaste on tavallisimmin 1, 2 tai 3.
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Taulukko 1. Gauss-Legendre integrointipisteet ja painokertoimet

n & w;

1 0 2

2 +0. 577350269189626 1

3 0 0. 888888888888889
0. 774596669241483 0. 555555555555556

4 0. 339981043584856 0. 652145158462546
+0. 861136311594053 0.347854845137454
0 0. 568888888888889

5 0. 538469310105683 0.478628670499366
+0. 906179845938664 0. 236926885056189

Kaksiulotteinen Gaussin integrointi

Tarkastellaan sitten kaksiulotteista integraalia, jossa integrointialue A on siten maaratty, etta muuttujien

vaihto onnistuu mukavasti

11
I :J'J'f (x, y)dA:ﬂf (x)dxdy:“'f [x(&.7)]detadédy (18)
A A 101
kun vaihdetaan uusiin muuttujiin (&, /77) saadaan ketjuderivoinnin avulla
= ges X SO e Y
dx-agdg‘+a,7d/7 dy ag(dg‘+a,7d/7 (19)
tal matriisimuodossa
S sl
dy| |Ye Y,]ldn dn

Jos ajattelemme differentiaaleja d&ja d/ vektoreina

g—:((df Z—an
Qxdg Qxd”
P an

niin kuvassa nakyvan pintadifferentiaalin pinta-ala dA
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dg
X
voidaan laskea ristitulon avulla
i j k
_ _ || ox oy _ _
dA=|d&xdn| = a—gdf a—gd{ 0 |=|xcy, =X,y | dédn = detJ dédn (22)
0X oy
—dn =—Zdn O
on d an 4

Gaussin integroinnissa integraalia approksimoidaan summalla

n n

L= > wwif | x(&.7,) |detd(&.7;)

i=1 j=1

Integrointipisteet &,77; ja painokertoimet saadaan edelld esitetysta taulukosta. Seuraavassa kuvassa on vield

havainnollistettu integrointipisteet kaksiulotteisessa tapauksessa.

1/+f3 35
Y, A A
(@] (@]
&
- -
(@] (@]

1x1 2X2
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Kolmeulotteinen Gaussin integrointi

Kolmeulotteisessa tapauksessa integraali on muotoa

| =[f(xy.z)av = |f (x)dxdydz:jjjf [x(&.7,¢)]detddédndd

kun vaihdetaan uusiin muuttujiin (&17,{) saadaan ketjuderivoinnin avulla

1) [6)4 o0X
dx=—d&é+—dn+-—d
% 3 on n % ¢

oy dy dy
dy=—2d&f+-—2dn+-=d
y % 3 on n e ¢

0z 0z 0z
dz==—dé+—dn+-—=d
% $ on n %% {

tal matriisimuodossa

dx Xe X, X, || dS dé
dy |=|Ve ¥, Y| dn|=3"|dn
dz| |z, z, z,|dd d¢

Jos ajattelemme taas differentiaaleja dé, d77ja d{ vektoreina

fox | [ox |, | [ox ]
= ﬂ = ﬂ = ﬂ
de=| gede | dn=|Thdn|  di=|Rdd
0z 0z 0z
24 24 24
Pl an" el

(23)

(24)

(25)

(26)

niin vastaavalla tavalla kuin tasotapauksessa saadaan tilavuusdifferentiaalin tilavuus dV vektorikolmitulosta

eli
dv =detJdédndd =Jdédndd

Integraalia approksimoidaan summalla



Numeerinen integrointi hum 28.10.13

= Z wwwi | x(&.7,,¢,) |det3(&.7,.4,) 27)

Integrointipisteet &, 77, ,{« ja painokertoimet saadaan taas edelld esitetysta taulukosta. Integrointipisteita

on nyt yleensa 1,8 tai 27 kappaletta.



