Levys8 ja R$4

hum 11.11.13

Kahdeksansolmuinen levyelementti

Tarkastellaan kuvan kahdeksansolmuista levyelementtia.

ds

oy 2

Pisteen P koordinaatit voidaan lausua emokoordinaattien &ja 77 avulla, jotka ovat normeerattu vilille

¢u[-1 4nof-1 1

X({’”) = Nl({'”)xl'*' Nz({’”)xz"' Ns({ﬂ)xa"'”"" N8(§(1,7)X8

y(£.7) = NL(E7) vi + N, (£:7) Yo+ No(€7) yot-+ N () v

(1)

missa funktiot Ny, N, , N3, N4, N5, Ng, N; ja Ng ovat levyelementin kvadraattiset muotofunktiot, jotka

koostuvat nurkkafunktioista

N(E) = Ny =3 (1-€)(1-7) (1€ 1)
N(E) =N, =3 (1+€) (1) 1€ -1)

N,(&.7) = N, =§(1+ &)(1+n) C1+&+n)

N (€)= N, =5 (1-8)(1+7) € 1= 47)

ja sivufunktioista

(@)
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Ny(£7) =N, = ~(-¢)(a-n)

[Nem =N =1+ 8)(1-n?) 5
N =N, = (1-¢) (1+7)

N(E) = Ny =5 (1-€)(177)

Alla on nurkkafunktioiden kuvaajat

ja sitten sivufunktioiden Ns, Ng, N5 ja Ng kuvaajat
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1-

Helposti huomaat, etta edella olevilla funktioilla on taaskin ominaisuus, etta niiden arvo omalla solmulla on
1 ja muilla solmuilla 0. Lisaksi kaikkien muotofunktioiden summa elementin alueella on 1.

Vastaavasti elementin alueella siirtyméakentta lausutaan solmusiirtymien avulla

U(E’”) = Nl(g’”)q’l-’- Nz(‘f’”)qs""""' Ns(fﬂ)qls
(4)
v(&n) =N, (&7)a, +N,(€.n)a,+...+ Ng(£.7) 0y

Lahdetaan sitten etsimaan venyman lauseketta elementin alueella. Tata varten derivoidaan siirtyman u
lauseke emokoordinaattien suhteen

L 2dupx oudy

< 0x 0 dy 0f
y =oupx  ou gy

T 0x dn oy on 5)

joka voidaan lausua matriisimuodossa
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Ug | _[ X Ye || Uk 3 Ux
uv’7 B XJ7 y/7 uvy B uxy (6)

missa matriisi J on kuvauksen Jacobin matriisi. Kahdeksansolmuisen levyelementin tapauksessa

8 8 8
X=2 NX X =2 N X Xy =2 Nioy X
i=1 i=1 i=1
8 8 8 (7)
y:zNiyi y{:zNiagyi yWZZNi,,]yi
i=1 i=1 i=1
joten Jacobin matriisi kahdeksansolmuiselle levyelementille on
8 8
2 Ne X DNy,
J=| " - (8)
ZNi’r])g ZNi’r]yi
= i=1
Matriisi ei ole vakio elementin alueella. Vastaavasti siirtymille u ja v saadaan
u(é&n)=[N, 0 N, 0 N, 0O N, 0O N, ONg, ON, ON, @q
us=[Ny 0 N, 0 Ny Ng Olq
u,=[N, 0 N, 0 Ny .. Ny 0|q ©
v(é&n)=[0 N, 0 N, 0 ... 0 Ngq
Ve=[0 N 0 N,y 0 .. 0 Nglg
v,=[0 N, 0 N, 0 .. 0 Nglq
joten siirtymien derivaatat emokoordinaattien suhteen voidaan kirjoittaa
u, N, 0 N, 0 N; -+ Ny 0
u N 0O N 0O N -+ N 0
o N, 0 N, 0 - o n,|%=Cd (10)
& 1¢ 2 8¢
P 0 N,, 0 N,, o - 0 Ng,
koska siirtyman u derivaatta koordinaattien x ja y suhteen on
u, :1{322 —le}[NM 0 N, 0 Ny ... Ng o}q a1)
u,| J|-Jn Iy Nlﬂ 0 N2” 0 N3,7 NS,J 0
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missad J on Jacobin matriisin determinantti ja vastaavasti siirtyman v derivaatta koordinaattien x ja y

suhteen

v, 1[J,, -3,]/0 N, O N, O ... O N

{v, }:3[—52 le}[o N ON, 0. 0N, | (12)
Y 21 11 1 2n 8n

Laskemalla edelld olevat matriisitulot saadaan

u, N, , O N 0O N ... N 0

{ul:{NL 0 N, 0 N .. N, o}q 13)
Y Ly 2y 3y - 8y

ja vastaavasti

v, 0 Nx 0O N 0.. ON

{v’}:[o No O N O .. O Nﬂq (14)
Y Ly 2y 8y

joten venymakomponentit elementin alueella saadaan edella esitetyn perusteella muotoon

£, u, Ny O N, 0 N, ... Ngj, O
&= v, |5 0 N, O N,, 0 .. 0 Ngl|g=Bq (15)
yxy u,y +V,x Nl,y le N2y N 2x N 3y N 8y N &

Matriisia B kutsutaan elementin kinemaattiseksi matriisiksi, jonka avulla saadaan pisteen P
venymakomponentit kun elementin solmusiirtymat tunnetaan. Huomaa myds, etta edella oleva esitys
poikkeaa Chandrupatlan kirjan mukaisesta esityksesta. Tama johtuu siita, etten heti keksinyt, miten kirjan
notaatio sopii rotaatiosymmetriseen tapaukseen.

Jaykkyysmatriisi

Lineaarisesti kimmoisen kappaleen, jossa on yleinen jannitystila, kimmoenergia saadaan lausekkeesta

u:juodv:ij&sdv
\% 2V

(16)
Jos pisteen P jannityskomponentit voidaan lausua
g, £ 1 v O
c=|0,|=De=DBqg= ) 1 0 |Bq
Ty 0 0 1-v
L 2 ] (17)
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niin saadaan elementin kimmoenergia lausuttua muodossa

11
U =5quBTDBqdv :EthJ.BTDBqu =—1th j j B'DBJdédr q (18)
2v 2 A 2 -1-1
joten elementin jaykkyysmatriisi (16'16) on
11
ke:t”BTDBdedfy (19)
-1-1

missa t on elementin vakioksi oletettu paksuus. Jaykkyysmatriisi lasketaan numeerisesti kayttden yleensa
Gaussin integrointia ja 2x2 pisteen naytteenottoa.

Ekvivalenttiset solmukuormitukset
Tilavuuskuormituksen aiheuttama ekvivalenttinen solmukuormitus

Lasketaan ensin tilavuuskuormituksen f aiheuttama ekvivalenttinen solmukuormitus. Tata varten lausutaan
tilavuuskuormituksen potentiaali

vvp:—jqudv:—tjqudA
v A (20)

missa t on elementin vakiopaksuus. Siirtyma u elementin alueella voidaan lausua

G

d,

0;

, N, 0O N O N, --- N 0

U= U(f”) :{ 1 2 3 8 } 4,4 =Ng (21)
v(é.n) O N O N, 0 -+ 0 Ngilaq

Os

Chs |

joten tilavuuskuormituksen potentiaali
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_Nl O_ _lex

0 N, N, f,

N2 O szx

0 N,|[f, L1l N, f

WP:—thjNdeA:—thj \ 02 {f }dAz—thJ-.[ szy Jdédn =-q'fV (22)

A A 3 y -1-1 37x

8 O N8fx

L 0 N8_ _N8fy

Ekvivalenttinen solmukuormitus lasketaan numeerisesti kdyttden Gaussin integrointia ja tavallisesti 2x2

pisteen naytteenottoa.

Tasaisen reunapaineen aiheuttama ekvivalenttinen solmukuormitus

Tarkastellaan elementin, jonka paksuus t oletetaan vakioksi, reunaa solmulta 2 solmulle 3. Muut reunat

menevat vastaavalla tavalla.

Qx

X

T
Elementille kohdistuu reunapaine, jonka komponentit globaalissa koordinaatistossa ovat p = ( P, py) .

Kuormituksen potentiaali on

WP=—IqudAz—qTJ'NTpdAz—qTJNTptds (23)
A A s

missa integrointi ulotetaan nyt reunaviivan 2-6-3 yli. Koska riittdaa kun interpolointi koskee vain reunaviivaa,

niin sovitetaan viivalle yksiulotteinen interpolointi.
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G
4,
u N° O NS O NP O
W= l=l e e el =N (24)
vSON10N20N3q6
Chs
[ %o
missa yksiulotteiset kvadraattiset muotofunktiot ovat
s 1
NS =-=¢(1-¢)
2
1
N; ==&(1+¢) (25)

Reunaviivan pisteet interpoloidaan
3
X = NX, + NSX,+ N3X = z NPX
i=1
3
—_— S S S —_ S, ,S
Yo = N7, + NGy, + N3ye= D Ny,
i=1

differentioimalla saadaan
3

dx, = N7 xd& + N3 xdé+ N3 xdé => N, x dé =J,dé
i=1

3
dy, = Nngde("' N;gY3d<z+ Nssgyedg = z NiSJYiS dé = Jy dé
=

koska ds=/dx* +dy?, niin
ds=,/J? +Jy2 dé

NS 0
0 N
LINS Ol p
WP =—q't[| 2 | J3Z+32dé (26)
s M y
N; 0
| 0 N7




Levys8 ja R$4 hum 11.11.13

joten tasaisen reunapaineen aiheuttama ekvivalenttinen solmukuormitusvektori saadaan

o
Ny p,
fp:tjl. NP | 3237 g2 27)
NS p o

I M2 Py

N; P,
| N;p, |

jonka komponentit lasketaan yleensa numeerisesti kahden tai kolmen pisteen naytteenotolla.

Kuormituksen voimakomponentit sijoittelusummataan reunaviivan 2-6-3 tapauksessa elementin

T
vapausasteita (C{3 d, 05 ds qllqlz) vastaaville globaalivapausasteille.

Rotaatiosymmetrinen elementti

Jos laskettavan kappaleen muoto on pydrahdyssymmetrinen ja myos siihen kohdistuva ulkoinen kuormitus
on pyordahdyssymmetrinen, niin kdyttdmalla rotaatiosymmetrisia elementteja, sadstetdaan laskentamallissa
huomattavasti aitoon kolmiulotteiseen laskentamalliin verrattuna.

Kuten kuvasta huomataan, on x-akseli nyt korvattu r-akselilla ja y-akseli z-akselilla. Tarkastellaan sitten
pyorahdyssymmetrisen mallin venymakomponenttien maaritysta.
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w+w,Az

o]

0O
C

Az

W

RSS! PR o

Kuvassa yhtendisella viivalla on merkitty suorakaidetta, jonka pituus on kuormittamattomana Ar ja korkeus

on Az . Ulkoisen kuormituksen vaikutuksesta pisteen P siirtyma on (u,w). Venyman maaritelman nojalla

é‘l’

EZ

Koska kaytetdan pienten venymien teoriaa, jolloin & = tana , niin leikkausmuodonmuutos saadaan

w+w,AZ-w
- :W

u+u Ar-u _
Ar o
(28)

V4

Az

saadaan laskemalla yhteen alla olevan kuvan kulmat a, ja a,, joten

Az

(29)

Venymakomponentit ovat taysin samat kuin tasotapauksessa, mutta viela pitaa huomioida kehan

suuntainen venyma. Kuvan perusteella

10
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.= (r+u)ag-ra6 u
? raAg r (30)

Huomataan, etta kehan suuntainen venymakomponentti saa epamaaraisen muodon origossa. Yhdistamalla
edelld olevat komponentit saadaan ne ladottuna

u £

T r

| W |_| &
u,z+vv,r yrz
ulr &, (31)

Joissain elementtimenetelman kirjoissa latomisjarjestys on erilainen eli kaksi viimeistd komponenttia on
vaihtanut paikkaa.

Pisteen P jannityskomponentit saadaan nyt yhteydesta

B B o)

- E(-0) |(-0) ' ° (1-0), 32
TN o)), o, 1w o (32)
2(1-v)

T aa ° '

missa kimmomatriisi D saadaan kolmiulotteisesta kimmomatriisista poistamalla kaksi rivia ja kaksi saraketta
seka vaihtamalla leikkausjannityksen ja kehajannityksen paikkaa.

Kasitellaan tassa nelisolmuisen rotaatiosymmetrisen levyelementin lausekkeet. Kahdeksansolmuisen
elementin vastaavat lausekkeet on helppo johtaa vertaamalla 4- ja 8-solmuisen tasoelementin lausekkeita.

11
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Nelisolmuinen pyorahdyssymmetrinen levyelementti

Tarkastellaan kuvan nelisolmuista pyérahdyssymmetrista levyelementtia.

K
(r2,)

Pisteen P koordinaatit voidaan lausua emokoordinaattien &ja /7avulla

r(&) =N (Em)r+ N, (Em)r+Ny(En)r+ N (En)r,

(33)
2(£.7) = Ny(£.7) 2+ N, (£.7) 2,+ N, (£.7) 2+ N (€ 17) 2,
missa funktiot Ny, N, , N5 ja N, ovat levyelementin bi-lineaariset muotofunktiot
1
N,(§07) =N, =2 (1= &) (1)
1
N,(¢.7) =N, =2 (1+¢)(1-7)
34)
1 (
Na($.7) = N,y =7 (1+ &) (1+)
1
N4(£’/7) = N4 :Z(l_f)(l"'”)
Vastaavasti elementin alueella siirtymakentta lausutaan solmusiirtymien avulla
u(&,7) =Ny (€.77) @+ N, (€.7) as+ No(€7) as+ N (€ 17)d,
(35)

w(&,7) =N, (€,7)a,+N,(E,7)a,+Ny(E7)dg+ N (E7)a;

12
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Lahdetdan sitten etsimaan venyman lauseketta elementin alueella. Tata varten derivoidaan siirtyman u
lauseke emokoordinaattien suhteen

L 2dudr ou gz
< 9r 08 9z of
_O0u pr ou 0z
T or on 0z on

(36)

Derivaatat voidaan lausua matriisimuodossa

u r VA u u
Uﬂ I”n Zn UYZ U’Z
missa matriisi J on kuvauksen Jacobin matriisi

; :l[(l—ﬂ)r21+(1+/7)r34 (1-17) z,,+( 1+ 1) 234} -

4 (1-&)ry +(1+&)ry, (1-8)z,+(1+€) 2z,

Matriisi on sama kuin tasotapauksessa kunhan x korvataan sateella r ja y korkeudella z. Vastaavasti
siirtymille u ja w saadaan

U(Eﬂ):N1ql+N2Q3+N95+NH7:[N1 0 N, O N; O N, qq
us=[Ny; 0 N, 0 Ny 0 N, 0fq
u,=[N, 0 N, 0 N, 0 N, 0fq

(39)
W(fu”):N1Q2+N2CI4+NQG+NHS:[O N, O N, 0O N; O qu
w,=[0 Ny 0 N, 0 Ny 0 N]q
w,=[0 N, 0 N, 0 N, 0 N,]q
koska siirtyman u derivaatta koordinaattien r ja z suhteen on
u, _ U, _ g N, O N, O Ny 0 N Oq (40)
u, u, N, O N, ON;,, ON, O

niin laskemalla matriisitulo saadaan

{u,rj|:|:Nl,r 0 N, O N; O N, O}q (1)

13
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missad J on Jacobin matriisin determinantti ja vastaavasti siirtyman w derivaatta koordinaattien r ja z

suhteen

w 0O N 0O N 0 N O N

T - 1r 2r 3r 4r q (42)
w,| [0 N, ON,, ON;, 0N,

joten venymakomponentit elementin alueella saadaan edella esitetyn perusteella muotoon

, u, N, O N, O N, O N, O
£ w 0 N 0 N 0 N 0O N
z | ,Z — 1,z 2z 3z 4z q - Bq (43)
yrz u,z +Vv,r Nl,z Nl,r N2,z N 2r N 3z N 3, N & N 4,
& ul/r N,/r 0 N,/r 0 N;/r 0 N,/r O

Matriisia B kutsutaan elementin kinemaattiseksi matriisiksi, jonka avulla saadaan pisteen P
venymakomponentit kun elementin solmusiirtymat tunnetaan. Kinemaattisen matriisin viimeisella rivilla
oleva r on pisteen P r-koordinaatti, joka lasketaan interpoloimalla

r(&m) =N+ N+ Ny + N,
Jaykkyysmatriisi

Lineaarisesti kimmoisen kappaleen, jossa on yleinen jannitystila, kimmoenergia saadaan lausekkeesta

u:juodv:ij&sdv
\% 2V

(44)
ja jos pisteen P jannityskomponentit voidaan lausua
_ v ” _
1 0
(1-v) (1-v)
g U U
' 1 0
o E(1-v 1-v 1-v
c=| ° =Ds:DBq:—1+( 1)2[} (1=0) L2 ( )0 Bq (45)
I, ( U)( ) 0 0 _ 0
g, 2(1-v)
U U
0 1
(1-0) (1-0) |
niin saadaan elementin kimmoenergia lausuttua muodossa
1 1 1 0
U =EIqTBTDBq dv =EqT2njBTDBr dAq =—2qT2n”BTDBrJ dédn q (46)
\Y A -1-1

14
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joten elementin jaykkyysmatriisi on

K, :27THBTDBer£d/7

-1-1

(47)

Jaykkyysmatriisi lasketaan numeerisesti kdyttdaen yleensa Gaussin integrointia ja 2x2 pisteen naytteenottoa.

Ekvivalenttiset solmukuormitukset

Tilavuuskuormituksen aiheuttama ekvivalenttinen solmukuormitus

Lasketaan ensin tilavuuskuormituksen f aiheuttama ekvivalenttinen solmukuormitus. Tata varten lausutaan

tilavuuskuormituksen potentiaali

vvpz—jqudv=—2njqurdA
\ A

Siirtyma u elementin alueella voidaan lausua

G
0,
G
y= u(é.n) {Nl 0O N, 0 N, 0 N, o} % - ng
w(&n)| |0 N O N, O N, O N, g
Os
4
LG
joten tilavuuskuormituksen potentiaali
_Nl 0 _
0 N,
N, O
T T T O N2 r T 0
WP = —q 2an frdA=-q 2nj rdA=-q 277”
A ALY f, ey
0 N,
N, O
| 0 N,| i

15

N, f |

1'r

N, f,
N, f,
N, f,
N, T,
N, T,
N, f,
N, f

4 "z |

(48)

(49)

Jrdédn =-q'f¥ (50)



Levys8 ja R$4 hum 11.11.13

Ekvivalenttinen solmukuormitus lasketaan numeerisesti kdyttaen Gaussin integrointia ja 2x2 pisteen
ndytteenottoa.

Tasaisen reunapaineen aiheuttama ekvivalenttinen solmukuormitus

Tarkastellaan elementin reunaa solmulta 1 solmulle 2. Muut reunat menevat vastaavalla tavalla.

r
Q4
2
B q
o ds (rZ’ZZ)
a,
(r,zy)
Z dA=2mr ds
[
ds==d
S : '3

Elementille kohdistuu reunapaine, jonka komponentit globaalissa koordinaatistossa ovat p = ( P, pz) .

Kuormituksen potentiaali on

WP=—IIUTpdA=—qT2ﬂIN(S)TprdS (51)
A S

missa integrointi ulotetaan reunaviivan 1-2 yli, joka siis pyorahtaa z-akselin ympari. Koska riittaa kun
interpolointi koskee vain tata reunaviivaa, niin sovitetaan viivalle yksiulotteinen interpolointi.

G
u(é)=| = |= NN 0, =N,
W] [0 N° 0 Nj|lg (52)
a,

r(&)=Ncr, +Nor,

missa

16
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s_Lp_
NF=2(1-¢)
1
N> ==(1+¢
=58) 55
Reunaviivan pituus on |, =/r + Z5,, joten dS=|—;dfja potentiaali
(1-8) o
(1 0 (1-¢)|[m
WP=-q'7l_|= " (1- 1 dé=-q'f° 54
q ﬂ5£4 (1+<r) 0 P, [( f)rl+( +£)rz] §=-q (54)
0 (1+¢)
joten tasaisen reunapaineen aiheuttama ekvivalenttinen solmukuormitusvektori saadaan
pr (2r1 + r2)
o 7| P (20 41) (55)
3| p(n+2r,)
pz(l‘1+2l‘2)

Kuormituksen voimakomponentit sijoittelusummataan reunaviivan 1-2 tapauksessa elementin

T
vapausasteita (0& d, ds q4) vastaaville globaalivapausasteille.
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