Levy4 hum 6.11.13

Nelisolmuinen levyelementti

Tarkastellaan kuvan nelisolmuista levyelementtia.

Js
(%,Y>)

Pisteen P koordinaatit voidaan lausua emokoordinaattien &ja 77 avulla, jotka ovat normeerattu vilille

0[-1 1].n0[-1 9

X(&.17) = Ny (€)% + N, (&,7) %, + Ny (&,7) %, + N, (£,77) %,

(1)
y(En) =N (E7) v+ N, (E,7) Y, + Ny (E,7) Y + N, (E,7) Y
missa funktiot Ny, N, , N3 ja N, ovat levyelementin bi-lineaariset muotofunktiot
1
N, (&,7) =N, =Z(1—E) (1-n)
1
Nz(ﬁt’”) = Nz :_(1+§t) (1_,7)
4 2

Na(€) =Ny =5 (1+6) (L)

N.(Em) =Ny = (1-€) (L)

Helposti huomaat, etta edella olevilla funktioilla on taaskin ominaisuus, etta niiden arvo omalla solmulla on
1 ja muilla solmuilla 0. Lisaksi kaikkien muotofunktioiden summa elementin alueella on 1.
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Vastaavasti elementin alueella siirtymakentta lausutaan solmusiirtymien avulla

u(&,7)=N,(E,n7)a +N,(E7)a+ Ny (6,7) s+ N, (€7)a,
3)
V(€.7) =N, (67) 0, + N, (£7) A + N, (£,7) G + N, (£,7) G

Lahdetdan sitten etsimdan venyman lauseketta elementin alueella. Tata varten derivoidaan siirtyman u
lauseke emokoordinaattien suhteen
o, 20U, 0udy
* 0x 0 dy 9d¢
0upx  oudy
7 0x dn oy dn 4)

joka voidaan lausua matriisimuodossa

Us | _| Xe Ye || Ux -3 u,
ux’7 B Xx’7 yx’7 uxy B uvy (5)
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x=3[(1-8)(1-n) %+ (1+ ) (1-7) e + (L &) (L+7) 6 + (1- ) (1+7) ]

e =507 =%) + (@+7) (% =x)] =5 [(1-7) e+ (147) x,]

Ky =4[ (1=8) (% =)+ (14 ) (6 )] = 2[(1= ) %+ (1 8) %o o
y=21(1-8)(1-7) o+ (1+€) (1-n) o +(1+8) (+7) vo +(1-8) (1+7) v,

Ye =;11[(1—f7)(y2 =)+ (1+7) (Vs vs) ] =;11[(1—f7) Yo +(1477) ¥, |

Y, =%[(1—£)(y4 =¥) +(1+8)(vs - ¥2) ] =;11[(1—£) Yar +(1+€) s, |

joten Jacobin matriisi nelisolmuiselle levyelementille on

_1[(1-0) X +(1477) %, (1—/7)y21+(1+/7)y34} -
4 (1_5) X4l + (1+ E) X32 (1_ E) y41 + (1+ 5) Y32

Matriisista huomataan, etta se ei ole enaa vakio elementin alueella. Vastaavasti siirtymille u ja v saadaan
1
u(ém) =7 (1=6) (L-n)a + (1+ &) (1-7) 6o+ (1+ ) (147) o +(1- &) (1+77) 4 |
1
ue =5 [(1-7) (e -a) +(1+n) (o - o)

u, =3[ (1-8) (@ -a)+(1+ ) (e -a.)]

v(&n) = 3[(1-6) (2-n) o, +(1+ ) (1-n)a, +(1+€) (1+7) 6 +(1-€) (L),

(8)

ve=3[(1-7)(0-a) +(1+7) (6 )]

v, =320(1-) (6 -a) + (1) (0 -a.)]

joten siirtymien derivaatat emokoordinaattien suhteen voidaan kirjoittaa

u, -(1-n) O (1-n) 0 (1+n7) 0 —(1+n) 0
u,|_1/-(1-¢) 0 -(@2+¢) 0 (1+¢) 0o (1-¢) 0 ©
v.|"4 0 -@-p) o (1-p) o (1+5) o —(+p)|

v 0 -(1-¢§) 0 -1+ 0 (1+é) o0 (1-¢)

koska siirtyman u derivaatta koordinaattien x ja y suhteen on
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Us

|:u,x} :1[ Jzz —le}{u’ﬂ :1{‘]22 _le 0 O} u, (10)
u, J _‘]21 J11 u, J _J21 ‘]11 00 Ve
Va

missa J on Jacobin matriisin determinantti. Yhtalon jalkimma&inen muoto on tarkoitettu selventamaan,
miten yhtalo (12) on muodostettu. Vastaavasti siirtyman v derivaatta koordinaattien x ja y suhteen
Us
{Vx} _ 1{ Jzz _‘]12}{\/,5} — 1{0 0 Jzz _‘]12} u, (12)
Vy N e N v JJO 0 =J, Iy Ve

Vi

joten venymadkomponentit elementin alueella saadaan edella esitetyn perusteella muotoon

L J,, -J, O 0
g =] V =3 0 0 -J, J, |Ggq=AGq=Bq (12)
J

Yo J11 ‘322 _‘J12

missa matriisi G ndkyy yhtaldssa (9). Matriisia B kutsutaan elementin kinemaattiseksi matriisiksi, jonka
avulla saadaan pisteen P venymakomponentit kun elementin solmusiirtymat tunnetaan.

Jaykkyysmatriisi

Lineaarisesti kimmoisen kappaleen, jossa on yleinen jannitystila, kimmoenergia saadaan lausekkeesta

U =[u,dv :lj o' edV
\ 2V

(13)
jos pisteen P jannityskomponentit voidaan lausua
o, £ 1 v O
c=|0, |=De=DBqg= 7 v 1 0 |Bg
Ty 00 1-v
L 2 | (14)
niin saadaan elementin kimmoenergia lausuttua muodossa
1 1 1 +¢¢
U :—quBTDBqdv :—thjBTDBqu ==q't j j B'DBJdé&dn q (15)
2v 2 A 2 -1-1

joten elementin jaykkyysmatriisi on
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11
k,=t[ [B'DBJIdédy (16)
-1-1
missa t on elementin vakioksi oletettu paksuus. Jaykkyysmatriisi lasketaan numeerisesti kdyttaen yleensa
Gaussin integrointia ja 2x2 pisteen naytteenottoa.

Ekvivalenttiset solmukuormitukset
Tilavuuskuormituksen aiheuttama ekvivalenttinen solmukuormitus

Lasketaan ensin tilavuuskuormituksen f aiheuttama ekvivalenttinen solmukuormitus. Tata varten lausutaan
tilavuuskuormituksen potentiaali

va:—jqudv:—tjqudA
\Y A

(17)
missa t on elementin vakiopaksuus. Siirtyma u elementin alueella voidaan lausua
_ql_
4,
Gs
u(<, N, O N 0O N 0O N 0
U= (5,7) =|: 1 2 3 4 q4 :Nq (18)
vién)] [0 N, O N, O N, 0 N,|a
Os
4,
| % |
joten tilavuuskuormituksen potentiaali
I Nl 0 ] I Nl fx ]
0 N N, fy
N2 0 N2 fx
0 N, | f LLIN,f
WP=-q"t|NfdA=-q't g { X}dA:—th 2 Y 13dédn =—q'fY (19)
:[ !\' N3 0 fy J'll[l NS fx
0 N, N, fy
N, O N, f,
L 0 N4_ _N4 fy_

Ekvivalenttinen solmukuormitus lasketaan numeerisesti kdyttaen Gaussin integrointia ja 2x2 pisteen
ndytteenottoa.
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Tasaisen reunapaineen aiheuttama ekvivalenttinen solmukuormitus

Tarkastellaan elementin reunaa solmulta 4 solmulle 1. Muut reunat menevat vastaavalla tavalla.

Us

.
Elementille kohdistuu reunapaine, jonka komponentit globaalissa koordinaatistossa ovat p = ( o8 py) .

Paine voidaan muuttaa viivakuormitukseksi kertomalla elementin paksuudella t. Kuormituksen potentiaali
on

T T T
WP =~[u(s) ptds=~[u(s) rds=-q" [N(s) r ds
s s s (20)
missa integrointi ulotetaan reunaviivan 4-1 yli. Koska riittaa kun interpolointi koskee vain reunaviivaa, niin
sovitetaan viivalle yksiulotteinen interpolointi.

N® 0 N° O .
0 o ISV B B @
o,
missa
Nf:%(l—f)
N, :%(1+ ¢) -

|
Reunaviivan pituus on |, =+/X, + Y7, , joten ds = Esdg(ja potentiaali
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(1-¢) o e
: r r
We=s EI 13{ 105) {rjd{: _quis .
0 (1) g -
joten tasaisen reunapaineen aiheuttama ekvivalenttinen solmukuormitusvektori saadaan
rx
AL
2(r,
y (24)

Kuormituksen voimakomponentit sijoittelusummataan elementin vapausasteita (q7 0 qz)

vastaaville globaalivapausasteille.

Lampéotilan muutoksen vaikutus

Mikali elementin [Ampdtila muuttuu niin sanottuun referenssilampétilaan verrattuna maaran AT, niin siita
aiheutuu tasojdnnitystilan elementtiin venyma g, = (a AT aAT 0) . Koska kiinnittamattomaan

elementtiin ei aiheudu lampdotilan muutoksesta jannityksia, niin jannityksen lauseke on

Q

6=|0,|=D(e-g,) (25)

~N

Elementin kimmoenergian lauseke on nyt

_j £-%,) VZ%J(s—so)TD(s—so)dV

Ve
ZEJ.STDSdV —tJ.STDSOdA+%IsgD80dX (26)
——queq q tIJB De,J dédn+U¢
-1-1

Huomataan, ettd viimeinen termi on vakio, jolloin se hdvida derivoitaessa. Keskimmainen termi voidaan
lausua muodossa

11
-q"t [ [B'Dg,Jdédp =-q@, (27)

-1-1

missa vektoria



Levy4 hum 6.11.13

11
©.=t [ [B'De,Jdédn=(6, 6, 6, 6, 6 6, 6, §) (28)

-1-1

kutsutaan lampotilan muutoksen aiheuttamaksi ekvivalenttiseksi solmukuormitusvektoriksi, joka taas
saadaan numeerisella integroinnilla. Kaavassa @ on pituuden ldmpdlaajenemiskerroin [1/K] tai [1/°C] ja AT
[K] tai [°C] on [ampotilan muutos referenssilampdétilaan verrattuna.

Laskentamallin globaali solmukuormitusvektori F sijoittelusummataan vastaavasti kuin aiemmin on esitetty

F=pP+ Y (Y +0,+1?) 9)
e 29

Annettu solmukuormitus

Kaksiulotteisilla elementeilld annettua solmukuormitusta P tulisi yleensa valttaa, koska elementtijakoa
tihennettdessa kuormitusalueen jannitykset nousevat suuriksi. Kuormitus tulisi korvata aarelliselle matkalle
asetetulla painekuormituksella.



