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Galerkin’in menetelma

Galerkinin menetelman soveltaminen ei ole rajoitturain ongelmiin, jotka voidaan pukea
sellaiseen variaatiomuotoon, joka on seurauksemiftnaalin minimoimisesta, kuten
potentiaalienergian minimin periaate, joten Galeirkimenetelmaa voidaan pitaa naita
yleispatevampana ja se soveltuu myods epakonsetgdld systeemeille.

http://en.wikipedia.org/wiki/Boris_Galerkin

Differentiaaliyhtaloista

Differentiaaliyhtaldlla tarkoitetaan matematiikaggaalod, jossa esiintyy tuntematon yhden tai
useamman muuttujan funktio seka sen derivaattafeerBntiaaliyhtal6illa on runsaasti kayttoa
mité erilaisimmissa kaytannon sovelluksissa, eségti fysikaalisten ilmididen mallintamisessa,
mutta sovelluskentta jatkuu ladkeaineen poisturtaggssijakantojen vaihteluun.

Differentiaaliyhtaldiden ratkaisemiseen ei ole oésmsa mitaan yleispatevaa menetelméad, vaan
ratkaiseminen tapahtuu yleensa tunnistamalla yhigtyn muotoiseksi ja kayttamalla taman
nimenomaisen yhtalotyypin ratkaisumenetelmaa. Mdalon analyyttinen ratkaiseminen ei ole
mabhdollista, on tyydyttava numeeriseen ratkaisiuten elementtimenetelmaan.

Jos tuntematon funktio on yhden muuttujan funkegimerkiksi u(x), puhutaan tavallisesta
differentiaaliyhtalosta tai vain differentiaaliytigta. Esimerkkeja tavallisista
differentiaaliyhtaldista ovat

g,=-f,
EAu,, =-q, (1)
EI zV,xxxx = qx

Differentiaaliyhtalon kertaluku on sama kuin korkenan siiné esiintyvan derivaatan kertaluku.
Yll& olevista esimerkeista ensimmainen on ensimemékertaluvun differentiaaliyhtald, toinen on
toista kertalukua ja viimeinen on neljannen kenaludifferentiaaliyhtald.

Differentiaaliyhtal6é on lineaarinen, jos ratkaistavfunktiota tai sen derivaattoja ei ole korotettu
potenssiin. Sen sijaan yhtalon oikealla puolellaolia epalineaarinen etukéateen tunnettu funktio.

Jos tuntematon funktio on usean muuttujan funlesmmerkiksi v(x, y), kyseessa on
osittaisdifferentiaaliyhtald. Yhtélossa esiintydérivaatat ovat talléin funktion v
osittaisderivaattoja muuttujien (tassa x, y) sumtégsittaisdifferentiaaliyhtaldiden kasittely eroaa
jonkin verran tavallisista differentiaaliyhtaldistasimerkkeja osittaisdifferentiaaliyhtaloista ovat
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joista ensimmainen on Laplace’n yhtalo tasoss® jan homogeeninen eli yhtalon oikealla puolella
on nolla. Jalkimmé&inen on Poisson’in yhtald, jokestis epdhomogeeninen.

Sauvan differentiaaliyhtélo statiikan tasapainoehto  jen avulla

Tarkastellaan kuvawakiopoikkileikkauksista sauvaa, jonka vasen paa on kiinnitetty.
Paikkakoordinaatimx origo on asetettu sauvan vasempaan paahan.

L u(L)
| F.

X

Sauvan poikkileikkauksen pinta-ala Ana sen materiaalin kimmokerroin & Sauvaan kohdistuu
oikean paan pistevoiman lisaksi tilavuusvoitpnaohdetaan sauvan jannitysten differentiaaliyhtalo
kayttaen sauvan differentiaalipalasen voimatasahitoa.

..................

Vaakasuuntaisten voimien summa on

—o(X)A+(o(x) +do) A+ f, Adx =0 (3)
josta jakamalla pinta-alalla ja pituudetia saadaan jannityksen tasapainodifferentiaaliyhtalo
o, +f,=0 4)
kayttamalla sauvan suuntaiselle venymalle lausakett

£=u, (5)
ja normaalijannitykselle yhteytta

og=Ee=Eu,

saadaan yhtalosta (2) siirtymadifferentiaaliyhtal®

EAu, +q, =0 (6)
missa on kaytetty tilavuusvoiman sijaan voimanuystiheytta

q, = Af, (7)
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Galerkin’in menetelma

Galerkin’in menetelmalla ratkaistaan tutkittavaghseess®, joka edellisessa yhtaléssa (6) on
x0]0,L[, voimassa oleva differentiaaliyhtal6 likimaaratseBifferentiaaliyhtalé voidaan kirjoittaa

kompaktissa muodossa
Zu(x)=P x0Q (8)

missau on tuntematon funktio j& on lineaarinen differentiaalioperaattori. Esimkskiyhtalén (6)
operaattori on muotoa

—en s
L=EA_; 9)

ja ns. kuormitustermi

P=—q (20)

X

Tarkassa ratkaisussa differentiaaliyhtalo totewtikittavan alueen jokaisessa pisteessa. Jos yhtalo
halutaan ratkaista vain likimaaraisesti, voidaankfio u korvata likimaaraisella funktiolla

i(x)=)Q6 (12)

missaG; ovat tunnettuja funktioita ns. kantafunktioitakgrtoimetQ; ovat toistaiseksi
tuntemattomia. Likifunktion tulee toteuttaa myoseailisiksi valitut reunaehdot, joita edellisessa
sauvatehtavassa on vain yksi &0) = 0. Luonnollisiksi valitut reunaehdot hoidetaan maull

tavalla, yleensa osittaisintegroinnilla, jolloinidgaan myos lieventaa kantafunktioiden
derivoituvuusvaatimuksia. Maaritelladn yhtalén eifnesiduaali)

e(x)=<a-P (12)

ja koitetaan saada virhe jollain painofunktiollarkétana keskimaarin haviamaan
tarkastelualueessa.

[w (<a-pP)da=0 i=1-n (13)

Painofunktion valinnan perusteella on olemassaaisei ratkaisumenetelmia. Galerkin’in
menetelmassa painofunktioina kaytetaan kantafumki®.

[G(«a-P)da=0 i=1-n (14)

Eras Galerkin’in menetelméan esitysmuoto on kayititégraalissa (13) painofunktion paikalla
yritteen (11) variaatiota tuntemattomien paramat@esuhteen

Ji(x) :Z QG (15)
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[ou(<a-P)da=0 (16)

Q

Asettamalla nyt vuorollaan kaikki muut variaat#®, j #inolliksi paitsi 5Q , niin saadaan n

kappaletta yhtaloita, jotka ovat muotoa (14) kewnad vakiollasQ , joka ei ole nolla, joten yhtalon
(14) tulee olla nolla.

Alla olevassa esimerkissa on kaytetty edella égédehuotoa (16), joka tdssa esimerkissa voidaan
tulkita virtuaalisen tyon periaatteeksi.

> Esimerkki: Sauvaa rasittaa tilavuusvoima= pg ja pistekuormd = 10 kN,
materiaalin kimmokerroift = 200 MPa, teraksen tiheys= 7850 kg/m, g =
9.81 m/4, L = 2000 m ja A = 0.001 MM&érita vapaan paan siirtyma ja tyven
jannitys. Valitaan tehtavan siirtymalle kinemaasis kaypa yrite:

a(x) = Z Q G =Qx+Q,x*ja olkoon virtuaalinen siirtyma (siirtyman variagti
i=1

ad(x) = oQx+Q,x* . Kaytetaan Galerkin’in menetelméaa yhtaloon (4) eli

u(x)

quxdu dx + Aj f didx =0. Osittaisintegroimalla ensimmainen termi saadaan
L L

Alo(x)au]. - A{jaaqx dx- [ f,dtdx |=0.
L L

Ottamalla huomioon, etta
ou(0)=0,00(L)= 30, =dQL+dQ,L*, 0 =EU, ja Ac()=F saadaan

<—| - - - - - - - - - -
M

Fou, - AD Ed, 5qx dx—jpg ol dx} =0
L L
eli

FOQL - A{ [E(Q+2Q,x)3Q,dx~ [ pg xJQldx} =0 0JQ,

FoQ,L2 - AD E(Q, +2Q,x) 2x3Q,dx~ [ pg x25Q2dx} =0 00Q,

jossa ensimmainen yhtaloistd on saatu asettar@llaoja toinen vastaavastiQ =0.
Supistamalla ao. variaatioilla saadaan

FL- A{J' E(Q +2Q,x) dx—jpg xdx} =0
FL® - A{J' E(Q +2Q,x) 2xdx—.[pg xzdx} =0
FL

1
'L[(Ql +2Q,X) dx:E'L[pg xdx+E—A

1 FL2
'L[(Ql +2Q,x) 2xdx = E'L[pg xzdx+a
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> FL pgL  F
L+Q2=P% & o +QL=m 4 —
QAL+Q, 2E  EA Q*Q 2E  EA
4 pgl®  FL? pgk _F
LP+-Q L = — - +40 L =430
% 3Q2 3E EA R+, E
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3 At : ) =5 i
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<7 2E o m

Upnato(®) = Qux+ Qs weo(L) = 0.8Tm

|l'-. H‘l
oy (x) = E-| iumatn[x} | o,(0) = 164.017MPa
\dx J

Huomataan, ettd Galerkinin menetelmé& antoi "santaioksen kuin laskuharjoituksen 3 tehtava 3.
Erona on tietysti kantafunktiot ja pistevoifigjoka puuttui harjoitustehtavasta.

Variaatiomuodosta vahvaan muotoon

Tama jatko on tarkoitettu vain asiasta kiinnostliekKokeillaan viela, saadaanko yhtalo (6)
johdetuksi lahtien potentiaalienergian minimin patteesta. Lineaarisesti kimmoisen sauvan
kimmoenergia

£ £ E 1 L
U =||ode=||Eede =[=¢€* == [ EAUZdx 17
{ae=| eaef5e =5 an
Ulkoisen kuormituksen (pistevoima ja tilavuusvoirpajentiaali

W, = —JL' A(X) f, u(x)dx—F_u(L) (18)



Potentiaalienergian minimin periaatteesta saadaan
oM =38U +5W,

Kimmoenergian variaatio

L EA L
ou :j—a(uz)dx:jEAu ou dx
2 X ! X X

0
joka osittaisintegroinnilla saadaan muotoon, jagsaiirtymanu variaatio
L L
ou = j EAu,du dx = EAu,, (L)du(L) - j EAU,, du(x) dx
0 0
Ulkoisen kuormituksen variaatio
L
MW, =- j A(X) f, du(x) dx - F, du(L)
0
ja yhtald (19) menee muotoon
L L
JN = EAu, (L)du(L) - j EAU,, du(x) dx - j AX) f, du(x)dx—F_du(L) =0
0 0

ottamalla huomioon, ettéAu,(L)du(L) - F_ du(L) =0, saadaan yhtalosta (19)

L
on :—J‘(EAuvxx+Afx)5u(x)dx:0 Odu

0

joka on mahdollista vain joBAu,, +Af, =0
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