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Dynamiikan tehtava

Lahdetaan liikkeelle statiikan perusyhtalosta

KQ=F (1)

Hitausvoimaperiaatteen mukaan yhtdloé on voimassa myods dynamiikan ongelmassa, mikali
kuormitusvektoriin F sisallytetdaan lisaksi hitausvoimien ekvivalenttiset lausekkeet, jotka kootaan tavalliseen
tapaan sijoittelusummaamalla ne elementeittain. Hitausvoima voidaan tulkita tilavuusvoimaksi, jonka
tiheys on

f2=-pi )

Olettamalla, etta elementin kunkin pisteen P kiihtyvyys voidaan lausua elementin solmukiihtyvyysvektorin
avulla muodossa

u=Nq 3)

saadaan elementin vastaavat ekvivalenttiset solmuvoimat

" ==[ pNTNGaV =~ pN"NaV §=-m, g (4)

Ve Ve

Kutsutaan edelld olevaa matriisia elementin (konsistentiksi eli yhteensopivaksi) massamatriisiksi, mikali
kdytetdaan samaa interpolointimatriisia N kuin siirtymadkentan muodostamisessakin

m, = ijTN \Y, (5)
Ve

Statiikan perusyhtal6é saadaan nyt muotoon

KQ=F+ > "f"=F->"mj (6)

Vastaavalla tavalla kuin koko laskentamallin jaykkyysmatriisi saatiin elementtien jaykkyysmatriiseista
sijoittelusummauksella, saadaan myds koko laskentamallin massamatriisi

M=">"m, (7)

Massamatriisilla M on sama dimensio ja puolinauhanleveys kuin koko laskentamallin jaykkyysmatriisilla K.
Kontinuumirakenteen lineaarisen vaimentamattoman liikeongelman FEM-mallin perusyhtal® saatiin nyt
muotoon

MQ+KQ=F (8)
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Konsistentin massamatriisaonsistent mass matrix otti tiettdvasti ensimmaisena kayttéon Archer v.
1965. Aikaisemmin oli kaytetty yksinkertaisempaass@mnatriisia, jossa elementin massa oli jaettu
pistemassoiksi elementtien solmuille. Tallainen saasatriisi on lavistajamatriisi, josta
englanninkielessa kaytetaan nimitysignped mass matrix.

Yleisesti ottaen konsistentin massamatriisin kajthiaa tarkempiin tuloksiin kuin keskitetyn
massamatriisin kayttd. Joissain tehtavatyypeisg@ikin lavistgjatyyppisen massamatriisin kaytto
on huomattavasti tehokkaampaa kuin nauhamaisemsmatEsimerkiksi kdanteismatriisin saa
ottamalla lavistajaalkioiden kaanteisluvut.

Sauvaelementin massamatriisi
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Sauvan siirtyma voidaan lausua
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missa interpolaatiofunktiot ovat
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joten konsistentin massamatriisin lausekkeeksiaaad
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Huomataan, ettd massamatriisi ei rijpu sauvan astanKeskitetty massamatriisi saadaan
laskemalla kunkin rivin summa lavistgjalle
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Palkkielementin massamatriisi
Kolmen solmuvapausasteen palkkielementti
Palkin siirtymat u ja v voidaan lausua
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missa muotofunktioiden matriisi on
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Massamatriisi voidaan muodostaa myos liike-energian lausekkeesta, kuten seuraavassa esityksessa. Palkin
kineettinen energia on
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Jos palkin poikkileikkaus on vakio, niin sen liike-energia voidaan kirjoittaa
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suorittamalla integroinnit saadaan massamatriisiksi (consistent mass matrix of 6-dof EB beam)
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m=_ (17)
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Saatu massamatriisi muuntuu koordinaatiston kisadsuten vastaava jaykkyysmatriisi

m,=L"m'L (18)

Xy

Sijoittamalla palkin massa pistemassoiksi solmyalieliksi, saadaan kolmen solmuvapausasteen
palkin keskitetty massamatriisi
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Kahden solmuvapausasteen palkkielementti

Kahden solmuvapausasteen palkkielementin mass@&naftadaan poistamalla kolmen
solmuvapausasteen palkkielementin massamatrisnstiZnmainen ja neljas rivi ja vastaavat
sarakkeet. Alla on myos keskitetty massamatmisi
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Akselielementin massamatriisi

Vaantodakselin elementtina kdytetdan kuvan mukaista kohden solmun lineaarisen interpoloinnin
elementtia.

P

Maaritetdan sen konsistentti massamatriisi. Elementin tiheys on o poikkileikkauksen polaarinen
nelidmomentti /,, pituus L ja pinta-ala on A.

Elementin siirtymasuureet (kiertokulmat) on havainnollistettu kuvassa

Lausutaan elementin liike-energia solmunopeuksien (kulmanopeuksien) avulla.
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Te:%qucq:jvjej%dex

missa dJ, on x-akselin suhteen laskettavan hitausmomentin differentiaali. Elementin alueessa

solmunopeuksien approksimointiin kdytetddn samoja interpolaatiofunktioita kuin siirtymillekin

#(£)=Na+Ng, =[N, Nz]mmq N=L-g)
¢({):N1q1+N2q2=Nq NZZ%(1+{)

hitausmomentin differentiaali on

d, (x,y,2) = pridv = dJ, (x) =J'J'(y2 + zz)dA,adx=(IZ + Iy)pdx= | odx

A

missa r on differentiaalialkion etdisyys x-akselista ja I, on poikkipinnan polaarinen neliémomentti.
Kulmanopeuden nelié saadaan

#*(&)=¢"9=a"N"Ng
Liike-energian lauseke saadaan nyt muotoon
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joten konsistentti massamatriisi saadaan homogeeniselle palkille
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kerrointermi saadaan tarvittaessa vield muotoon

missa K on poikkipinnan hitausséde (katso esim. Dynamiikan perusteet)

Ominaisvarahtely

Kun liikeyhtaldssa (8) kuormitusvektdfion 0, saadaan ominaisvarahtelyjen yhtalo
MQ+KQ=0 (21)

Tama edustaa vaimenematonta ominaisvarahtelyés¥alalla aikaorigo sopivasti, voidaan sen
yleinen ratkaisu esittdd muodossa
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Q(t) =Q,sinwt (22)

joten kyseessa on harmoninen varahdysliike, jomkmaiskulmataajuus ow ja amplitudivektori
Qo. Varahdystaajuud = w/ 277 ja varahdysaikd =1/ f =27/ w.

Sijoittamalla ratkaisu ominaisvarahtelyjen yhtal@aadaan kahden matriidgtnja M
ominaisarvoyhtalo

KQ,=w'MQ, (23)

Yhtalo voidaan usein muuntaa yhden matriisin onsiaaioyhtaloksi, mutta suurilla systeemeilla
muunnos ei kannata. Vaihtamalla merkint6ja yhtakb muodon

KXx=AM x (24)
Talla yhtalolla on triviaaliratkaisux = 0 liséksi ratkaisuja vain, jos determinanttiyhtalo
deffK -AM]= 0 (25)

toteutuu. Determinanttiyhtalolla on n juuia missé n on matriisied jaM dimensio. Ne ovat
yhtéalon (24) ominaisarvot ja kutakin niistd vastasa ominaiskulmataajuutens:ap:\/)l_i. Kun
ominaisarvai; sijoitetaan yhtaloon (24) saadaan tasta ratkaistgsava ominaisvektoxi. Se
edustaa kyseisen ominaisvarahtelyn ominaismuoti@lidysmuotoa). Ominaisvektorin pituus ei

ratkea yhtalosta (24), silla yhtalon ollessa honeogeen se toteutuu myds vektoritta;, misséa
on mielivaltainen vakio. Tasta seuraa, etta omuskitorit voidaan normeerata. Talla kurssilla

riittda kun normeerataan vektorin ensimmainen akio 1. Edella esitetty normeeraus ei tietysti
onnistu, jos ensimmainen alkio on 0, jolloin voidaaittaa valita (esimerkiksi) toinen alkid, =1.

Tavallisesti ominaisarvot numeroidaan suuruusjiyisessa pienemmasta suurempaan, jolloin on
voimassak jaM oletetaan positiivisesti semidefiniiteiksi)

0SA <A, <A A <o (26)

Ominaisarvo 0 tulee kyseeseen, jos systeemillé@ykén kappaleen liikemahdollisuus. Vastaavasti
ominaisarvoe on mahdollinen, jos systeemilla on massattomia wsgsteita, jolloin massamatriisi
M on singulaarinen ja siis positiivisesti semidefiniTama ominaisarvo voi tulla kyseeseen, kun
kaytetaan keskitettyja massamatriiseja siten, edtaatiovapausasteille ole annettu hitautta.



