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CST-elementti

Tarkastellaan kuvan kolmisolmuista kolmioelementtig, jota kutsutaan vakiovenyman kolmioelementiksi
(Constant Strain Triangle).

|

y

0) X

Pisteen P koordinaatit voidaan lausua emokoordinaattien & €[0,1] ja 7 €[0,1] avulla

X(én): N1(§,U)><1+Nz(§ﬂ7)xz+Ns(fiﬂ)xe

y(&m)=N,(&m) ¥, + N, (E.m) Y, + N3 (E.1) ¥, 1)

missa funktiot Ny, N, ja N3 ovat kolmioelementin lineaariset muotofunktiot

N,(&,m)=N,=¢&
N,(&,7) =N, =n
Ns(é,U)Zstl—i—U (2)

Helposti huomaat, ettd edelld olevilla funktioilla on ominaisuus, etté niiden arvo omalla solmullaon 1 ja
muilla solmuilla O (Delta function property). Lisaksi kaikkien muotofunktioiden summa elementin alueella
on 1 (Partitions of unity). Molemmat ominaisuudet ovat muotofunktioiden vaatimuksia, joten jos haluat
kehitelld omia muotofunktioita, niin kannattaa yrittd4 saada funktiot toteuttamaan naéma vaatimukset.

Vastaavasti elementin alueella siirtymakenttd lausutaan solmusiirtymien avulla

u(&,m)=N,(&1)d+N,(&n)d+Ng (&)

v(&n)=N,(&n)a,+N,(£:m)a, +N;(£.7)0, 3)
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Lahdetdan sitten etsimaén venyman lauseketta elementin alueella. Taté varten derivoidaan siirtymén u
lauseke emokoordinaattien suhteen

L U X ou oy
CX 08 oy OF
ou ox auay

uv’?
ox on 8y on (4)

joka voidaan lausua matriisimuodossa

us | [xe v |u, _3 u,
uv'] - Xv'l yv'l uvy - uvy (5)

missa matriisi J on kuvauksen Jacobin matriisi. Kolmioelementin tapauksessa

X=EX +1X, +(1-& 1) %
X: =X —X3 = X3
X, =X, = X3 =Xy

y=Ey+ny,+(1-E-1) Y,

Y,g =YY= Y53
Y, =Y Y3 = Yas (6)
joten Jacobin matriisi lineaariselle kolmioelementille on
J — |:X13 y13:|
X23 y23 (7)

Ratkaistaan sitten siirtyman u derivaatat koordinaattien x ja y suhteen

|:u,x:| { y23 _y13}{u,5} { y23 y13u,n }
DI X JLUa | Pl st + %ty ©)
koska

u(&.n)=<¢q,+n0,+(1-£-n)q,

ug =0 —0s
U'n =0; =05 (9)
niin

u,x YZs(q qs)_YB(q qs)} {YB 0 Ya1 0 Yio 0}
q (10)
{ } IJI{ )

Xo3 (0 — 05 )+ %5 (0l 0 X3 0 X, O
vastaavasti
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v(&.n)=£0, +n09, +(1-&-n)q,

V,g =0,
V,q =0, -G (11)
joten

{V'X} i|:y23(q2_q6)_y13(q4_q6):| 1{0 Ya3 0 Ya1 0 y12:|q

V,y B |'J| _XZS(qZ _QG)+X13(Q4_QG) - |'J| 0 X3 0 X3 0 Xy (12)
Venymékomponentit elementin alueella saadaan edell& esitetyn perusteella muotoon

Ex u, (Ve O Ya Oy O

&= Yy [T m 0 x, 0 x; 0 Xx,[q0=Bq

?/xy u,y + V,x X32 y23 X13 y31 X21 y12 (13)

missa elementin alueella vakiona séilyvda matriisia B kutsutaan elementin kinemaattiseksi matriisiksi, jonka
avulla saadaan pisteen P venymakomponentit kun elementin solmusiirtymét tunnetaan.

Jaykkyysmatriisi

Lineaarisesti kimmoisen kappaleen, jossa on yleinen jannitystila, kimmoenergia saadaan lausekkeesta

U:J.UOdV:lj.cTst
\% 2V

(14)
jos pisteen P jannityskomponentit voidaan lausua (tasojannitystila)
o, e 1 v O
6=|0, :Da:Dqul -lv 1 0 |Bq
Ty v 0 0 1-v
_ 2 | (15)
niin saadaan elementin kimmoenergia lausuttua muodossa
U =3chst :EJ‘qTBTDBqu :EthJ‘BTDBqu :qutABTDBq (16)
2y 2y 2 - 2
joten elementin jaykkyysmatriisi on
_ T
k,=tAB DB (17)

missd A on elementin pinta-ala ja t elementin vakioksi oletettu paksuus.
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Ekvivalenttiset soimukuormitukset
Tilavuuskuormituksen aiheuttama ekvivalenttinen solmukuormitus

Lasketaan ensin tilavuuskuormituksen f aiheuttama ekvivalenttinen solmukuormitus. Tata varten lausutaan
tilavuuskuormituksen potentiaali

\NP:—qudV:>4qudA
\ A

(18)
missa t on elementin vakiopaksuus. Siirtyma u elementin alueella voidaan lausua
_ql -
Q.
u(s, N, 0 N 0 N, O
U= (577) ={ 1 2 3 4, ~Ng
V(g’n) 0 Nl 0 Nz 0 N3 q4
s
L ] (19)
joten tilavuuskuormituksen potentiaali
N, 0] N, f,
0 N, N, f,
N 0 || f, N, f,
WP =—q"t[N"fdA=—q"t[| { }dAz_qTq 2 % 1dA
A A 0 NZ fy A NZ fy
N, O N, f,
| 0 N _Ngfy_ (20)
Huomataan, etta
jMdAzlA
a8 (21)

eli integraali edustaa ykkosen korkuisen tetraedrin tilavuutta. Kuvassa on esitetty solmun 1 muotofunktion
kuvaaja. Muut solmut tuottavan vastaavan integraalin.

(X3, Ya)
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F, F,
fy fy
f f
wp=—q LA x| e A
31, 3|1,
fX fX

R R (22)

Esimerkki: Olkoon tilavuuskuormitus muotoa fy =—p(g . Sijoitetaan se edella olevaan lausekkeeseen,

jolloin

f\,_pgtAO mg| O
3 |1 3|41

- A (23)
missa m on elementin massa.

Tasaisen reunapaineen aiheuttama ekvivalenttinen solmukuormitus

Tarkastellaan elementin reunaa solmulta 1 solmulle 2. Muut reunat (2-3 ja 3-1) menevat vastaavalla tavalla.

A
y
0,

(X1 Y1)

(X3, Ya)

0] X

T
Elementille kohdistuu reunapaine, jonka komponentit globaalissa koordinaatistossa ovat p :( P, py) :

Paine voidaan muuttaa viivakuormitukseksi kertomalla elementin paksuudella t. Kuormituksen potentiaali
on
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T T T
WP :—Iu(s) ptds :—Iu(s) rds :—qTIN(s) rds
s s s (24)
missa integrointi ulotetaan reunaviivan 1-2 yli. Koska riittéé kun interpolointi koskee vain reunaviivaa, niin
sovitetaan viivalle yksiulotteinen interpolointi.

0,
W] [N 0 N 0]g
u(g){v}{o NT 0 NS} |7
: 1 1

missa reunaviivan interpolaatiofunktiot ovat & e [-1,1]

s 1
Ny =2(1-2)
NS =214 e)
2 (26)
Reunaviivan pituus on I, = /X2, + Y2, , joten ds = IESdg ja potentiaali
(1-¢) 0 g
1
Wit 0l o e e
0 (1+¢) r, 27)
joten tasaisen reunapaineen aiheuttama ekvivalenttinen solmukuormitusvektori saadaan
rx
grolsl
2(r,
i (28)

Kuormituksen voimakomponentit sijoittelusummataan elementin vapausasteita g; — g, vastaaville
globaalivapausasteille.

Lampdtilan muutoksen vaikutus

Mikéali elementin [ampo6tila muuttuu niin sanottuun referenssilampdétilaan verrattuna maaréan AT, niin siitd
aiheutuu tasojannitystilan elementtiin venyma g, = (a AT  a AT 0)T . Koska kiinnittamattoméaén

elementtiin ei aiheudu lampd6tilan muutoksesta jannityksig, niin jannityksen lauseke on
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=D(e—g,) (29)

Elementin kimmoenergian lauseke on nyt
= I £—¢, dV——I g-5,) D(g—g)dV

:EJsTDst ~t[£'Dg, dA+EjsgDso dx (30)

VE

:%queq—thABTDsO +U?!

Huomataan, ettd viimeinen termi on vakio, jolloin se haviaé derivoitaessa. Keskimmainen termi voidaan
lausua muodossa

—q't AB'Dg, =—q'®, (31)
missa vektoria

©,=tABDs,=(6, 6, 6, 6, 6, 6,) (32)

kutsutaan lampdotilan muutoksen aiheuttamaksi ekvivalenttiseksi solmukuormitusvektoriksi. Kaavassa « on
pituuden lampdlaajenemiskerroin [1/K] tai [1/°C] ja AT [K] tai [°C] on lampétilan muutos referenssilampéti-
laan verrattuna.

Laskentamallin globaali solmukuormitusvektori F sijoittelusummataan vastaavasti kuin aiemmin on esitetty

F=P+ Z(feV +0, +fep)
. (33)

Annettu solmukuormitus

Kaksiulotteisilla elementeilld annettua solmukuormitusta P tulisi yleensa vélttéa, koska elementtijakoa
tihennettiessa kuormitusalueen jannitykset nousevat suuriksi. Kuormitus tulisi korvata &arelliselle matkalle
asetetulla painekuormituksella.
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