Sauvaelementti hum 21.9.13

Yhden solmuvapausasteen sauvaelementti

Tarkastellaan kuvan mukaista sauvaelementtia. Sauvan vasemmassa paassa on sauvan lokaalisolmu
numero 1, jonka x-koordinaatti on x; ja vastaavasti oikeassa paassa lokaalisolmu numero 2, jonka x-
koordinaatti on x,.

£¢=-1 § £=1
1 1 2
® | [
X @ 1
X 1
X,
Kuva 1. Sauvaelementti ja sen emokooridinaatti §

Kaytetdan elementin alueella lisdksi niin sanottua emokoordinaatistoa, jossa emokoordinaatti & saa arvoja
valilld [-1, 1]. Tall6in elementin pisteen & vastaava x-koordinaatti saa arvon

X(€) =Ny (€)% + N, (€)%, (1)

missa interpolaatiofunktiot tai toiselta nimeltd muotofunktiot ovat

N@O=Z(1-6)  N@)=2(1+8)

(2)
N,(€)
1¢ -1
Kuva 2. Yksiulotteisten lineaaristen interpolaatiofunktioiden N, ja N, kuvaajat
Elementin siirtymakentta interpoloidaan solmuarvoistaan kayttden samoja muotofunktioita
u(€) =N, (&) +N,(¢)a, A

missa g1 ja g, ovat elementin solmusiirtymat

1 (e 2

Kuva 3. Elementin lokaalit solmusiirtymat q, ja q,
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u(<)

o) 0,
-1 1 E

Kuva 4. Elementin siirtymdkentan interpolaatio

T
Elementin solmusiirtymat voidaan koota solmusiirtymavektoriksi g, = (qL qz) . Vastaavasti

muotofunktiot voidaan koota vaakavektoriksi N (f) = [ N, N2] , jolloin elementin siirtyméakentta voidaan

lausua
u(€)=N,(&)a,+N,(¢)a,=Ng, (4)

Venyma elementin alueella saadaan derivoimalla siirtymakenttaa x-koordinaatin suhteen

_Qu_, _dud¢_ S % =0 J<
Aoy = MEF (N g +N =%"4%
dx * d& dx ( 1h zng) dx 2 dx (5)

derivoimalla x-koordinaatin lauseketta

=% _l,_ 1
N
dx (6)

= = e
Xe =Ny X+ N, X, = > 5
huomataan, etta venyma voidaan lausua

g:%[ﬁ%:%[—l ]_]qe:qu

e (7)
missa B on kinemaattinen matriisi, jonka avulla voidaan lausua venyma elementin alueessa kun
solmusiirtymat tunnetaan. Lineaarisesti kimmoisen isotrooppisen sauvan keskimaarainen jannitys saadaan
yhteydesta
o=Ee=EBq, 8)
Mikali elementilld on kenttdkuormituksia, kuten painovoima, niin elementille voidaan laskea tarkemmat

solmujannitykset elementtien solmuvoimien avulla, kuten kohdassa Elementin solmuvoimat naytetaan.
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Elementin jdykkyysmatriisi

Tarkastellaan elementin, jonka poikkileikkaus A oletetaan tassa vakioksi, kimmoenergian lauseketta

1 EA EA
U ==|o'cAdx=—|e'edx=—|g'B"Bqgdx
. 2{ 2{ . [a'B"Bq

1 o.¢1[1 -1 1 EA[1 -
==q'EA[= dxq==q" —
2 ,J;Ij{—l 1} 7 - 1)
-1

2

a'k.g
9)

missa matriisia k. kutsutaan elementin jaykkyysmatriisiksi. Siis yhden solmuvapausasteen sauvaelementin

jaykkyysmatriisi on

o
Li-1 1 (10)

missa E on materiaalin kimmokerroin, A on elementin poikkipinta-ala ja elementin pituutena on nyt mitta L.

Tilavuusvoima

Elementin alueella vakiosuuruiseksi oletetun tilavuusvoiman f potentiaali saadaan summaamalla elementin

tilavuuden yli
vvFg:—jquAdx:qTfAjNde (11)
le le

koska dx :lied{, niin

__cfALFL[I=&) AL
Whe=-a—; £2L+5 d¢=-q

— _qT f Ale F} — _qva
2 |1 (12)
missa vektoria f' kutsutaan tilavuusvoiman ekvivalenttiseksi solmukuormitusvektoriksi. Sauvaelementin
yhteydessa tilavuuskuormitus voidaan korvata viivakuormituksella kertomalla tilavuusvoima f elementin
poikkipinta-alalla A. Mikali kuormitus aiheutuu ulkoisesta paineesta voidaan se vastaavasti kertoa

painekuormituksen leveydella ja laskea tilavuuskuormituksesta aiheutuvan viivakuormituksen kanssa
yhteen.
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Potentiaalienergian minimi

Tarkastellaan kuvan neljan elementin laskentamallia. Lausutaan koko laskentamallin potentiaalienergia
summaamalla kunkin elementin 1..4 kimmoenergia seka ulkoisen kuormituksen potentiaalienergia. Tata
varten numeroidaan laskentamallin siirtymat Q;, joita sanotaan globaalisiirtymiksi ykkosesta alkaen.

@ ®) ® @
Q& % & 9

Kuva 5. Neljan sauvaelementin laskentamalli
4 4

U=>U, WP=>WPR, (13)
e=1 e=1

Otetaan kayttoon laskentamallin globaali siirtyméavektori

Q=[Q Q Q Q, QJ (14)

ja lausutaan laskentamallin kimmoenergia globaalia siirtyméavektoria Q kayttden. Esimerkin laskentamallissa
on viisi globaalisiirtyma3, joten varataan globaaliin jaykkyysmatriisin K tilaa 5*5. Laskentamallin
elementtien jaykkyysmatriisit ovat, kun oletetaan, etta elementeillda on sama kimmokerroin.

klzﬂ[l _} kZ:EA{l _} kazﬂ{l _ﬂ k4:EA{1 _1
L -1 1 L -1 1 L |-1 1 L -1 1

Lisatdaan globaaliin jaykkyysmatriisiin elementin 1 osuus

A Aogoo

L L
Kook =El L L

0O 0 000

0O 0 000

0 0 0 0 0

missad operaattori — tarkoittaa niin sanottua sijoittelusummausta, jossa elementin jaykkyysmatriisi ke
summataan globaalin jaykkyysmatriisin K niille riveille ja sarakkeille, jotka vastaavat elementin e
globaalisiirtymia. Edella olevassa siis elementin 1 globaalisiirtymat ovat Q; ja Q,. Huomataan, etta
elementin 1 kimmoenergia (9) voidaan lausua myos edellad olevaa 5*5 jaykkyysmatriisia K ja
globaalisiirtymavektoria Q kayttaen

U, :%QTK Q (15)
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Lisatdaan globaaliin jaykkyysmatriisiin elementin 2 osuus

A A g o0
L L
A ALA LA
L L, L
K<_k2=ELl v ?
o -2 A 49
I‘2 L2
0 0 0 00
| 0 0 0 0 0

jolloin elementtien 1 ja 2 kimmoenergiat voidaan lausua edella olevaa jaykkyysmatriisia kayttaen

1
U1+U2:§QTKQ (16)
Lisataan sitten globaaliin jaykkyysmatriisiin elementin3 osuus
A _A 0 0 O
L, L,
LA ALA A
Ll I‘1 L2 L2
Kek=E o _A A A _A
L2 L2 L3 L3
0 0 A Ea 0
L L
. 0 0 0 0 0

ja lopuksi elementin 4 osuus

A A 0 0 0
L1 Ll
A AA A 0 0
L L L L,
K k=gl 0o -2 A,A _A
I‘2 L2 I—3 |_3
0 0 A CAA LA
L L, L, L,
0 0 0 A A
i L L |

Koko laskentamallin kimmoenergia saadaan lausuttua globaalia siirtymavektoria Q ja globaalia
jaykkyysmatriisia K kayttden

U :%QTK 0 (17)
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Vastaavalla tavalla voidaan ulkoisen kuormituksen potentiaalienergia koota muotoon

f
fo+ 1t
WP=-Q'F' -Q'P=-Q"| f}+ 1% |-Q"P=-QF (18)
fo+

\Y
f42

missa fij on elementin i tilavuusvoiman aiheuttaman ekvivalenttisen solmukuormitusvektorin

komponentti j. Edelld olevassa ulkoisen kuormituksen potentiaalienergiassa on huomioitu vain
tilavuusvoiman osuus. Sauva- ja palkkielementeilla tilavuusvoiman ja painekuorman vaikutukset voidaan
yhdistaa ja korvata ne viivakuormituksella. Tilavuuskuormituksen tapauksessa tilavuusvoima f voidaan
kertoa elementin poikkipinta-alalla A. Vektori P on annettu solmukuormitusvektori ja vektori F
laskentamallin globaali solmukuormitusvektori.

Derivoimalla kokonaispotentiaalienergian lauseketta siirtymien Q; suhteen paadytaan koko laskentamallin
tasapainoyhtaloon, joka on lausuttu symbolisessa muodossa

Ki Ky Ky Ky Kyl[Q4 [Fy
Ky Ky Ky Ky Kol Qo | Fy
KQ=F=Ky Ky Ky Ky Kyl Q=] Fy
Kiu Kp K Ky Kul|Qu |[Fy
| Ksi Ke Kgg Ky Kl Qg [Fof

(19)

Eliminointimenetelma

Saatu yhtadloryhma on singulaarinen, koska siind on jaykan kappaleen liikemahdollisuus. Tama liike-
mahdollisuus poistetaan antamalla riittdva maara ennalta maarattyja siirtymia. Kahden vapausasteen
sauvaelementtimallissa riittda kun annetaan yksi siirtyma, mutta annettuja solmusiirtymia voi olla
useampiakin.

Oletetaan, etta kuvan laskentamallissa solmun 1 siirtyma Q, on nolla eli laskentamallin vasen paa on
lilkkkumaton. Tall6in riittaa kun pyyhitaan yhtaléryhman vastaava rivi ja sarake pois laskennasta.
Edellyttden, ettd elementtien pituudet, pinta-alat ja kimmokertoimet ovat positiivisia, niin jaljelle jadanyt
yhtaloryhma

Kzz K23 K24 K 25 Qz Fz
KQ=F= K32 K33 K34 K35 Q3 — Fs
K42 K43 K44 K45 Q4 I:4
K52 K53 K 54 K 55 Q 5 F 5 (20)
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ratkeaa. Jos solmun 1 siirtyma Q, on tunnettu ja erisuuri kuin nolla vaikkapa a,, niin helposti huomaat, etta
redusoitua yhtaloryhmaa on muokattava seuraavanlaiseksi

K22 K23 K24 Kzs Qz Fz_K P
KQ=F= K32 K33 K34 K35 Q3= F3_K3§-1
K42 K43 K44 K45 Q4 I:4_K 42 4
K52 K53 K54 K55 Qs FS_K 5@ 1 (21)

Jos solmun i siirtyma Q; on tunnettu, niin vastaavasti pyyhitaan rivi i ja sarake i pois yhtaléryhmasta ja
tehddan vastaava korjaus laskentamallin globaalikuormitusvektorille F.

Sakkomenetelma (Penalty Method)

Erds vaihtoehtoinen tapa hoitaa annetut siirtymat on sakkomenetelma. Sakkomenetelma on helppo
ohjelmoida tietokoneelle ja silla voidaan kasitellda myo6s yleisempi siirtymarajoite (Multipoint constraint),
kuten laskuharjoituksissa kasitellaan. Tarkastellaan tdssa vain annettua siirtymaa Q, = a;.

Sakkomenetelmadssa asetetaan siirtymavapausasteelle jaykka jousi, jonka jousivakio olkoon C. Jousi on
levossa kun siirtyma Q; = a;. Jousen kimmoenergia

U, =2C(Q-a)

(@-a) )
Laskentamallin kokonaispotentiaalienergia on

1 1 2

MN==Q'KQ+=C Q-a -Q'F
josta derivoimalla siirtymakomponenttien Q suhteen saadaan yhtaléryhma
_K11+C K12 Kl3 Kl4 K15__Q1_ _F1+Ca1

K21 K22 K23 K24 K25 Q2 FZ

Ka Ksy Kg Kgy Kyl Q= Fai

K41 K42 K43 K44 K 45 Q4 F 4
L K51 K52 K53 K54 K55_ _Qs_ L Fs N (24)

vastaava menettely voidaan tehda kaikille annetuille siirtymille. Menetelma on likimaarainen ja sen

tarkkuus riippuu jousivakiosta C. Sopiva jaykkyys voisi olla C =10° LmaxK; .
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Lampotilan muutoksen vaikutus

Mikali sauvaelementin lampétila muuttuu niin sanottuun referenssilampaotilaan verrattuna maara AT, niin
siitd aiheutuu elementtiin venyma &, = a AT . Koska kiinnittaméattémaan elementtiin ei aiheudu

lampdtilan muutoksesta jannityksid, niin jannityksen lauseke on talldin

o=E(e-¢,) (25)
Elementin kimmoenergian lauseke on nyt
1 + 1 T
U, ZEIU (£—£O)Adx:§j(£—£0) E(e-¢,) Adx
I I,
:E—;IsTedx—EAjeTgo dx+E—2AJ'£g£0dx
le le le
:%queq —qTEAaATJ BTdx+U?
N (26)

Huomataan, etta viimeinen termi on vakio, jolloin sen vaikutus haviaa derivoitaessa kimmoenergian
lauseketta solmusiirtymien g suhteen. Keskimmainen termi voidaan lausua muodossa

T {_1}__ T
q EAa AT =—q 0,
1 (27)

missa vektoria

-1
0, = EACYAT{ 1
(28)
kutsutaan lampotilan muutoksen aiheuttamaksi ekvivalenttiseksi solmukuormitusvektoriksi. Kaavassa a on

pituuden lampolaajenemiskerroin [1/K] tai [1/°C] ja AT [K] tai [°C] on lampotilan muutos
referenssilampotilaan verrattuna.

Elementin solmuvoimat

Elementin solmuvoimien selvittamiseksi tarkastellaan yksittdisen elementin potentiaalienergiaa. Kuvassa
on esitetty elementin solmujen 1 ja 2 solmuvoimat f; ja f>.

1 | EA 2

f —— - —— —— — B — B — B — B — B — f
1 2

a & 0

Kuva 6. Sauvaelementin solmuvoimat f; ja f,
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Elementin kimmoenergia on yhtalon (26) mukaan
Ue=%queq—qT®e+U§ (29)

Ulkoisen kuormituksen potentiaalienergia koostuu elementin kenttakuormituksen potentiaalienergiasta
seka solmuvoimien potentiaalienergiasta

WP, =—q'fV -q'f (30)

missad solmuvoimat f; ja f, on koottu solmuvoimavektoriksi f. Potentiaalienergian

ﬂe=%queq—qT®e+Uf—qTfV -q'f (31)

minimin periaatteesta saadaan derivoimalla solmusiirtymavektorin q suhteen
\ —_
kg-0,-f"-f=0 (32)

josta solmuvoimavektoriksi f saadaan

f=k,q-0,-f" (33)

Kaavakokoelmassa yhtdlossa on vielda mukana paineesta aiheutuva ekvivalenttinen solmukuormitusvektori,
mutta tdma voidaan sauvojen ja palkkien yhteydessa yhdistaa tilavuuskuormituksesta aiheutuvaan
ekvivalenttiseen solmukuormitusvektoriin f'.

Kuvasta 6 huomataan, ettd sauvaelementin solmun 1 normaalivoimaksi N; saadaan solmuvoima f;
vastakkaismerkkisena ja solmun 2 normaalivoimaksi N, saadaan solmuvoima f, eli

N, =—f
1 1 (34)
N, =1,

joiden avulla voidaan laskea tarkemmat solmujannitykset, kuin yhtalolla (8), mikali elementilla on
kenttakuormituksia tai sen poikkileikkaus muuttuu.
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Kahden solmuvapausasteen sauvaelementti

Kahden solmuvapausasteen sauvaelementti voi sijaita mielivaltaisessa asennossa xy-tasossa. Sauvan
alkupaassa on sauvan lokaalisolmu numero 1, jonka x-koordinaatti on x; ja y-koordinaatti on y, ,
vastaavasti loppupadssa on lokaalisolmu numero 2, jonka x-koordinaatti on x; ja y-koordinaatti on y,.
Kuvassa on esitetty sauvaelementti alkutilanteessa (yhtenainen viiva) seka siirtyneessa tilassa (katkoviiva).

Kuvaan on piirretty xy-mlttauksen suuntaiset siirtymat q-= (ql q2 q3 q4) seka sauvan suuntaiset

siirtymat q' = (qf q'Z)T.

.

X
Kuva 7. Tasosauvaelementin siirtymat xy-koordinaatistossa ja sauvan paikalliskordinaatistossa

Kuvasta ndahdaan, ettd sauvan suuntaiset siirtymat voidaan lausua

{o&' =q,cosd+q, sid=qJ +gm
g, =d;cosf+q, sid=qd +qm (35)
missa | ja m ovat sauvan suuntakosinit (m on komplementtikulman kosini). Ottamalla kdyttoon lyhenteet

X1 = X, = X, Y, = Y ,— Y, voidaan suuntakosinit laskea

X

| =

|

° (36)
m=22

e

10
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missa sauvan pituus /. saadaan

l, =%+ Y (37)

Yhteys voidaan kirjoittaa matriisimuotoon

G
4 Il m 0 O
lea= =L 39)
g, 0 0 I mjlq,
q,
Venyma elementin alueella saadaan sauvan suuntaisten siirtymien (7) avulla
1 , 1 1
£:I—[—1 1q :l—[—l ]]Lq:I—[—I -m | m|g=Bq (39)
missa kinemaattinen matriisi B :ll[—l -m | m]

e
Lineaarisesti kimmoisen isotrooppisen sauvan keskimdaardinen jannitys saadaan taaskin yhteydesta

og=Ee=EBq (40)
Elementin jaykkyysmatriisi

Sauvaelementin kimmoenergian suuruus ei saa riippua kdytetysta mittausjarjestelmastd, joten

U, :%q”k'eq' =q'L'k.Lg=q'kq

ja jaykkyysmatriisiksi saadaan

| 0 2 Im -1 -m
m O|[1 -1/ m O O 2 - -m?
ke:LTk'eL :E_A :E—A Im m Im m (41)
{0 I|-1 1j]/0 O I m I -2 —-Im 1? Im
0 m -Im -m* Im m’
Viivakuormitus

Koska tilavuusvoima ei enaa ole valttamatta sauvan suuntainen, niin korvataan se viivakuormituksella.
Elementin pintaan kohdistuva painekuormitus kasitellddn vastaavalla tavalla. Tassa esityksessa kdytetdan
vakiosuuruiseksi oletetulle vektoriarvoiselle viivakuormitukselle merkintaa r, jotta se erottuisi elementin
solmusiirtymavektorista q. Kuvassa on esitetty tasainen viivakuormitus r, jolla on kaksi komponenttia

;
r :(rX ry) :

11
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o
X

Kuva 8. Sauvaelementtiin kohdistuva vektoriarvoinen viivakuormitus r, joka on vakio

Viivakuormituksen potentiaalienergian laskemiseksi tulee ensin maarittaa sauvan pisteen siirtymat x- ja y-
suuntaan. Kaytetdan siirtymien lausekkeina

U(Q() = Nl(g) q1+ NZ(E) q3 (42)
V(&) =N, (&) g, + N, (&)a,
joka voidaan lausua matriisimuodossa
N, 0O N, O
u = =N 43
(€) {0 N0 qu g (43)
Viivakuorman potentiaali on nyt
WP:—IuTr ds:—qTINTr ds
Integrointi ulotetaan sauvan pituuden /. yli, jolloin & saa arvoja [-1,1], joten
N, O
WP TIJl-NT dé T'j 0 MNh dé
=—q' -& r =—q' £
q 2_1 q 2_1 N2 O ry
0 N, a4
N,T, (1-&)r, r, (44)
| LN |t (1=&)r | T
=—q'_e yd:_T_e yd:_T_ey
a 27| Nyt ¢= 4!1 (1+&)r, ¢= 2|,
N,r, (1+&)r, r,

joten tasaisen viivakuormituksen aiheuttamat ekvivalenttiset solmukuormitukset ovat

12
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fV —lel Y (45)

eli puolet kuormituksen resultantista tulee solmulle 1 ja puolet solmulle 2.

Lampotilan muutoksen vaikutus

Sauvaelementin ulkoisen kuormituksen potentiaalin suuruus ei saa riippua kaytetysta
mittausjarjestelmasta, joten saadaan

-q'0.=-9'0, (46)
eli
-q'L'®,=-q'®, Oq (47)
joten
| O -
T m 0 -1 -m
0,=L 0, =EAaAT 0 1 = EAa AT | (48)
0 m m
missa vektoria
-l
-m
0, =EAa AT | (49)

kutsutaan lampotilan muutoksen aiheuttamaksi ekvivalenttiseksi solmukuormitusvektoriksi neljan
vapausasteen sauvaelementille.

13
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Neljan vapausasteen elementin solmuvoimat

Kuva 9. Neljan vapausasteen elementin solmuvoimat

Solmuvoimien selvittdmiseksi tarkastellaan taas yksittdisen elementin potentiaalienergiaa. Kuvassa on
esitetty elementin solmujen 1 ja 2 solmuvoimat fy, f,, fzja fa.

Elementin kimmoenergia on edelleen, vaikka mittausjarjestelma on nyt globaalisuuntaan, yhtalon (26)
mukaan

U, =%queq—qT®e+U§ (50)

Ulkoisen kuormituksen potentiaalienergia koostuu elementin kenttakuormituksen potentiaalienergiasta
seka solmuvoimien potentiaalienergiasta

WP, =—q'fV -q'f (51)
missad solmuvoimat fi, f,, f; ja fa on koottu solmuvoimavektoriksi f. Potentiaalienergian

ﬂe=%queq—qT®e+Uf—qTfV -q'f (52)

minimin periaatteesta saadaan derivoimalla solmusiirtymavektorin q suhteen
\ —_
kg-0,-f"-f=0 (53)

josta solmuvoimavektoriksi f saadaan

f=k,q-0,-f" (54)

14
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Kuvasta 9 huomataan, etta sauvaelementin solmun 1 normaalivoimaksi N; saadaan solmuvoimien f; ja f,
projektiot sauvan suuntaan vastakkaismerkkisena ja solmun 2 normaalivoimaksi N, saadaan solmuvoimien
f3ja fa projektiot eli

N, =—f,I-f,m

55
N, = f I+ f,m (53)

joiden avulla voidaan laskea tarkemmat solmujannitykset, kuin yhtalolla (40), mikali elementilld on
kenttakuormituksia tai sen poikkileikkaus muuttuu.

Kolmen solmuvapausasteen sauvaelementti

Kolmen solmuvapausasteen sauvaelementti voi sijaita mielivaltaisessa asennossa xyz-tasossa. Sauvan
alkupaassa on sauvan lokaalisolmu numero 1, jonka x-koordinaatti on x,, y-koordinaatti on y; ja z-
koordinaatti on z;, vastaavasti loppupdassa on lokaalisolmu numero 2, jonka x-koordinaatti on x,, y-
koordinaatti on y, ja z-koordinaatti on z, Sauvan suuntaiset siirtymat voidaan nyt lausua

%
0,
{qﬂ:q,:{l mn O O 0} o “Lq (56)
q,

3
| %6

Kolmen solmuvapausasteen sauvaelementin kuormitusvektorit ja jaykkyysmatriisi saadaan soveltamalla
kahden solmuvapausasteen elementin kaavoja ja kdyttdaen edella olevaa L matriisia. Esimerkiksi
jaykkyysmatriisi

Il 0
m O
« =Ll =FA[N 0 {1 —1}? mn 0 O (j
¢  I,/0 1]-1 1]/0 0 01l m n
0 m
_0 n_
12 Im In -2 -m -In] 7)
Im m mn -Im -m* -mn
_EAlIn mn n* -In -nm -n?
L4 4am 4n 12 Im In
-Im -m* -mn Im m mn
-In -mn -0 In mn n
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